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Kertaus

K1.

a)E
Nouseva suora.

b) A
5. asteen polynomifunktio, pariton funktio
Laskettu piste f(1) = 1° = 1, joten piste (1, 1) on kuvaajalla.

c)D
Paraabelin mallinen, alaspdin aukeava.
Laskettu piste f(1) = —1* + 1 = 0, joten piste (1, 0) on kuvaajalla.

d)B
3. asteen polynomifunktio, pariton funktio
Laskettu piste f(1) = 1° —2 - 1 =— 1, joten piste (1, — 1) on kuvaajalla.

e)F
Toisen asteen polynomifunktio, ylospéin aukeava paraabeli.

f)C
Toisen asteen polynomifunktio, alaspdin aukeava paraabeli.
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K2.

Ka.

a) (2x + 3)* + 3%
=(2X)*+2-2x-3+3%+3x?
=42+ 12X+ 9 + 3%
=7+ 12x+9

b) 3 -3 +x) -
=3*-x)-x
=9 _x*—x?
=-2x*+9

o)+ D=1
— (X3)27 12
=xt—-1

d) (x+ DH(x=DE+1)
= (X2 — 1)(X2 +1)
_ (XZ)Z _ 12
=x*-1

a)2x(3x+4)+1
=6x>+8x + 1

b) 3(2x — 1) + X(-4x + 5)
= 6X —3 —4x* + 5x
=42+ 11x -3

c)—(2x—1D(x+3)
=—(2xX*+6x—x-13)
=—(2x*+5x-13)
=-2x*—5x+3

d) 1-3x*+1)?
=1-Ox*+6x*+1)
=1-9%—6x'—1
=_9x% — 6x*
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K4.  a) Sijoitetaan funktion f(x) = x* — 2X — 3 lausekkeeseen x = —1 ja X = 3.
f) =1 -2 -(1)-3
=1+2-3
=0

f3)=3>-2-3-3
=9-6-3
=0

Tosi, silld molemmat ovat tdimén funktion nollakohtia, eiké toisen
asteen polynomifunktiolla voi olla muita nollakohtia.

b) Sijoitetaan funktion f(x) = 2x* — x lausekkeeseen X = —2.
f(2)=2- (27 -(-2)
=8+2
=10

Epétosi, silld 10 #-10.

c) Sijoitetaan funktion f(x) = 7x — x* lausekkeeseen X = —1.
D) =7 (1) -1y
=-7+1
=—6

Epétosi, silld —6 # 8.

d) Ratkaistaan funktion f(x) = x* + 1 nollakohdat yhtilosti x* + 1 = 0.
xX*+1=0
xt=—-1

Parillinen potenssi ei voi olla negatiivinen. Yhtilolla ei ole ratkaisua.

Tosi, sill4 télla funktiolla ei ole nollakohtia.



Juuri 2 » Tehtavien ratkaisut ¢ Kustannusosakeyhtic Otava e paivitetty 17.8.2016

KS.

K®6.

a) Nollakohtia on korkeintaan asteluvun verran. Parittomilla asteluvuilla
nollakohtia on véhintdén yksi.

b) Ensimmdisen asteen polynomilausekkeen kerroin a kertoo suoran
jyrkkyyden ja kulkusuunnan. Suora on nouseva, kun a > 0 ja suora on
laskeva, kun a < 0.

c) Toisen asteen polynomilausekkeen kerroin a kertoo paraabelin
aukeamissuunnan ja paraabelin leveyden. Kun a > 0, niin paraabeli on
ylospéin aukeava. Kun a < 0, niin paraabeli on alaspdin aukeava.

d) Vakio ¢ kertoo kuvaajan ja y-akselin leikkauskohdan.

a) 2x* + 6x = 2X(x + 3) (yhteinen tekiji 2x)

b) x> —4 = (X + 2)(X — 2) (muistikaava)

c) x* —2x + 1 = (X — 1)* (muistikaava)

d) 9x? — 25 = (3x)*> — 52 = (3x + 5)(3X — 5) (muistikaava)
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K7. a)3x*+3x—18=3(x*+Xx—-06)

Jaetaan polynomi x* + X — 6 tekijdihin nollakohtien avulla.

X +Xx-6=0

X_—li\/12—4-1-(—6)

B 2-1

-1£5
2

x=%=2taiX:_26=—3

32+ X—6)=3(Xx—2)(x+3)

b) 2x* - 7x + 6

Jaetaan polynomi 2x* — 7x + 6 tekijoihin nollakohtien avulla.

2 —TXx+6=0

‘= —(-7)£J(-7)* —=4-2-6
B 22

e

=7

2x2—7x+6=2(x—2)(x—%)=(x—2) 2 (x—%)z(x—Z)(Zx—S)
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K8.

c) 10x* —3x—1

10x*-3x—1=0
X_sinsf—440(—n
B 2-10
347
*=720
1 A_ 1
—_:l 1 —_—— =
X_,ZG 2talx 26 5
2 5

lmﬁ—3x—n=1Mx—%Xx+%):HX—%)‘ﬂx+%)
= (2x— D)(5x + 1)

a) Nollakohdista saadaan selville tekijét.
Nollakohtaa X = 2 vastaa tekija x — 2 ja
nollakohtaa x = —1 vastaa tekija x — (-1) =x + 1.
Erds mahdollinen toisen asteen polynomi on
X=2)X+1)=x*+X-2x-2=x>—x-2.

b) Polynomilla vain yksi nollakohta x = 3, joten silld on tekijd x — 3.
Kyseessé on toisen asteen polynomi, joten tekija on kaksinkertainen.
Eréds mahdollinen toisen asteen polynomi on
X=3)(x-=3)=(x-3)*=x>—6x+9.

c) Erds mahdollinen toisen asteen polynomi on X* + 2.
Talld polynomilla ei ole nollakohtia, koska yhtilolla
X*+2=0
X=-2
ei ole ratkaisuja.

d) Nollakohtia X = 4 ja x = 0 vastaavat tekijét ovat X — 4 ja X.
Erds mahdollinen toisen asteen polynomi on X(X — 4) = x> — 4x.
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KO.

K10.

a) 3x° + 12x°
=3x’(X* + 4)
b) 3x° — 12x°
=3x°(x* — 4)
=33 (X + 2)(X - 2)
)X —2x*+3x—6
= x*(X — 2) + 3(X — 2) (ryhmittely)
= (x—2)(C +3)
d  x*-1
=+ DHx*=1)
=+ Dx-Dx+1)

Jos polynomilla on nollakohta, silld on myos tekija.
Tutkitaan diskriminantin avulla, onko polynomilla x> + X + 4 nollakohtia.

D=1-4-4=-15<0

Koska diskriminantti on negatiivinen, polynomilla ei ole nollakohtia eiké
sitd voida jakaa ensimmaisen asteen tekijoihin.

Tutkitaan diskriminantin avulla, onko polynomilla x* + 4x + 1 nollakohtia.
D=16-4-1=12>0

Koska diskriminantti on positiivinen, polynomilla on kaksi nollakohtaa,
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K11, a)3x+6=0
3x=-6]:3
X=-2

b) 4x—-5=2x+6

4K —2X=6+5
2x=111:2
_1_ .1
X= 5 —52

c) Bx=2)2x-1)=0
3x—=2=0 tai2x—-1=0
3x=2:3  2x=1]:2
_2 _1
X=3 X=3
d) Bx-2)2x-1)=2
(Bx-2)2x-1)-2=0
6X>—3X—4x+2-2=0

6> —7x=0

x(6x—-7)=0
X=0tai 6x—7=0]:6
x=0 x="1=11

6 6
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K12. a)2x*-80=0
2x* =801 :2
X*= 40
X=+40 tai x=-/40
x=210  x=-210

b) 10%* + 20 = 100

10x> =100 — 20
10x> =801 : 10
x>=8
x=38=2
c)-3x+150=0
3x0=-1501: -3
x® =50

x=%50 tai x=-Y50
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K13. a)
X—=1_X+3
4 12 - 12
4x-3(x-1)=x+3
4x-3X+3-x-3=0
0=0

X_
3

Yhtalo on tosi, joten XeR.

b) (X+2)7>= (x+2)(x 2)
X+4ax+4=x"-4
X+AX+4-X+4=0

4x=-8 | : 4
X=-2
)X —2x—1=0
24427 —4-1-(-1)
- 2-1
(o218
2
_2+2\2

2
2 242 2 242
L 422 =1+4/2 s _&ANVNL 14/
X= 2+ 5 =1 2 tai X = > 5 1 2
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K14. a)
2.2 1 _ )
SX —5x=2=0 | -5
2x* —x-10=0
- “CDEV(ED ~4-2-(-10)
B 2.2
N eV
4
149
X=-==
4
5 2
X=&=i=2—ta1X=i=—2
A 2 A
2 1
Nollakohdat ovat X =—2 jax = 2%.

Kuvaajasta luettuna toisen asteen polynomifunktion, jonka kuvaaja on
paraabeli (punainen), nollakohdat ovat samat kuin lasketut

nollakohdat.

b)
1o 2y yv_0o |-
3X -3X -x=0 | -3

x> =2x*=3x=0
X(x* =2x-3)=0
X=0tai x> —2x—-3=0

+ (=2 —4.1-(-
=0 g2 25 Y 41y
x=0 x=2i2\/R

_ _2+4
x=0 X= 5
x=0 X=3taiXx=-1

Nollakohdat ovat x =—1,x =0 ja X = 3.

Kuvaajasta (sininen) luettuna nollakohdat ovat samat kuin lasketut
nollakohdat.
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K15. a) f(x)=x*+2x-3
f(0)=0>+2-0-3=-3

b) fx)=-3
X +2x—3=-3
X2 +2x=0
X(xX+2)=0
X=0taix+2=0
x=0 X=-2
c) fx)=2

X2 +2x—-3=2
X +2X—5=0

X:-zi\h2—44(—$

21
_ 2424
X=—==
(= 22276

2
X=-1++6 tai x=—1-+6

K16. a)9x*—6x+1=0

X:6iJ06f—494

29
640
*=718
1
X==
3
iy
1
2o\ 8 = f(=)
0 X
5 0 05 1

Kuvaajasta luettuna nollakohta on sama kuin laskettu nollakohta eli

X=1.

3
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b) x*+4x —5x*=0
—X2(X> —4x+5)=0
—x*=0taixX>’—4x+5=0
Xx=0 X —4x+5=0

Lo 4x (4 415

21
444
2

el ratkaisua

X =

Kuvaajasta luettuna nollakohta on sama kuin laskettu nollakohta eli
Xx=0.
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c)

%x3+x2—4x=0||-2
X +2x* —8x=0
X(X> +2x-8)=0
X=0tai X’ +2X-8=0

2422 —4.1-(-8)

X =

2-1
_2+-/36
X =
2
_—2+6
2
_—2+6_4 _ Ly_—2-6__8__
X= ) 2 tai X 5 4
Y
1{y=flr)

Kuvaajasta luettuna nollakohdat ovat samat kuin lasketut nollakohdat
elix=—4,x=0jax=2.
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K17. a) 2xX°-3x*-2x+3=0
x*2x-3)-(2x—-3)=0
2x-3)x*-1)=0

2x-3=0 tai xX*-1=0

2x=31:2 xt=1
_;_l = 1 = —
X 2_12 x=1tal x=-1
b) x>+ 3x*=3x+9

X +3x-3x-9=0
X*(X+3)-3(x+3)=0
X+3)x*=3)=0
X+3=0taix*~3=0
X+3=0 X*=3

X=-3 X=+/3 taix= /3

K18. a)f(x)=qgx*—3x+2

Funktiolla f voi olla kaksi nollakohtaa, kun se on toisen asteen
polynomifuntio, eli g # 0.

Tutkitaan yhtilon qx* — 3x + 2 = 0 diskriminanttia. Jos diskriminantti
on positiivinen, yhtélolld on kaksi ratkaisua.

D=(-3)-4-q-2>0
9-8g>0
-80>-9]:(-8)

9
a<3

Funktiolla f on kaksi nollakohtaa, kun ¢ < % jag#0.
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b) f(x) =3x*+ gx + 1.
Tutkitaan yhtilon 3x* + gx + 1 = 0 diskriminanttia. Jos diskriminantti
on positiivinen, yhtél61ld on kaksi ratkaisua ja funktiolla kaksi
nollakohtaa.

D=q’-4-3-1>0

q°-12>0
Lasketaan lausekkeen ¢ — 12 nollakohdat.
q°-12=0
q> =12
q=+12 tai q=—v12 Q\ /g
q=23 taiq=-2v3 W =

Diskriminantti on positiivinen, kun

q<-2v3 taiq>23 .

Funktiolla f on kaksi nollakohtaa, kun q < —-2+/3 tai q>2+/3 .
K19. Funktion arvo on positiivinen, kun kuvaaja on x-akselin yldpuolella.
a)x<1

b)x<-1taix>2
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K20. Funktion arvo on positiivinen, kun epayhtél6 f(x) > 0 toteutuu.

a)

1
—IX+2
2X >0

~2x>2]-(=2)

X< 4
Funktion arvo on positiivinen, kun X < 4.

b)2x*—8>0

Ratkaistaan nollakohdat.
2 -8=0 +

2x*=8 ||:2
XX =4
X=2taiXx=-2

Funktion arvo on positiivinen, kun x < -2 tai X > 2.

c) -3x*—2x+1>0
Ratkaistaan nollakohdat.

3xX*-2x+1=0
o (DD 431
) 2:(-3)
w_2£V4+12
-6
_2%4
=6
_2+4_6 _ jix-2-4_2_1
X= 6 ~ ¢ 1 tai X 6 - 263

Funktion arvo on positiivinen, kun, kun

1
-1 =
<x<3

d) x> +216>0
—x3>-216 || : (1)
x> <216
x< 3216

X<6
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K21l. a)
2+3x2%wx—$

2+3x>24x-2
3X—4x>-2-2
—-X>-4 ||:(—1)
Xx<4
b) X+DHXX+2)>x+5

XCH2X+X+2-X=5>0
XX+2Xx-3>0

Nollakohdat:
X +2x—3=0
X_—2i\/22—4-1-(—3)
a 2-1
_2+4/16
X=—2==-
2
_—2%4
2
_2+4_2 _4..,_—2-4_—6__
X = > =5 1tai X 5 > 3

X+ 1)(x+2)>x+5 kun x<-3 tai x> 1.
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c) 2X* < 5(x—5)
x> < 5% —25
2> —5x+25<0

Nollakohdat:
2x}—5x+25=0

XZSi\/(—5)2—4-(—2)-25

2:(=2)
_5++/225
—4
_5+15
—4
51520 5 g x=2=15_-10_5_ 51
X= 7 5 tai X - ) 22
_5 5
—2x* < 5(x—5), kun X <—5 tai x > % ﬂ
d) X} +x2<12x

X+ x2—12x<0
X(x*+x-12)<0

Lausekkeen merkkiin vaikuttaa molempien tekijéiden merkit.
Ratkaistaan nollakohdat ja laaditaan merkkikaavio.

Nollakohdat:

X+ x2—12x=0
X(X*+x-12)=0
X=0tai x> +x—-12=0

X_—li\/lz —4-1-(-12)

2-1
_ —1+/49
X=——— 7
2
_—1+7
=7
x=g=3taix:——:—4

X=—4taix=0taix=3
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—4 0 3
X _ _ N 4 74
X2 +x—12 + B _ n N
X(2 +x—12) _ + _ +

X +xP<12x, elix’ +x2— 12X <0, kun X < —4 tai 0 <x < 3.
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K22. a) Funktion arvo on positiivinen, kun epayhtélo
(X + 1)>— 4> 0 toteutuu.

Nollakohdat:
xX+1)y’-4=0
(x+1y’=4

X+1=2taix+1=-2

x=1tai X=-3
_‘_\J
-3 — 1

Positiivinen, kun X <=3 tai X > 1.

Negatiivinen, kun -3 <x < 1.

b) Funktion arvo on positiivinen, kun
epiyhtild —x* — 2X + 2 > 0 toteutuu.

Nollakohdat:
X -2X+2=0

(o ~CDEV(D) 4 (D)2

2-(=1)
_2%12
-2
2423

wix=-2-20__1_5

\S]

Positiivinen, kun ~1-V3 N\ -1+

—1-+3 <x<-1++3. -/ N\

SN\

Negatiivinen, kun
x<—1-+3 taix>-1++3. R
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K23. a) X} +x*>81x + 81
X+ x> —81x-812>0
XX+ 1)-81(x+1)>0
X+ 1D(*-81)>0

Ratkaistaan nollakohdat ja laaditaan merkkikaavio.

Nollakohdat:

XX+ 1)-81(x+1)=0
X+ 1D*-81)=0
X+ 1)(x*-81)=0

X+1=0 taix’—81=0

Xx=-1 X2 =81
X=9tai Xx=-9
-9 -1 9
X2 —81 + - - + A
A
X+ 1 — — + + .
(*=81)(x+1) - + _ +

X+ x2>8Ix+81,elix’+x>—81x—81>0,kun -9 <x<-1taix>9.
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D) X0+ 2x° —32x - 64 <0
Ratkaistaan nollakohdat ja laaditaan merkkikaavio.

Nollakohdat:
X+ 2x°—32x—64=0
X(X+2)—32(x+2)=0
(X +2)(X°—32)=0
X+2=0taix’—32=0
X=-2 x=1332 =2

Lasketaan lausekkeen x° + 2x> — 32X — 64 arvo ja pitelldin merkki
nollakohtien vélissé olevissa testikohdissa.
X==3:(-3)°+2-(-3)0°-32-(-3)-64=275>0
X=0:0°42-0°-32-0-64=—64<0
Xx=3:3°+2.3-32.3-64=1055>0

X8 + 2x5 — 32x — 64 + - +

X8+ 2x° —32x— 64 <0, kun -2 <X < 2.

K24. a) Funktion f(X) = —x* + 4x — 5 kuvaaja on alaspiin aukeava paraabeli.
Funktio saa vain negatiivisia arvoja, jos sen kuvaaja on kaikilla x:n
arvoilla x-akselin alapuolella eli silld ei ole nollakohtia.

Toisen asteen polynomifunktiolla ei ole nollakohtia, kun vastaavan
yhtélon diskriminantti on negatiivinen.

Diskriminantti D=4 -4 - (1) - (-5)=16-20=-4<0.
Funktio saa vain negatiivisia arvoja.

b) Molemmat tulon (x* + 1)(x* + 2) tekijit ovat positiivisia, koska
parilliset potenssit X* ja x* ovat aina ei-negatiivisia, joten X* + 1 > 0 ja
x* + 2 > 0. Niin ollen my®s niiden tulo on positiivinen. Lauseke ei voi
saada negatiivista arvoa, joten epayhtilo on epétosi.
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K25. a)x*+px+3>0
Tutkitaan funktiota f(x) = x> + px + 3. Kyseessi on toisen asteen
polynomifunktio, jonka kuvaaja on ylospéin aukeava paraabeli. Jos
diskriminantti on negatiivinen, niin silloin funktiolla ei ole yhtéén
nollakohtaa, ja funktio saa vain positiivisia arvoja.

D=p?-4-1-3=p>-12<0

Nollakohdat:
p?—12=0
p2=12

p=23 taip=-2v3

Diskriminantti on negatiivinen, kun

23 < p<2V3.

Epéyhtild X* + px+ 3 > 0 on aina tosi, kun —2+/3 < p < 2+/3.

b) x*+2x+p>0
Tutkitaan funktiota f(x) = —x* + 2x+ p. Kyseessi on toisen asteen
polynomifunktio, jonka kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli.
Epéyhtéld toteutuu vain yhdelld muuttujan x arvolla, kun vain
epayhtdlon yhtasuuruus toteutuu. Kun diskriminantti on nolla,
funktiolla on yksi nollakohta ja funktio saa vain negatiivisia arvoja tai
arvon nolla.

D=2°-4-(-1)-p=4+4p

4+4p=0
dp=—4 |:4
p=-1

Epiéyhtild —x* + 2X+ p > 0 toteutuu vain yhdelld muuttujan arvolla,
kun p=-1.
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Kokoavia tehtavia

ILMAN TEKNISIA APUVALINEITA
1.

a) Nollakohdat ovat X = 3 ja X = 7 ja f(2) = —1. Hahmotellaan kuvaaja
annettujen pisteiden avulla.

y
! /—\ )
12 x
-1
Aukeamissuunnan tulee olla alaspéin, koska funktion arvo on
negatiivinen pienemmén nollakohtansa vasemmalla puolella.

b) Huippu sijaitsee nollakohtien puolivélissd, kohdassa x =% =5.

c) f(0) on negatiivinen ja f(5) on positiivinen.

a) Jos luku 2 on yhtédlon 3x + a = 0 ratkaisu, se toteuttaa yhtdlon.
3:2+a=0

6+a=0
a=-6
b)3x—m=0
3x=m ||:3
=T
3

a) Luku x = —1 on yhtilon x* — x*> + 3x + 1 = 0 ratkaisu, jos se toteuttaa
yhtélon.
D) 43D +F1=1-1-3+1=-2+#0

Luku x =—1 ei ole yhtélon ratkaisu.
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b) Luku x = 0 on yhtdlon ratkaisu, jos se toteuttaa yhtalon.

0°+7-0°-2-0=0
Viite on tosi, joten X = 0 on yhtélon ratkaisu.

Tutkitaan, onko muita ratkaisuja.

XX+ 7x-2)=0
X=0taix*+7x—2=0

=TT —4-1-(-2)
a 21
_—7++49+8

2
_-7++57

2
_=7++/57
2

X

X tai X =

—7--/57
2

Viite on epdtosi. Yhtdlolld on kaksi muutakin ratkaisua.

¢) Tutkitaan miti arvoja funktio 1,1 X*+ 2x + 1 = 0 voi saada. Funktion
kuvaaja on yldspdin aukeava paraabeli. Ratkaistaan funktion
nollakohdat.
LIX*+2Xx +1=0

244274111

B 2-1,1

_—2+4-0,4

21,1

X

Huomataan, ettd diskriminantti on negatiivinen. Néin ollen funktiolla
ei ole nollakohtia. Koska funktion kuvaaja on ylospéin aukeava
paraabeli, jolla ei ole nollakohtia, funktio saa vain positiivisia arvoja.
Funktio ei voi saada negatiivista arvoa —/2 .

Viite on epitosi.
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a) (2x+1)?=25
2x+1=5tai2x+1=-5
2X=4 2X=-6
X=2 X=-3

b) 2x—1)*=(2 —x)?
AP —4X+ 1 =4 —4x+ X
AP —Ax+1-4+4x-X=0

3*-3=0
3x*=3 |:3
x*=1

X=1taix=-1

c) O+ 1) =x-2)
X2+ 1=x -4 +4
XX 2+ 1 +4x3—4=0

6x*—-3=0
6X*=31:6
2_1
=3
x=\/gtai X=— %
\2) \2)
= A __ T L
\/_2 fﬁ
_~N2 __N2
X=7 X=77

d)(X+3P2—(X+2)(x—2)>4
X+6X+9-(X*—4)-4>0
X+6X+9-x*+4-4>0

6X+9>0
6x>-9|:6
_9°

X > 6
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a)x=0jax=2
b) f(x)=—-3, kun x=1jag(x) =2, kun x =0 tai x =2
€)g(X)<0,kun—1<x<3jah(x)<0,kunx<—1taix>3

d) Funktioiden f ja g, koska niiden kuvaajat ovat ylospéin aukeavia
paraabeleja.

e) Funktion h saamista arvoista suurin on 3. Se saadaan muuttujan X
arvolla 2.

) Vakiotermi ilmoittaa y-akselin leikkauskohdan. Funktion g
lausekkeessa vakiotermi on —2.

memMahmndhhmmX:—%hmsK—%)ZQ

4)
u—%)=m+4x—%f+3(—%y4=(a+u@%)—%+1=—la—%— %

8
1 5
___a__
8 8
1 5
—fa-2-0
8
1 5
_fa=21-8
ga=g |l
—a=5
a=-5

Sijoitetaan a = —5 funktion lausekkeeseen.
f)=(5+1)-%x+3x+1=-4%+3x+1

Tutkitaan, milld muuttujan x arvolla funktio saa arvon 1.
4’ +3x+1=1
—4x*+3x=0
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—X(4x*=3)=0
—x=0taid4x* -3=0
X =0 tai X2=3

4
C0taix=.l2 tai __\ﬁ
Xx=0taix= 1 tai X = 1

x:Otaix=gtaix:—£

Funktiolla on nollakohta x = —% , kun a = —5. Funktio saa arvon 1,
muuttujan arvoilla X = —%, x=0jax= %
a) On.

Luku 3—+/2 on luvun 11— 6+/2 nelidjuuri, jos luku 3—+/2 on
positiivinen ja jos luku 3—+/2 korotettuna toiseen potenssiin on

11-6V2.
Luku 3—+/2 =9 -2 on positiivinen.

(3-V2)

=9-2.3-V2+(2)

=9-672+2

=11-632

Niin ollen luku 3—+/2 on luvun 11-6+2 nelidjuuri.

b) Ei ole.

Koska luku 2 —~/5 =+/4 —+/5 on negatiivinen, se ei voi olla minkén
luvun nelidjuuri.
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gx*+3x+q=0
Jos g =0, yhtél6 on ensimmadisen asteen yhtilo ja silld on yksi ratkaisu.

3x=0
x=0

Jos g # 0, yhtdlo on toisen asteen yhtalo.

Toisen asteen yhtélolld on vahintéén yksi ratkaisu, kun diskriminantti on
positiivinen tai nolla.

D=3"-4q9-9=9-4q’

9—-49*>0
Lasketaan nollakohdat.
9-4q9>=0
9=4q"
9
T3 R
9 ) 2 2
q_ 4talq_ 4 /\‘\_
3 igo_ 3
q—ztalq_ 5

Yhtilslld on vihintizn yksi ratkaisu, kun —% <q< % . Kohtaq=0

siséltyy tdhan véliin.
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f(x)* +2f(x) -3 =0

Merkitiin f(x) = z, jolloin saadaan yhtild z> + 2z — 3 = 0.

222 —41(3) _ 22416 _ 214

2-1 2 2
:ﬂzl tai Z=ﬂ=—3

2 2

z

z

f(x) =x*+2x—3 =1 tai f(x) =x* + 2x — 3 = -3.

X2+2x—-3=1

X +2x—4=0

(o 2EN2Z =41 (4 2420 _ 2425
| 2 2

2425 i x=-2_25_

X=-2+7 1++/5 tai x ) 1-/5

tai

X2 +2x—3=-3

X2+ 2x=0
X(x+2)=0
X=0taix+2=0

=2

X=—1-+/5,x=-2,x=0tai x=—1+-/5
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10. Ratkaistaan yhtilo.

x>+ ax=x*+a’x
X}+ax—x*—ax=0
X —x*+(@-a’)x=0
X(x*—x+(@a—a?))=0

Xx=0taix*—x+(@a-a?)=0
_—(-DEN(-1)’-4-1-(a-a")
B 2:1
_1+VJl-4a+4a’

2

:1iJQa—D2

2

X

Diskriminantti (2a — 1)*on positiivinen tai nolla kaikilla a:n arvoilla.
Yhtildlld x> — x + (@ — a*) on yksi tai kaksi ratkaisua. Alkuperiiselld
yhtél6lld on tdmén liséksi ratkaisu X = 0, joten alkuperdiselld yhtélolld on
aina vahintdén kaksi ratkaisua.
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APUVALINEET SALLITTU

11. a) Merkitdén sédettd kirjaimella r.
nr’ =1000 ||:

r2 = 1000

r= 1000 ~17,841~17,84 tai r = ‘/100 (<0)

Séteen tulee olla positiivinen. Sateen pituus on 17,84 metrié.
b) Merkitddn kuution sirmé x:114. Kuution tilavuus on X - X - X = X°.

x> =10
x =310 ~ 2,154

Kuution sérmén pituus on 2,15 cm.
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12.

Toisen asteen polynomifunktion f nollakohdat ovat x =2 ja x = 4.
Funktion lauseke on muotoa f(X) = a(x — 2)(X — 4).
Koska piste (3, 2) on funktion kuvaajalla, tulee olla f(3) = 2.

f3)=aB3-2)3-4)=a-1-(-1)=-a
—a=2]|: (-1)
a=-2

Funktion f lauseke on
f(x) = 2(x — 2)(x — 4) = -2x* + 12x - 16.

Kolmannen asteen polynomifunktion g nollakohdat ovat x =-2, x =2 ja
X = 4. Funktion lauseke on muotoa g(x) = b(X + 2)(X — 2)(X — 4).
Koska piste (0, 3) on funktion kuvaajalla, tulee olla g(0) = 3.

g(0) = b(0 + 2)(0 — 2)(0 — 4) = 16b
16b=31: 16

=3
P~ 16

Funktion g lauseke on:
3

g(X)=E(X+2)(X—2)(X—4)
_3p3_ 3,23
_16X 4x 4x+3.

Funktioiden lausekkeet ovat f(x) = —2x* + 12X — 16 ja
34 3,23
g(x)_16x 4x 4x+3.
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13.

14.

Merkitddn kirjaimella X kysyttyd vuosien maaraa tista hetkestd. Talloin
nuoremman serkun iké on 8 + X ja vanhemman serkun ik& on 21 + X.
Vanhemman serkun ikd on kaksinkertainen nuoremman ikéén verrattuna.
Saadaan yhtalo:

28 +X)=21+x

16 +2x=21+X
2X—x=21-16
X=5

Vanhemman serkun iké on kaksinkertainen nuoremman serkun ikdin
verrattuna viiden vuoden kuluttua.

Kentdn alkuperéinen leveys on X ja pituus on 2X.
Alkuperiinen pinta-ala on X - 2X = 2X%.

Leveys kasvaa 10 m, joten uusi leveys on X + 10.
Pituus kasvaa 10 m, joten uusi pituus on 2x + 10.

Suuremman kentén pinta-ala on (X + 10)(2x + 10).

Suuremman kentén pinta-ala on kaksinkertainen pienemmaén kentén pinta-
alaan verrattuna.

(X +10)2x + 10) =2 - 2x*
2x%+ 10X + 20X + 100 = 4x?
—2x% +30x+100=0 || : (-2)
x2—15x-50=0

_15+5V17
2

X ~17,81 tai x=

—15—3*/ﬁ ~-2,81

Leveyden tulee olla positiivinen.
Pituuson 2 17,8 = 35,6.

Kentén leveys on 18 metrid ja pituus on 36 metrié.
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15. a) Merkitddn vékiluvun vuotuista kasvua kuvaavaa kasvukerrointa

kirjaimella X.

Asukasluku:

1. vuonna 124 000

2. vuonna X - 124 000

3. vuonna x* - 124 000

10. vuonna x'*- 124 000

Saadaan yhtalo:

x'*- 124 000 =137 000 || : 124 000

x'%=1,10484

X =Y1,10484 tai x =—91,10484 <0
X~ 1,01002

Kasvukerroin on 1,01002 eli vuotuinen kasvu on n. 1,0 %.

b) Sarvikuonojen méaird alussa on a.

Merkitdan vuotuista vihenemiskerrointa kirjaimella X.
Sarvikuonojen miira:

1. vuoden kuluttua xa

2. vuoden kuluttua x*a

5. vuoden kuluttua x’a
Sarvikuonojen mééra viheni kolmanneksella, eli sarvikuonoja on %
alkuperdisestd maarasta jaljella.
Saadaan yhtélo
x'a=2a|:a#0
3
X

-

x=0,9221079 = 0,922

52
3

v
W N

Koska viahenemiskerroin on 0,922, kanta viheni vuodessa keskimééarin
1-0,9221079 =0,07789 = 7,8 %.

Kanta pieneni 7,8 prosenttia vuodessa.
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16. 2x* —3x-14<0

Tutkitaan funktion f(x) = 2x* — 3x — 14 merkkia.
Ratkaistaan funktion nollakohdat.

2x* = 3x— 14 =0
_ (D EVB3) -4-2-(-14)

X

2.2
_3+4121
4
_3+11
4
14 1 ... -8
X—4—32 tali X = 1= 2

Funktion f kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli.

Epiyhtild 2x* — 3x — 14 < 0 toteutuu, kun —2 < X <
3,5.

Epédyhtilon toteuttavat positiivisista kokonaisluvuista luvut 1, 2 ja 3.
17. a) Funktiolla on yksi nollakohta, kun ¢ = 20,25. Kun vakio ¢ on suurempi
kuin 20,25, ei nollakohtia ole.

Y

o= 20.25:
‘—‘\5*'—-'—-.'— [ ¥= fix)

¢>20.25
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b)

¥ = flz)

c=0

c) a-kohta:
Tutkitaan toisen asteen yhtélon x* — 9x + ¢ = 0 ratkaisuiden lukuméiria
diskriminantin avulla. Yhtélolld ei ole yhtéén ratkaisua, jos
diskriminantti on negatiivinen.
D=(-9)Y-4-1-¢c<0

81—-4c<0
—4c<-81|:—4
81 _81 _,q1
c> SR —204

Funktiolla f ei ole nollakohtia, kun ¢ > 20%.

b-kohta:
Jos x =0 ja x =9 ovat toisen asteen funktion nollakohdat, ne
toteuttavat toisen asteen yhtdlon f(x) = 0.

Sijoitetaan yhtiloon x* — 9x + ¢ = 0 luku X = 0:

0°-9-0+c=0
c=0
Sijoitetaan X = 9.
”-9-9+¢c=0
c=0.

Funktion f nollakohdat ovat x=0jax=9, kun ¢ =0.
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18.  a) Toisen asteen yhtildlld 3x* — ax — 4a = 0 on tismilleen yksi ratkaisu
silloin, kun diskriminantti on nolla.
D=(-a)’—4-3-(—4a)=a’+48a
a’+48a=0
a@+48)=0
a=0taia+48=0

a=-48

Ratkaistaan yhtilo 3x* — ax — 4a = 0 molemmilla a:n arvoilla.

Kuna=0:
3X-0-x—-4-0=0
=0
x=0
Kun a = —48:

3x2—(—48)x—4 - (—48)=0
3x2+48x+192=0
X=—8.
Kuna=0,x=0jakuna=-48, x=-8.

b) Yhtdlolld on kaksi ratkaisua, kun diskriminantti on positiivinen.
D=a’+48a>0.

Yhtilén a* + 48a = 0 ratkaisut ovat a-kohdan perusteella

a=0jaa=-48. \ /
Lausekkeen kuvaaja on ylospdin aukeava + *
paraabeli. N

Diskriminantti on positiivinen, kun a <—48 tai a > 0.

Tilldin yhtilon 3x* — ax — 4a = 0 ratkaisut ovat

_—Ca)£J(-a)’-43:(42) _at+a'+48a
2-3 6 '

X
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19.

Paraabeli ei kulje suoran alapuolella, jos paraabelin y-koordinaatti on
jokaisessa kohdassa suurempi kuin suoran y koordinaatti samassa
kohdassa.

Modostetaan epayhtilo.
X2 —8x+15>4x-21
x> —12x+36>0

Tutkitaan funktion f(x) = x* — 12X + 36 kulkua.

Lasketaan nollakohdat:
X2 —12x+36=0
X=6

Funktion f kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli, jolla on yksi
nollakohta. Funktion f arvo on aina positiivinen tai nolla, joten epayht&lo
toteutuu kaikilla muuttujan x arvoilla. Paraabeli kulkee kaikkialla suoran
ylapuolella.

Suoralla ja paraabelilla on yhteinen piste, kun yhtdsuuruus toteutuu.
Sijoitetaan X = 6 suoran lausekkeeseeny =4 - 6 —21 =3.
Yhteinen piste on (6, 3).
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20.

Koska polynomi X* + bx + ¢ — 3 on kolmannen asteen polynomi, tulee silli
olla tekijin x* — 1 lisiksi toinen, ensimmiisen asteen tekiji. Koska
kolmannen asteen termin X° kerroin on 1, on toinen tekijd muotoa X + d.

Polynomin lauseke on muotoa
X+dDC-1)=x—x+d—d=x>+dx>*—x—d.

Jotta saatu polynomin lauseke olisi sama kuin X* + bx + ¢ — 3, tulee olla
d=0

b=-1
€ — 3 =—d, josta saadaan sijoittamalla d = 0
c=3

b=-ljac=3
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