Juuri 4 « Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtit Otava e paivitetty 14.12.2016

Kertaus

K1. a) OA=—i+ j+3k

b)B=(3,0,-5)
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K3. a) AB=(6—(-2))i+(2-3)j+(-3—(-T)k =8i— j+4k

|AB| = /8 +(~1)* +4” =64 +1+16 =81 =9

b) AB = (-3~ (-1)i+(-25-11)i=-2i-4]
|AB| = \J(-2)* +(4)" =v/4+16 =+20 =/4-5 =25
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K4. a)

AB = AO + OB
=—-OA+0B
=—(=2i—j)+3i+2]
=2i+]+3i+2]
=5i+3j

b) Pisteen A paikkavektori OA= X, i+ yJ ja pisteen B paikkavektori

@=X2i+ Y2
AB =A0+0B
=-0OA+0OB

= —(x,i+ y_J)+(X27+_yJ)
= (X, = X)i+ (Y, = ¥,)]
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K5. Summa: a+b =(Gi-12))+(-i+7])=5i-i-12j+7j=4i-5]

Erotus: @a—b =(5i—-12j)—(=i+7j)=51-12j+i-7j=6i—19]
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K6. a) Vektorit a ja b ovat yhdensuuntaiset, jos on olemassa luku t, siten,
ettd a=tb.
a=tb
12i -8+ 5k =t(=6i +4j —3k)
12i —8j + 5k = —6ti + 4t j — 3tk

Vektoreiden komponentteihin jaon yksikésitteisyyden perusteella
saadaan yhtéloryhmd, josta ratkaistaan t.

12 =—6t ||:(—6)
—8=4t |:4
5=-3t [|:(-3)
t=-2

t=-2

__5

t= 3

Ei ole olemassa sellaista vakiota t, ettd a =tb . Vektorit a ja b eivit
ole yhdensuuntaiset.
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b) Vektorit a ja b ovat yhdensuuntaiset, jos on olemassa luku t, siten,
ettd a=tb .
a=tb
ri+8j=t(-2i—5j)
ri+8j=-2ti—5tj

Vektoreiden komponentteihin jaon yksikésitteisyyden perusteella
saadaan yhtéloryhmad, josta ratkaistaan r.

r=-2t
8=-5t

Alemmasta yhtélostd saadaan t = —% .

Sijoitetaan tdmé ylempéain yhtaloon.

8\ _16
r=-2.(-8)=1
-5)-5

Vektorit a ja b ovat vastakkaissuuntaiset, koska kerroin t = —% on

negatiivinen.
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K7.

Merkitddn pistettd, johon paddytdin, kirjaimella A. Muodostetaan pisteen
A paikkavektori OA.

Pisteen P paikkavektori on OP =21 +07 +3k =-27 +3K.

Kun pisteesti P edetédédn 6 yksikkod vektorin U suuntaan, edetédédn 6
vektorin U yksikkdvektoria, eli 6T°.

Madritetdén vektorin U yksikkovektori.

u| =4 +(-1)’ +8 =9

0y _ 4i— j+8k _45 17 8¢

U=t gl gl Tk

Kun edetéén 25 yksikkod vektorille V vastakkaiseen suuntaan, edetdén 25

- e . . . —0
vektorin V yksikkdvektorin vastavektoria, eli —25v .

Madritetdén vektorin V yksikkovektori.

V=(-14) +(-2)’ +5* =15

—o_i_—l4i—2j+5k _&'__ 5
Ve TS “T15 150 k

Muodostetaan pisteen A paikkavektori.

OA=OP+6-u —25-V
=—2i+3E+6(gi—l]+§k) 25(_&;_;—+lig)

15 15
=—2|+3k+—| j+—k+—|+ j 25k
9 3
— i+ 8 7_0‘__‘ 10
=i+ 3|+3| j+ j+3k+ 6 k
—24I+3j

Paidytién pisteeseen (24,%, 0).
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K8.  Jaetaan vektori w komponentteihin, W= SU +tv.

W=su+ty
—i+5j=s(i+j)+t(i—))
—i+5)=si+sj+ti—t]j
—i45)=(s+t)i+(s—1t)]
Vektoreiden komponentteihin jaon yksikésitteisyyden perusteella saadaan
yhtélépari, josta ratkaistaan S ja t.

s+t=-1

s—t=5

2 =4]:2
s=2

Sijoitetaan S = 2 ylemp&an yhtdloon s + t=—1.

2+t=-1
t=-3

w=2u-3v

Piirretddn kuva.

5A3'

w
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K9. a)a=2i-5j+3kjab=—i—j+4k
Lasketaan pistetulo a-b.
a-b=2-(=1)+(-5)-(-1)+3-4=-2+5+12=15
b) a=—2j+k jab=3i+]j

a-b=0-3+(=2)-1+1-0=-2

K10. Vektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, jos niiden pistetulo on 0.

Lasketaan vektorien @ ja b pistetulo.
a-b=6-2+2-0-1-12=12-12=0

Pistetulo on 0, joten vektorit @ ja b ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.
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K11. Piirretddn kuva.

Kulma A on kolmion sivuvektoreiden AB ja AC vilinen kulma ja kulma
C vektoreiden CA ja CB vilinen kulma.
Madritetddn kolmion sivuvektorit AB ja AC sekii CA ja CB.

AB=(6~-(-1)i+(-1-(-2)j=7i+]
AC =(2—(-1)i+(1-(-2))j=3i+3]
CA=-AC=-3i-3j
CB=(6-2)i+(-1-1)j=4i-2]j

Maidritetddn kulma A.

cosAo PB-AC _  7-3+13 24
|AB||AC| V721 437437 50418

<A=36,86...°

<A~36,9°

Madritetddn kulma C.

cosC:C__A'@ = —3:4-3-(=2) .
CACB|  (=3) +(=3) -# +(-2) 18-v20
xC =108,43...°

<C =108,4°

Kolmion kulmien summa on 180°. Maéritetdan kulma B.
<B =180°—-36,86...°—108,43...°=34,69...° = 34,7°

<A =36,9° «B =34,7°ja «C = 108,4°
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K12.

Vektoreiden vilinen kulma on suora, jos niiden pistetulo on 0.

Lasketaan pistetulo u-v.
U-v=r-12+(=2)-(-4)=12r +8

Ratkaistaan r, kun pistetulo on 0.

12r +8=0

12r =—8
_=8__2
=1 =73

Piirretdsin vektorit U = —%i_ -27 jav=12i —47,

ja mitataan niiden vélinen kulma.
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X+y+z=2
2X—y+z=17
X+y—z=-4

Ratkaistaan X kahdesta viimeisestd yhtalosta.

Fx—y+z=7
+
X+y—-z=-4
3X =33
x=1

Sijoitetaan X = 1 kahteen ylempaéan yhtdloon ja ratkaistaan z.

l+y+z=2

{2—y+z:7

3 +2z=9
22=6|:2
z=3

Sijoitetaan z = 3 yhtdloon 1 +y + z = 2 ja ratkaistaan y.

1+y+3=2
y=-2

x=1,y=-2jaz=3
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b)
X—y+2z=2
{x—y+4z=3
3IX+y—-6z=4

Vihennetdén kaksi ylintd yht4l64 toisistaan ja ratkaistaan z.

_x=y+2z=2
X—-y+4z=3
-272=-1[:(-2)
1

ZZE

1

5 kahteen alimpaan yhtél66n ja ratkaistaan X.

Sijoitetaan z =

VI
X y+42 3

1 _
3X+y-6 2_4

N X—y+2=3
3IX+y-3=4
4x  -1=7

4x=8 ||:4
X=2

Sijoitetaan z = % ja x =2 yhtdloon x —y + 2z = 2 ja ratkaistaan Y.

1
— + - —_ =
2-y+2 3 2
y==1: ()
y=1
x=2y=1jaz=l
’ 2
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a)
3r+1=5
6r-2=06
3+43r=-1
Ratkaistaan r kaikista yhtéloista.
3r=4 |13 [r=%
or=8 |6=>qr==2=%
Yhtélollé ei ole ratkaisua.
b)

t—-r+1=2
3t—4r=1
2t+3r=12

Ratkaistaan t ja ylimmaésté yhtilostd ja sijoitetaan keskimmaéiseen.
t=1+r

3(1+r—4r=1

3+3r—4r=1
T==2:(-1)

r=2

Talldint=1+2=3.
Sijoitetaan r = 2 ja t = 3 alimpaan yht&loon 2t + 3r = 12.
2:3+3-2=6+6=12

Luvut r = 2 ja t = 3 toteuttavat myds alimman yhtélon, joten ne ovat
yhtdléryhmaén ratkaisu.
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K15.
X+3y+z=5
X=2y+2z=7
Ratkaistaan ylimmastd yhtalosta X.
X=-3y—z+5

Sijoitetaan tima alempaan yhtaldon.

(3y—-z+5)-2y+2z=7
—Sy+z=2

Téstd on helpointa ratkaista z.
z=5y+2
Sijoitetaan saatu z aiemmin saatuun X:n yhtdloon.
X=-3y—(5y+2)+5
X=-3y-5y-2+5
X=-8y+3
Yhtélon ratkaisu on esimerkiksi
X=-8y+3
z2=5y+2

yeR.
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K16.

K17.

Yhden litran purkkeja on X kpl, kolmen litran y kpl ja kymmenen litran
Z kpl.

Kirjoitetaan yhtélot, kun tunnetaan maalin yhteismééra, kokonaishinta ja

purkkien lukumaiéra.

8X+19y+49z =377
X+y+2z=18

{x+3y+102 =65
Ratkaistaan yhtdloryhma symbolisen laskennan ohjelmalla.

Xx=5y=10jaz=3

Yhden litran purkkeja on 5 kpl, kolmen litran 10 kpl ja
kymmenen litran 3 kpl.

a) AB=(15-13)i+(7—6)j+(-5—(—4)k =2i+ j—k

Muodostetaan suoran vektorimuotoinen yhtalg,
eli suoran pisteen P = (X, Y, z) paikkavektori.

OP=0A+tAB
Xi+yj+zk=13i+6] -4k +t(2i+ j—k)
Xi+yj+zk=(13+20)i+(6+t)]j—(4+1)k
Muodostetaan suoran parametrimuotoinen yhtalo.

X=13+2t
y=6+t ,missite R

z=—4-t
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b) Piste on suoralla, jos se toteuttaa suoran yhtélén. Sijoitetaan pisteen
(3, 1, 1) koordinaatit suoran yhtaléon.

3=13+2t
I=6+t

1=—4-t
Ratkaistaan kaikista t.
—-10=2t ||:2
5=t
5=t [|:(-1)

t=-5
t=-5
t=-5

Kaikista yhtiloisté ratkaistu t on sama, joten piste (3, 1, 1) on suoralla.
K18. Muodostetaan tason yhtilé normaalivektorin ja pisteen P avulla.
2(x-7)+3(y-0)—-5z-(2))=0
-2X+3y—52+14-10=0
—2X+3y—52+4=0

Piste on tasossa, jos se toteuttaa tason yhtalon.
Sijoitetaan pisteen (12, 5, 3) koordinaatit tason yht&loon.

—2-12+3-5-5-34+4=-24+15-15+4=-20

Koska tulos ei ole 0, piste ei toteuta tason yhtdlod, eiké siis ole tasossa.
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K19. a) Muodostetaan pisteen P kautta kulkevan suoran parametrimuotoinen
yhtdlo.

X=-1+2t
y=2-5t (teR)
7=T+6t

yz-tason pisteiden X-koordinaatti on 0.

Pisteen P kautta kulkeva suora leikkaa yz-tason pisteessé, jonka X-
koordinaatti on 0.

Saadaanx=—l+2t=0,jostat=%.
1 1

=2-5t=2-5-=-=—=

y 2772

2=7+6t=7+6:2=7+3=10

yz-tason leikkauspiste on (0, — 1 10).

Ea
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b) Muodostetaan pisteiden A ja B kautta kulkevan suoran yhtalo.
Suoran suuntavektori on AB.
AB=(1-2)i+(-7—(-9)j+(-3-2)k =—i+2j -5k
Pisteiden A ja B kautta kulkevan suoran yhtilo on:

X=2-5
y=-9+2s
z=2-5s.

Ratkaistaan, leikkaavatko suorat.

—1+2t=2-5
2-5t=-9+2s
7+6t=2-5s

s=—7jat=5

Koska 16ytyi sellaiset S ja t, ettd kaikki yhtdlot toteutuvat, suorat
leikkaavat toisensa. Lasketaan suorien leikkauspiste.

Sijoitetaan S = —7 suoran AB yht&lo6n.

y=-9+2-(-7)=-9-14=-23

X=2-(-7)=2+7=9
2=2-5-(-7)=2+35=37

Leikkauspiste on (9, =23, 37).
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K20. Muodostetaan pisteiden A ja B kautta kulkevan suoran
parametrimuotoinen yhtélo. Suoran suuntavektori on AB.

AB=(8=7)i+(-12=(=10)j+ (-4 —(=3)k=i—-2j—k

Suoran AB yht&ld on:

X=7+t
y=-10-2t (teR)
z=-3-t

Madritetddn suoran AB ja tason 2X — y + z — 3 = 0 leikkauspiste.

27+t —(-10-2t)+ (-3-1)-3=0
14+2t+10+2t-3-t-3=0
3t=-18 ||:3
t=-6

Sijoitetaan t = —6 suoran yht&loon.
X=7-6=1
y=-10-2-(-6)=-10+12=2
z=-3-(-6)=-3+9=3

Leikkauspiste on (1, 2, 3).

Tason 2X —y + z — 3 = 0 normaalivektori on n=2i- ] +k.

Lasketaan suoran AB suuntavektorin ja tason normaalivektorin vilinen

kulma «.
cosa:A__B'Ez 1-:2+(=2)- (=) +(=1)-1 _ 3 1
(MBI 1P+ (27 + (1) 224 ()P 1P V66 2

a =60°

Suoran ja tason vilinen kulma on 90°— 60° = 30°,
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Kokoavia tehtavia

ILMAN TEKNISIA APUVALINEITA

1.

a) Piste C. xy-tasossa pisteen z-koordinaatti on 0.

b) AB=(11-(=5))i +(-3-2)j +(5-T)k =16i —-5j -2k
BC=(2-11)i +(3=(=3))] +(0—5)k =—97 +6j — 5k
CA=(-5-2)i +(2-3)j +(7-0)k ==7i —j + 7k

¢) AB+BC+CA=AC+CA=AA=0

Nelikulmio on suunnikas, jos sen vastakkaiset sivut ovat yhta pitkit ja
yhden suuntaiset. Pita4 siis osoittaa, ettd AB=DC ja AD = BC.

AB =(20-5)i +(5—(=5))] =157 +107
DC =(10—(=5))i +(10—0)] =157 +10;

AD =(-5-5)i +(0—(-5))] =—107 +57
BC=(10-20)7 +(10-5)7 =—107 +57

Koska 4B =DC ja AD = BC , nelikulmio on suunnikas.
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Madritetidédn pisteen P koordinaatit paikkavektorin avulla.

OP =04+ AP

[\
S|
=

Koska AP : PB=2:3,0on E’zg

AB=(4-2)i +(3=(=1))j +(6-3)k =27 +4] +3k

OP =04+ AP
=@+%E
=27—7+31€+%(27+47+31€)
o a4 8= 67
=2i ]+3k+51+5]+5k
1547+2]+211?

- 4321\_(,43 41
PlstePon(5 5 5)—(25,5,45).
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a) tasakylkinen ja suorakulmainen
Kolmion kaksi sivua ovat yhté pitkét ja kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Qf

b) suorakulmainen

Kéénteinen Pythagoraan lause toteutuu kolmion sivujen pituuksille.

>
<

Q

<l

¢) tasasivuinen

Kolmion kolmas sivu on vektori @ —b . Kolmion kaikki kolme sivua
ovat yhtd pitkia.

d) tylppékulmainen

Jos vektoreiden pistetulo on negatiivinen, vektoreiden vélinen kulma
on tylppé.

<
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Vektori @ on yhdensuuntainen vektorin 7 kanssa, joten @ =ti jollakin
tn arvolla.

a+b=3i +2j

1i+b=30+2]
b=37+2j—ti
b=03-0)i+2j

Vektoreiden @ ja b pistetulo on nolla. Ratkaistaan .

a-b=2
1(3-1)+0-2=2
3t—17=2
> +3t-2=0
;o394 (=D (2) _ 341
2-(-1) -2
(=2=1 tai 1="3=2

a=1jab=03-1)i +2j=2i +2]
tai

a=2i jab=03-2)i +2j=1+2]
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Piirretddn kuva. Merkitdén siteiden leikkauspiste P.

by = .’
N2
25 N
//\
\
20 ,/ \
\
// \
7 N\
15 - \
7
10 e \
// \B
2 \
5 / \
\
A
Jod hR
“ {0 5 10 15 20 25 30 35 40 45\

Muodostetaan pisteen P paikkavektori kahdella eri tavalla: pisteen 4
kautta ja pisteen B kautta.

OP=0A+1(47 +37) =27 +3] +1(47 +37)=(2+40)i +(3+30)]
OP=0B + (=27 +37) =407 +97 + (=27 +37)=(40-25)7 +(9+3s)]

(2+41)i +(3+3t)j =(40—-25)i +(9+3s)/

Saadaan yhtélopari, josta ratkaistaan ¢.

2+4t=40-2s
3+3t=9+3s
4t +2s=38 ||:2
3t—3s=6 |:3
N 2t+s5=19
t—s=2
3t =21|:3
t=17

OP=(2+4t)i +(3+31)] =(2+4-7)i +(3+3-7)] =307 +24;
Piste P on (30, 24).

Sateet kohtaavat korkeudella 24 m.
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Piirretddn kuva.

A a B
Koska nelikulmio on suunnikas DC = AB=a ja BC=AD=b.
Kirjoitetaan vektori AF kahdella eri tavalla.

F=zE=z(E+E)=z(E+%D_C)=t(E+%5)=%za+t5

F:E+ﬁzﬂ+sﬁzﬂ+s(ﬁ+ﬂ))=E+s(—5+b)
=(-s)a+sb

Saadaan yhtélopari, josta ratkaistaan ¢.

%tzl—s
t=s

3,-1-
Si=1-t
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Piirretddn kuva.

,B\4Av

Piste P on janalla BC, joten BP =tBC Halutaan tietd, mik 7 on.

BA=(1—-(-1))i +(2-4)j =2i -2
BC=(5-(-1)i +(2—4)j =6i =2

Kirjoitetaan vektori BP kahdella eri tavalla.

BP=(BC=1(6i —27)=6fi —2ij

BP=BA+s(2i +j)=20 =27 +s(2i + /) =(2+25)i +(=2+5)]

Saadaan yhtélopari, josta ratkaistaan ¢.
6t=2+12s
2t=-2+5s ||(-2)

6t=2+2s
Af=d—2s
10:=6 |10
_6_3
'=10"5%

BP = %R’ , joten piste P jakaa janan BC suhteessa 3 : 2.

Ratkaistaan pisteen P koordinaatit paikkavektorin avulla.

o_p:£+ﬁ>:_7+47+§(67_27):_7+47+1_87_§7:ﬁﬁﬁ;

5

; 13 14)_ (53 ,4
PlstePon(S,S) (5,25).

5

5

5
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a) Vektorit # ja v ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa, jos pistetulo # - v
on 0.

u-v
5

p— 0

—_—

1 p+1:(=3)+(-2)-6=p-3-12=p-15
1

p=15

b) Vektorit # ja v ovat yhdensuuntaiset, jos on olemassa luku ¢ siten, ettd
V=tu.

V=t
pi =3 +6k =t(i +j —2k)
pi —3j +6k =ti +1j —2tk)

Saadaan yhtdloryhmad, josta ratkaistaan p.

t=p
t=-3
~2t=6

Kun ¢ =—-3 on myo6s p = —3. Télldin myds yhtdlo —2¢ = 6 toteutuu.

p=-3
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10.

Kolmion OA4B kolmas sivuvektori on

AB=AO+OB=-0A+OB=—-a+b.

Kolmio on tasakylkinen, jos \&\ = ‘@‘ tai \&\ = ‘E‘ tai ‘ﬁ‘ = ‘E‘ .
Lasketaan ‘E‘ .
RER
@ +b| =(-a+b)-(-a+b)
=—a-(-a+b)+b-(-a+b)
a-b +b-b

—a-a-a-b-a-b
=a-a-2a-b+b-b
=2a-b-2a-b+b-b
=b-b

=[6[

On siis voimassa ‘E‘z = ‘ﬁ‘z joten my0s ‘E‘ = ‘ﬁ‘

Kolmion OA4B sivut OB ja AB ovat yhti pitkét, joten kolmio on
tasakylkinen.
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APUVALINEET SALLITTU

11.  a)
10‘3’ =
X
-5 5 10 15 \ 20 25
-5
-10
-15
-20
-25
-30
©

Kolmio on suorakulmainen, jos sen joidenkin sivuvektorien pistetulo
on 0. Kuvan perusteella vektorit B4 ja BC néyttéisivit olevan
kohtisuorassa.

BA=(15-(=5))i +(10—=5)] =207 +5;
BC =(25-15)i +(-30-10)7 =107 —407

BA-BC =20-10+5-(—40)=200—200=0
Kolmio on suorakulmainen.

b) Kolmion kolmas sivuvektori on
a-b=10i +187 — (707 +77)=—607 +11;.
Lasketaan kolmannen sivun pituus.

|@—b|=+(-60)" +11° =61
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12. a) Piirretddn kuva. Merkitadn lavistdjien leikkauspiste P.

C = (-2, 6) ja lavistdjien vilinen kulma on 34,5°,

b) Koska ABCD on suunnikas, sen vastakkaiset sivut ovat yhtd pitkit ja
yhdensuuntaiset. Talléin DC = 4B .

Ratkaistaan piste C paikkavektorin avulla.
OC=0D+DC=0A+AD+ AB=2i —7i +5j +3i +j =-2i +6j

Piste C on (-2, 6).

Lavistdjien viélinen kulma on vektorien PA ja PB vilinen kulma.

Suunnikkaan lavistijét puolittavat toisensa, joten

ﬂ:%@:%((z—(—z))ﬁ(ow)j) =27 -37 .

?:%ﬁ:%(ﬁ+ﬁ):%(—@+ﬁ)
=%(7?-57+37+7)=57_27
cos(PA,PB) = LA PB _ 2-5+(3)-(=2) _ 16

[PA[PB| 22 +(-3) -J5 + (=2 377
«(PA,PB)=34,50...° ~34,5°
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Mediaanien leikkauspiste on (1, —1) ja kulma 4 on 36,9°.

b) Merkitddn mediaanien leikkauspiste P. Ja sivun BC keskipiste D.

_(3+1 —1+1) _
D‘( 2 2 ) (2,0)

Mediaanilauseen perusteella piste P jakaa mediaanin suhteessa 2 : 1
kiirjestd lukien. Tillsin AP = %E.

AD = (2 (=1)7 +(0—(=3))j =37 +3]

Madéritetdaan piste P paikkavektorin avulla.

o_p=a+ﬁ=a+§ﬂ)=—7—37+§(3?+37)=7—7

Piste P on (1, —1).
Kulma 4 on vektorien AB ja AC vilinen kulma.

AB = (3~ (~1)7 +(~1-(-3))] =47 +27
AC = (1= ()7 +(1-(-3))] =27 +47

cos(E,E):AB'AC— 4.24+2-4 _16

4B ac] V& 27 224t 20
<(AB, AC)=36,86...° ~36,9°
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14.

a) Pisteen Q etdisyys pisteestd P on vektorin P_Q pituus.

PO=(1-7)i +(0—4)] +(-4—-3)k =4i -4 -7k
|PO| =4 +(4)* + (-7 =16+16+49 =9

b) Etdisyys xy-tasosta on pisteen p z-koordinaatti 3.

¢) Etdisyys x-akselista on pisteen P ja pisteen (7, 0, 0) etiisyys.
V4 +3 =25 =5

d) Tason ja pisteen P etdisyys on tasolla olevan projektiopisteen P’ ja
pisteen P etiisyys. Projektiopiste on pisteen P kautta kulkevan tason
normaalin ja tason leikkauspiste.

Tason normaali on vektorin 2i —3; + 6k suuntainen.

Normaalin yhtél6 on

x=T7+2¢
y=4-3t(teR)
z=3+6t.
Ratkaistaan tason ja normaalin leikkauspiste.
2(7+26)-3(4—-3H)+6(3+61)+127=0
49t =-147
t=-3
x=7-6=1,y=4+9=13jaz=3-18=-15
Leikkauspiste on P’ = (1, 13, —15).

PP'=(1-7)i +(13-4)] +(-15-3)] =—67 +9/ —18k
[PP=\(=6) +9° +(-18)" =21
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15. a)

Jana

® f=12.21

Piste

® A=(4,0,-3)
®B=(5-25)

® c=(05,-1,1)

® D=(0,0,1.81)
Taso

@ a:9x-2y+82=145

Tason yhtdld on 9x — 2y + 8z — 14,5 = 0 ja leikkauspiste (0; 0; 1,8).

2 27 2 2
Vektori AB on tason normaalivektori.

b) Janan 4B keskipiste on C = (_4+ 50-2 3+ 5) = (l,—l,l).

AB=(5—(-4) +(-2-0)] +(5—(-3)k =97 -2 +8k
Muodostetaan tason yhtalo.

(=52 (1) +8G=D=0

9x—4%—2y—2+8z—8=0

9x—2y+82—14%=0

z-akselin leikkauspisteessd x = 0 ja y = 0.

9-0—2-0+82—14%=0

14l

82—142

Z=£=l§
16 16

Leikkauspiste on (O, 0, 1%)
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16.

17.

W=ra+sh+itc
7 =3k =r(i —j+2k)+sQ2i +j+k)+t(i —k)
77 -3k =(r+2s+1)i +(-r+s)j+Qr+s—0k

Saadaan yhtdloryhmad, josta ratkaistaan r, s ja .

r+2s+t=0
—-r+s=-7
2r+s—t=-3

r=3,s=—4jat=5
w=3a—4b +5¢

Opiskelija sijoittaa osakkeisiin x €, joukkovelkakirjoihin y € ja korkotilille
z €.

Tehtdvanannon perusteella saadaan seuraavat yhtilot, joista ratkaistaan x,
yjaz.

x+y+z=20000
z=x+y+1000
0,07x+ 0,035y + 0,02z =800
x=7357,142...,y=2142,857... jaz= 10500

Opiskelija sijoittaa osakkeisiin 7357 €, joukkovelkakirjoihin 2143 € ja
korkotilille 10 500 €.
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Sarmid on suorakulmainen, jos sen sivusdrmét ovat kohtisuorassa toisiaan

vastaan. Vektorit @, b ja ¢ ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan jos
niiden pistetulo on 0.

b =2x-1+43
=4-y+z

=-2x+y+3z

2x+2=0
-y+z-4=0

—2x+y+3z=0

o ¥

S ]l ]l
gl

Ratkaistaan x, y ja z.

x=—1,y=—%jaz=l

Lasketaan sarmion sarmien pituudet.

|a| =2 +(-1)* +1* =/6

b=—i+j+3k
b] =(=1) + 17 +3* =11
E=—27—%7+%1?

=27 + (- Ly Ly = Y86

v =[al-b] el =6 -vIT- Y90 _33.
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19.

Pitdd esittdd a =u + V.
Koska i || b, on it =tb.
Koska v L b on v-b =0.

a=u+v,joten v=a-—u.

v-b=(a-u)-b=(@-th)-b=a-b—th-b
=4.2-5-1+3-(2)—1(2-2+1-1-2-(-2))

=-3-9¢
—3-9t=0

=9t=31:(-9)

-1

=73
g=_lp-_1 --2 Tol7,2F
U= 3 (21+] 2k) l 3]+3k
= = = _ A7 _&7F _ _gT_l_. 2_
v=a-u=4i -5j+3k—( 3 3]+3k)
42742740218
—431 43]+23k
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20.

Taso leikkaa xy-tason pitkin suoraa —2i + j + (i +2). Suoran yhtilostd
voidaan péétell4, ettd piste (—2, 1, 0) on suoralla ja suoran suuntavektori
ons=i+2j.

Tason normaalivektori on 77 = ai +bj +ck.

Tason normaalivektori on kohtisuorassa vektoria s vastaan, joten
n-s=0.

Pisteet (=2, 1, 0) ja (=7, —3, 2) sijaitsevat molemmat tasossa. Ndiden
pisteiden vélinen vektori @ on my0s kohtisuorassa vektoria 7 vastaan ja
a-n=0.

a=(-7-(2))i +(=3-1)j+(2-0)k =—5i —4] +2k

Saadaan yhtélopari.

n-s=a-1+b-2+c¢-0=0
n-a=a-(-5)+b-(—4)+c-2=0

a=-2b
b=b
c=-3b

Erids yhtdloryhmaén toteuttava ratkaisu on ¢ = -2, b =1 ja ¢ = =3, jolloin
n=-2i+j-3k.

Tason yhtdlo on —2x + y —3z + d = 0. Koska piste (—7, —3, 2) on tasossa,
piste toteuttaa tason yhtalon.

2 (-7)=3-3-(2)+d=0
14-3-6+d=0
d=-5

Tason yhtdlo on —2x+y —3z—5=0.
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