Huippu Kertaus ¢ Tehtdvien ratkaisut ¢ Kustannusosakeyhti6 Otava e paivitetty 23.7.2018

1 PERUSLASKUTAITOJA

1A. a)4-—-5-3=4-15=-11
Vastaus: —11
b) 2-(-6+5)=-2-(-1)=2

Vastaus: 2

0) %—10-2:4—20:—16

Vastaus: —16
d) 8+2-3-28:4=8+6—-7=17

Vastaus: 7
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3A.  a) Muunnetaan prosenttiluvut desimaaliluvuiksi.
24 % = 0,24
6 % = 0,06
137 % =1,37
Vastaus: 0,24; 0,06 ja 1,37

b) Muunnetaan prosenttiluvut murtoluvuiksi.

o= LT
17A)_IOO
0o 1503
75A)_IOO 4
o, - 564 _14
56A)_IOO 25
17 3 .14
Vastaus: 100°4 ja 5

¢) Muunnetaan murtoluvut prosenttiluvuiksi.

90 _909
100~ 0"

3 -0.6=60%
5
31,5=150%
2 b

Vastaus: 90 %, 60 % ja 150 %
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4A.

5A.

Koska (2%)* = 22-% = 2%, niin lausekkeet A ja II kuuluvat yhteen.
Koska 2% - 2* = 22%3 = 25 niin lausekkeet B ja IV kuuluvat yhteen.

Koska (2 - 3)* = 6* = 36, niin lausekkeet C ja III kuuluvat yhteen.

2 2
Koska (2) 2 4

3) "3 niin lausekkeet D ja V kuuluvat yhteen.
3
Koska % =27 =2"=2, niin lausekkeet E ja I kuuluvat yhteen.

Vastaus: A: I, B: IV, C: I, D: Vja E: I
a) 1°-9'=1-9=9

Vastaus: 9

b) =32+ (-5 +(-2)’=-9+25-8=8

Vastaus: 8
c) 04—40+4*2:0—1+i2:—1+i:—1—5
4 16 16
15
Vastaus: 16

d) 53 50 5—2 53+0 2 _ 51 5

Vastaus: 5
33 . 34 33+4 37 5

e) —35 :3—523—5237 > =32 =9
Vastaus: 9

D DT =D =EDt=1

Vastaus: 1
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6A.

TA.

a) Sievennetddn lauseke.

1.1 .1 Y1 71,1 4,21 7
2 T T 2T 4TeTRTRTETS
1
Vastaus.8
2
b) Lasketaan lausekkeen *— %); +1 arvo, kun x = 3.
32—2‘3+1=9—6+1=i=2
3-1 2 2
Vastaus: 2

Koska porkkanan massa on noin 50 grammaa = 0,05 kg = 5 - 10 kg, niin
A ja IV kuuluvat yhteen.

Koska hiuksen kasvunopeus on noin

1 cm/kk = 10 mmy/kk = % mm/paivi ~ 0,3 mm/péivi,

niin B ja I kuuluvat yhteen.

Koska Suomen valtion vuositulot ovat noin
50 miljardia euroa = 50 000 000 000 € =5 - 10'° €, niin C ja V kuuluvat
yhteen.

Koska henkildn sydin lyd 60 kertaa minuutissa, on lyontejd 18 vuoden
aikana noin 60 - 60 - 24 - 365 - 18 = 567 648 000 = 6 - 10*. Niin ollen D ja
II kuuluvat yhteen.

Koska dgmpdrillinen vettd on noin 10 litraa = 10 000 ml

=1-10* ml, niin E ja III kuuluvat yhteen.

Vastaus: A: IV, B: [, C: V, D: Il jaE: III
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8A.  a) Minuutissa on 60 sekuntia, joten 37 min =37 - 60 s = 2220 s.

Vastaus: 2220 s

b) Tunnissa on 60 minuuttia, joten 37 min = 2—3 h.

.37
Vastaus: 0 h

¢) Vuorokaudessa on 24 tuntia, joten b-kohdan perusteella
37,37 1 43T
37 min =16 h="%50"24 9= 1440 ¢

37d

Vastaus: 1440
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9A.  a) Laskussa on tehty laskujirjestysvirhe. Kertolasku suoritetaan ennen
yhteenlaskua.

3+5:2=3+10=13
Vastaus: 13

b) Jakolaskussa jaettava on kerrottava jakajan kadnteisluvulla. Laskussa
on jakaja kerrottu jaettavan kainteisluvulla.

12

_43_12_6
72 7

4.2
7°3 1

6
Vastaus: 7

¢) Negatiivinen potenssi 42 tarkoittaa luvun 4? kiisinteislukua.

- 1 1

47 =~ =—

4* 16
Vastaus: %

d) Supistaessa murtoluvun osoittaja ja nimittdjd jactaan samalla luvulla.
Téssd tehtévissd osoittajilla ja nimittéjilla ei ole yhteisid tekijoitd, joilla
voisi supistaa, joten suoritetaan murtolukujen kertolasku kertomalla
osoittajat keskendin ja nimittdjit keskendan.

_27

2.3
16 2 3

Vastaus: 27

32
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10A.

11A.

a) Lasketaan 42 prosenttia 34,50 eurosta prosenttikertoimen 42 % = 0,42
avulla.
0,42-3450€=14,49 €

Vastaus: 14,49 euroa

b) Lasketaan 7 prosenttia 1500,23 eurosta prosenttikertoimen 7 % = 0,07
avulla.
0,07 - 1500,23 € =105,0161 €= 105,02 €

Vastaus: 105,02 euroa

c¢) Lasketaan 0,23 prosenttia 58,90 eurosta prosenttikertoimen
0,23 % = 0,0023 avulla.
0,0023 - 58,90 € =0,135... €=0,14 €

Vastaus: 0,14 euroa

d) Lasketaan 130 prosenttia 8,00 eurosta prosenttikertoimen 130 % = 1,3
avulla.
1,3 8,00 €=10,40 €

Vastaus: 10,40 euroa

a) Suolapitoisuus on suolan massan ja koko meetvurstin massan
osamaara.

9 ~3.69
555 =0.036=3,6%

Vastaus: 3,6 %

1300000
5500000

Suomen asukasluvusta. Virossa oli siis
100 % — 23,623... % =76,363... % = 76 % vihemmin asukkaita kuin
Suomessa.

b) Koska =0,23623..., niin Viron asukasluku oli 23,623... %

Vastaus: 76 %
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12A.

13A.

14A.

Sievennetidn lauseke.
x(4x—2)—3x(x—1)—x
=x-4x+x-(-2)-3x-x—3x-(-1)—x
=4x* = 2x—3x*+3x—x

Lasketaan lausekkeen arvo, kun x = —1.
(-1 =1

Vastaus: 1

a) Sievennetddn lauseke.
5 — (2a)Y =5a*—2*a* =54 — 4a* = &’
Vastaus: a’

b) Sievennetdin lauseke.
$+x) - (@ +x)=5+x" -4 —x=-3x-x+5

Lasketaan sievennetyn lausekkeen arvo, kun x = —2.
3 (2~ (2)+5=-3-4+2+5=-5

Vastaus: —5

Muodostetaan polynomien —x* + 2x ja 2x* — 3x + 1 summa.
(P +20)+ 2 =3x+ )=+ 2+ 2% —3x+1=x*—x+1

Muodostetaan polynomien —x* + 2x ja 2x* — 3x + 1 tulo.

(—x* +2x)(2x* = 3x+ 1)

=27 —x (3x)—x 1+ 2x - 2+ 2x - (3x) +2x - 1
=—2x*+3x° — X2+ 4x* — 6x% + 2x

=-2x*+ 7% — Tx* + 2x

Vastaus: x* —x + 1 ja—2x*+ 7x* — 7x* + 2x
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15A.

16A.

Jos luku b on 50 % suurempi kuin luku a, niin luku b on
100 % + 50 % = 150 % luvusta a. Siis b = 1,54, joten viite A ja kaava 3
liittyvét toisiinsa.

Jos luku a on neljdsosa luvusta b, niin luku b on nelinkertainen lukuun a
ndhden. Siis b = 4a, joten viite B ja kaava 5 liittyvit toisiinsa.

Jos luku b on puolet luvusta a, niin b= %a =0,5a. Viite C ja kaava 2
liittyvét siis toisiinsa.
Jos luku b on 25 % suurempi kuin luku a, niin luku b on
(25
100 % +25 % = 125 % luvusta . Siis 5=1,25a =12 4 =24 joten

100 4
véite D ja kaava 6 liittyvét toisiinsa.

Jos luku b on kaksinkertainen lukuun a verrattuna, niin b = 2a. Viite E ja
kaava 1 liittyvit siis toisiinsa.

Jos luku a on nelinkertainen lukuun b verrattuna, niin luku » on neljdsosa
luvusta a. Siis b = %a, joten viite F ja kaava 4 liittyvit toisiinsa.

Vastaus:

Sanallinenmuoto | A | B| C | D | E | F

Kaavan numero 315126114
9) 7)
5 76_45 42 _3 5 6
= a) gz ten = >~
77 9763 63 63 % Joten 7>5

5
Vastaus: =
astaus 7
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VAHVISTA OSAAMISTA
a) Luvun —1 vastaluku on —(—1) = 1.

17A.

Vastaus: 1
1

b) Luvun 5 kéénteisluku on 5

Vastaus: 5
¢) Luvun —1 vastaluvun ja luvun 5 kéénteisluvun keskiarvo on
_3

Ity 5. 6.,.61_3
2 2 5 52 5

3
Vastaus: =
astaus 5
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=3
~

225 4 5 20 20 20

1
2 3 A_13 373 Y3 15 12_3
5

3
Vastaus: 20

3 5 1 2
4 6 (26 33)
_z_z.(ﬁ_”u)
T4 6°\6 3
_;_g.(g_g)
"4 6°\6 6
_2_2.(_2)
4 6\ 6
1
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4 g 9
1

9)3 4)5
T 49

27 .20

36 36

47

36

47
Vastaus: 36



Huippu Kertaus ¢ Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 23.7.2018

19B.

Pojista lyhyen matematiikan aikoo kirjoittaa 23 % Koska poikia on

35
5 . .. e 52 2
9 abiturienteista, lyhyen matematiikan kirjoittavia poikia on 959

abiturienteista.

Tytoistd lyhyen matematiikan aikoo kirjoittaa %

AN

= % Koska tyttdja on

% abiturienteista, lyhyen matematiikan kirjoittavia tyttdjd on

uw\l.b
[~
|
N

abiturienteista.

Abiturienteista lyhyen matematiikan kirjoittaa
7) 3)

2,74 _14 12_26

9" 21763 63 63

. 26
Vastaus: 3
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20A.

21A.

Luvut 27 ja 31 voidaan kirjoittaa summina 20 + 7 ja 30 + 1.
27-31=20+7)30+1)
=20-30+20-1+7-30+7-1
=20-30+7-30+20-1+7-1
=600+210+20+7
=837,

joten Jussin pééttely on oikein.

Vastaus: on

Sievennetddn lausekkeet.

o () sz
22 4 4

Vastaus:

254°
4

b) (-3a"?=(-3)*- (a*’ =94* *=94®

Vastaus: 94°

(a3)5 PES 7"
) 5= "5 _Tzalyn =a'
a -a a
Vastaus: a*
o (2] () el e e
a6 2 23 8 8

18
Vastaus: %
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22A. Lasketaan lausekkeiden arvot annetuilla muuttujan arvoilla.

5431
2a+3b_2:5+3-5 547 _12_,6_9

)T Ty Tt T
Vastaus: 72
x4l y=1_5+1 3-1_ 3 5 32 12 5. 1_
SR R T h S U R T N T
Vastaus:m
3
c)
a-c 12_(_%)2
b—c ~2-(-4)
_1-(=9)(=3)
-2+7
_1
— 4
2+
3
—_4_
_3
2

1
Vastaus: >



Huippu Kertaus ¢ Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 23.7.2018

23B. a) Protonin ja elektronin massojen suhde on
1,67-107
9,11-107"
suuri kuin yhden protonin massa.

=1833,150...~ 1830, joten 1830:n elektronin massa on yhta

Vastaus: 1830:n elektronin

b) Jupiterin ja Saturnuksen massojen suhde on
1,90-10"
5,68-10°°
334,5... % — 100 % = 234,5... % = 235 % Saturnusta painavampi.

=3,345..., joten Jupiter on

Vastaus: 235 %

24A. Sievennetddn lausekkeet.

1 1

0=

2) @b (ab)? = ab2a?b? a2 b = b = ab
Vastaus: ab
b)
5x+3y+x—6y
3 2
=2)§x+y+3)%x—3y
=%x—2y+%x
:%x—Zy
13

Vastaus: 6r 2y
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25A. Sievennetiin lausekkeet, kun P(x) = 3x ja O(x) = 2x* — 2x + 3.
a) Px)+ 0(x)=0x)+(2x* —2x +3)=3x+2x - 2x +3=2x"+x+3
Vastaus: 2x* + x + 3
b) P(x) — O(x) =(Bx) —(2x* —2x +3)=3x—2x* +2x - 3=—2x"+5x — 3
Vastaus: —2x* + 5x — 3
¢) P(x)- O(x)=3x-(2x* —2x +3)
=3x-2x*+3x-(—2x)+3x-3

=6x> — 6x + 9x

Vastaus: 6x° — 6x* + 9x

O(x) _2x*—2x+3 _2x°

d) P(x) 3x

wIN
I

(OS] )
+

==

+§i:

.2, 2.1
Vastaus: 3x 3+x
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26A. a) Sievennetddn lauseke.
Prx—(—x)=x'+x—x’+x=2x

Lasketaan lausekkeen arvo, kun x = %

2-==1

A
2
Vastaus: 1

b) Sievennetédén lauseke.
(a + b)Y’ = (a—by
=(@a+b)(at+tb)—(a—b)(a—Db)
=a-ata-b+b-a+tb-b—(a-a—a-b—b-a+b-b)
=a’+ab+ab+b*—(a*—ab—ab+ b?)
=a’+2ab+ b* — (a* — 2ab + b?)
=a’+2ab+b*—a*+2ab— b
=4ab

Lasketaan lausekkeen arvo, kun a = 100°” ja b = 100",
4-100%°. 10073 =4.100""3%=4.100=4-1=4

Vastaus: 4ab, 4

21,90 €
3

27B.  Alpo maksaa alkuosuuden hinnasta =7,30 €.

Sanna maksaa alkuosuudesta Alpon tapaan 7,30 € ja puolet keskiosuuden
hinnasta. Keskiosuuden hinta on 28,20 € — 21,90 € = 6,30 €, josta puolet

on —6’320 € = 3,15 €. Sanna maksaa siis yhteensd 7,30 € + 3,15 € = 10,45 €.

Pauli maksaa loput eli 33,50 € — 7,30 € — 10,45 €= 15,75 €.

Vastaus: Alpo 7,30 €, Sanna 10,45 € ja Pauli 15,75 €
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28A.

a)

TAPA 1: Kun tuotteen hinta nousee 10 %, uusi hinta on

100 % + 10 % = 110 % alkuperéisesta eli sithen ndhden 1,1-kertainen.
Koska hinta 299 € nousee kaksi kertaa perdkkdin 10 %, on lopullinen
hinta 1,1 - 1,1 - 299 € = 361,79 €.

TAPA 2: Kun tuotteen hinta nousee 20 %, uusi hinta on
100 % + 20 % = 120 % alkuperiisestd eli sithen ndhden 1,2-kertainen.
Uusi hinta on 1,2 - 299 € = 358,80 €.

Vastaus: Tavalla 1 loppuhinta on korkeampi

b) TAPA 1: Kun tuotteen hinta laskee 10 %, uusi hinta on

100 % — 10 % = 90 % alkuperdisesti eli sithen ndhden 0,9-kertainen.
Koska hinta 299 € ensin laskee 10 % ja sitten nousee 10 %, on
lopullinen hinta 0,9 - 1,1 - 299 € = 296,01 €.

TAPA 2: Koska hinta 299 € ensin nousee 10 % ja sitten laskee10 %,
on lopullinen hinta 1,1 - 0,9 - 299 € =296,01 €.

Vastaus: Loppuhinta on sama molemmilla tavoilla.

TAPA 1: Kun tuotteen hinta nousee 20 %, uusi hinta on

100 % + 20 % = 120 % alkuperéisesta eli sithen ndhden 1,2-kertainen.
Kun tuotteen hinta laskee 20 %, uusi hinta on

100 % — 20 % = 80 % alkuperiisesti eli sithen ndhden 0,8-kertainen.
Koska hinta 299 € ensin nousee 20 % ja sitten laskee 20 %, on
lopullinen hinta 1,2 - 0,8 - 299 € = 287,04 €.

TAPA 2: Kun tuotteen hinta nousee 30 %, uusi hinta on

100 % + 30 % = 130 % alkuperéisesta eli sithen ndhden 1,3-kertainen.
Kun tuotteen hinta laskee 30 %, uusi hinta on

100 % — 30 % = 70 % alkuperdisesti eli sithen ndhden 0,7-kertainen.
Koska hinta 299 € ensin nousee 30 % ja sitten laskee 30 %, on
lopullinen hinta 1,3 - 0,7 - 299 € = 272,09 €.

Vastaus: Tavalla 1 loppuhinta on korkeampi
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29B.

a) Yhdessd vuorokaudessa puolen tunnin kohdalla tapahtuvia lydnteja on

24 ja tdyden tunnin kohdalla tapahtuvia lyonteja
2-(1+2+3+...+12)=156. Vuorokaudessa lyonteja kertyy siis
24 + 156 = 180, joten viikossa kertyy 7 - 180 = 1260 lyontia.

Yhté lyontid kohti punnus laskeutuu
1120 mm _ N
1260 0,888... mm = 0,9 mm.

Vastaus: 0,9 mm

b) Koska punnus oli laskeutunut 650 mm, niin kello oli lyonyt

650
0,888...

=731,25~ 731 kertaa.

Kohdan a perusteella aikaa oli kulunut % =4,061... vuorokautta eli

4 kokonaista vuorokautta.

Viimeisen, perjantaina kello 12.05 alkavan vuorokauden aikana kello
161 731 — 4 - 180 = 11 kertaa.

Kello 12.30, 13.00 ja 13.30 kello 16i kerran, 14.00 kahdesti, 14.30
kerran, 15.00 kolmesti ja 15.30 kerran. Néisté kertyy 10 lyontia.
Kello 16.00 tulee seuraava, 11. lyonti. Kun punnus oli laskeutunut
650 mm, oli siis perjantai ja kello oli 16.00.

Vastaus: perjantai klo 16.00
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30B.

31A.

Opiskelija-alennus on 50 %, joten opiskelijalle ja4 lipusta maksettavaksi
100 % — 50 % = 50 %. Kukin opiskelija maksaa siis lipustaan
0,5-20€=10¢€.

Eldkeldisalennus on 30 %, joten elikeldiselle jad lipusta maksettavaksi
100 % — 30 % = 70 %. Kukin elékeldinen maksaa siis lipustaan
0,7-20€=14¢€.

Lippujen keskihinnaksi tulee 710€+5 ;g €+8:20€ =15¢€.

Vastaus: 15 euroa

a) Lasketaan, kuinka monta viikkoa 1001 vuorokaudessa on.

1001 _ 143, joten 1001 vuorokaudessa on 143 kokonaista viikkoa.

Koska vuoden 2030 ensimmaéinen péivi on tiistai, on 1001 péivin
kuluttua my®s tiistai.

Vastaus: tiistai

b) a-kohdan mukaan vuoden 2030 ensimmaéinen péiva on tiistai.
Lasketaan tdmén tiedon avulla vuoden 2100 vuoden ensimméinen
viikonpdiva.

Vuodet 2040, 2044, 2048, ..., 2092 ja 2096 ovat karkausvuosia.
2096 —2040
4
karkausvuotta. Tutkittavassa ajanjaksossa on siis

70 - 365 + 15 =25 565 pdivai.

+1=15, joten tutkittavaan ajanjaksoon sisdltyy 15

Lasketaan, kuinka monta viikkoa 25 565:ssa vuorokaudessa on.
25565

=3652,142..., joten tutkittavassa ajanjaksossa on 3652

kokonaista viikkoa.

25 565 — 3652 - 7 =1, joten tutkittavassa ajanjaksossa on 3652
kokonaista viikkoa ja 1 pdiva. Yhden paivén kuluttua tiistaista on
keskiviikko, joten vuoden 2100 ensimmaéinen péivé on keskiviikko.

Vastaus: keskiviikko
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32A. a) Omenan C-vitamiinipitoisuus on

4,0mg 0,004 g o o .
100 g = 100 g =0,00004 =0,004%. Persikan C

. e 7,0mg 0,007 g _ o
vitamiinipitoisuus on 100 ¢ =100 p =0,00007 = 0,007 %.

C-vitamiinipitoisuusprosenttien erotus on 0,007 — 0,004 = 0,003, joten
persikan C-vitamiinipitoisuus on 0,003 prosenttiyksikkod suurempi
kuin omenan C-vitamiinipitoisuus.

Vastaus: 0,003 prosenttiyksikkod

b) Omenan massa on 175 g, mikd on 1,75-kertainen maéréd 100 g:aan
nidhden. Omenassa on siis 1,75 - 1,8 g=3,15 g = 3,2 g kuitua.

Persikan massa on 135 g, miké on 1,35-kertainen maird 100 g:aan
ndhden. Persikassa on siis 1,35 - 2,1 =2,835 g = 2,8 g kuitua.

3,15
Koska 2.835 =1,111..., omenassa on
111,1... % —100%=11,1... % = 11 % enemman kuitua kuin
persikassa.

Vastaus: omenassa, 11 % enemméin
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=3, niin 4 on 300 % luvusta i. Se on siis

33A. a) Koska 3 9

(ST

44
5=

T

300 % — 100 % = 200 % suurempi kuin %.

Vastaus: 200 %

b) Merkitaan lukua kirjaimella a, jolloin % luvusta on %a.

=

-1 ;% -1 % - % =2,5, joten luku on 250 % kahdesta

v
-

viidesosastaan.

Vastaus: 250 %

34A. Merkitddn alkuperéisti hintaa kirjaimella a.
Kun hintaa korotetaan 45 %, uudeksi hinnaksi tulee 1,45a.
Kun tdmén jélkeen hintaa korotetaan 62 %, lopulliseksi hinnaksi tulee
1,62 - 1,45a =2,349a.

Jos alkuperdistd hintaa korotetaan ensin 62 % ja sitten 45 %, lopulliseksi
hinnaksi tulee vastaavalla tavalla 1,45 - 1,62a = 2,349a. Lopullinen hinta

ei siis riipu korotusten jarjestyksesta.

Lopullinen hinta on 234,9 % alkuperiisesti hinnasta, joten hinta nousee
yhteensé 234,9 % — 100 % = 134,9 %.

Vastaus: 134,9 %
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35B.

36A.

q 1,50€ €
Hammastahnan alkuperéinen yksikkohinta on 100ml ,015 ol
Putkilon uusi tilavuus on 1,25 - 100 ml = 125 ml ja uusi hinta
1,4 - 1,50 € =2,1 €. Uusi yksikkohinta on siis 2,10€ =0,0168 i.
125 ml ml

0,0168
0,015
nousee siis 112 % — 100 % = 12 %.

=1,12, joten uusi yksikkohinta on 112 % vanhasta. Yksikkohinta

Vastaus: 12 %

a) Merkitddn osakkeen alkuperdistd arvoa kirjaimella a.
Koska 100 % — 46 % = 54 %, niin osakkeen arvo tuli muutoksissa
0,54-kertaiseksi, 1,15-kertaiseksi ja 1,34-kertaiseksi.
Osakkeen arvo oli muutosten jilkeen
a-0,54-1,15-1,34=0,832...a < a, joten arvo oli muutosten jilkeen
pienempi kuin ennen muutoksia.

Vastaus: pienempi

b) Ennen viimeistd nousua osakkeen arvo olia - 0,54 - 1,15 =0,621a.
1

1
Koska ’{ =
0,6214 0,621
1

=1,610..., niin osakkeen alkuperdinen arvo on

161,0... % sen arvosta ennen viimeistd nousua. Jilkimmaéaisen nousun
olisi siis pitdnyt olla 161,0... % — 100 % = 61,0... % = 61 %, jotta
osakkeen arvo olisi palannut alkuperiiselle tasolle.

Vastaus: 61 %
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37A.

Sievennetididn lausekkeet.

1

¥ Z0-x) _x 1-x
a) §+T—3+ 3

3

_x+l-x_1
3 3

1
taus: -
Vastaus 3
(x+2)(x=2) _x*-2x+2x—4 _x"-4_
b) 2 - 2 -2 =1
x -4 x -4 x -4
Vastaus: 1
x3+nx4+n 3+n+4+n 2n+7 DneT—T o
C = = = =
) x’ x’ x’

Vastaus: x>
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38A. a) Taulukoidaan alennusprosentit.

Ostoksen kokonaissumma (€) Alennus (€) Alennus (%)
50 5 5
2
50 0
100 15 15
JERIN
100 >
300 40 40
U L1
300 3
600 100 100
—~17
600
Vastaus:
Ostoksen kokonaissumma (€) Alennus (%)
50 10
100 15
300 13
600 17

b) Riston saama alennus on 5 € ja alennusprosentti

S —6.25°
5o = 0-0625=6,25%.

Maurin saama alennus on 15 € ja alennusprosentti

1S ~7.50
500 =0:075=7.5%.

Alennusprosenttien ero on 7,5 — 6,25 = 1,25 prosenttiyksikkoa.
Vastaus: 1,25 prosenttiyksikkoa

¢) Jos Risto ja Mauri olisivat yhdistineet ostoksensa, ostosten
kokonaissumma olisi ollut 80 € + 200 € = 280 €. T4lloin alennus olisi

ollut 40 € ja alennusprosentti % =0,14285...=14,285...% = 14 %.

Vastaus: 14 %
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39A. a) Luvut ovat toistensa vastalukuja, jos niiden summa on nolla. Lasketaan
21 . 16

lukujen = T ja —1§ summa.
21 ( 1&) 21 _68+16_21 84" 21 21_
17 68 17 68 17 68 17 17
Koska lukujen = Ja -1 162 summa on 0, ne ovat vastalukuja.
Vastaus: —
3. 15
b) Lasketaan lukujen 2= 5 ja = 39 tulo.
3159 13 i _
°5'39 T
Koska lukujen % ja % tulo on 1, ne ovat kdanteislukuja.

Vastaus: —
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40A.

Geometrisesti kahden luvun tulo vastaa sellaisen suorakulmion pinta-alaa,
jonka sivujen mitat ovat tulon tekijoitd. Merkitdén pienemmén nelion
sivua kirjaimella a ja suuremman nelion sivua kirjaimella b.

a b
b (Lb b2
@ a’ ab

Koska suurimman nelion sivun pituus on @ + b, on nelioén pinta-ala

(a + b)*. Toisaalta kuvion koostuu kahdesta nelidsti, joiden pinta-alat ovat
a’ ja b, ja kahdesta yhti suuresta suorakulmiosta, joiden yhteispinta-ala
on 2ab, on kuvion kokonaispinta-ala a* + 2ab + b*.

Niin ollen (a + b)* = a* + 2ab + b*.

Vastaus: —

SYVENNA YMMARRYSTA

41A.

Jos vaihdetaan jokainen polynomin P(x) = x* + 3x — 5 termien
etumerkeisti, saadaan polynomi Q(x) = —x* — 3x + 5. Lasketaan nimi
kaksi polynomia yhteen:

Px)+0@) = +3x—5)+ (x> —3x+5)=x+3x—-5-x*-3x+5=0

Polynomin P(x) vastapolynomi on siis —x* — 3x + 5.

Vastaus: —x>—3x+ 35
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42A. a) Lavennetaan lausekkeet L ja L samannimisiksi, jonka jalkeen

-1 +1
yhdistetdédn osoittajat.
x+1) 1 _x—l) 1
x—1 x+1
_ x+1 _ x—1
(x=D(x+1) (x+1)(x-1)
Cx+1- ( 1)
T (x+D(x-1)
_ x+1—-x+1
Y +x—x—1
2
x =1
Vastaus:
x J—

b) Jakolasku lasketaan kertomalla jaettava jakajan kaénteisluvulla.

a+3 . 3a+9
a = 2a

_a+3  2a

T a 3a+9

a+3  2a
a 3(a+3)

Lauseke a + 3 esiintyy kertolaskussa seké osoittajassa ettd nimittdjassa,
joten se supistuu pois. Samoin kéy lausekkeelle a. Sievennettidvi
lauseke saadaan télldin muotoon

121_2
1 3 3°
Vastaus: 2

3



Huippu Kertaus ¢ Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 23.7.2018

43A.

a)

b) Lasketaan lausekkeen

Sievennetiddn lauseke.

(2a + by’ — (2a — by’
=Qa+b)(2a+b)— (2a—b) (2a—b)

=44’ + 2ab + 2ab + b* — (4a*> — 2ab — 2ab + b?)
=4a* + 4ab + b* — (4a* — 4ab + b?)

=44* + 4ab + b* — 4a* + 4ab — b*

= 8ab

Sijoitetaan lausekkeeseen ab = 2.
8-2=16

Vastaus: 16

2
a” —

arvo, kuna =1 ja bz%.

.3
Vastaus: 5

Kéytetiin apuna tietoa (a + b)? = a* + 2ab + b*.

(2a + by’ — (2a — b)?
=Q2a)}+2-2a-b+b*—[2a)+22a-(-b)+ (—b)’]
=44’ + 4ab + b* — (4a* — 4ab + b?)

=44’ + 4ab + b* — 4a* + 4ab — b*

= 8ab

Sijoitetaan lausekkeeseen ab = 2.
8-2=16

Vastaus: 16
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d) Kiytetdin apuna tietoa (a + b)(a — b) = a* — b°.

a*—b* _(a+b)(a—b)

a->b a->b

Koska lauseke a + b kerrotaan ja jaetaan samalla lausekkeella a — b,
niin lauseke a — b supistuu pois ja lauseke sievenee muotoon a + b.

Sijoitetaan sievennettyyn lausekkeeseen a = 1ja b = %

3
2

. 1
= —1+4
a=1jab +2

.3
Vastaus: >
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44A.

45A.

o -1 . .
Sijoittamalla lausekkeeseen a(ax ) + ax muuttujan x paikalle lauseke
-1
a — 1 saadaan aaa_l ) +a(a-1).

(a-1)
1

a .
Lausekkeen alkuosassa on luku a kerrottuna ja jaettuna samalla

lausekkeella a — 1, joten lauseke a — 1 supistuu pois. Sievennetddn jaljelle
jaanyt lauseke.

atala-1)=a+a*-a=a’

Lausekkeen arvo on siis a’.

Vastaus: a’

Merkitddn kappaleen alkuperéistd massaa kirjaimella m ja alkuperdista
tilavuutta kirjaimella V. Uusi massa on tdlloin 0,88m ja uusi tilavuus
1,12V.

Kappaleen alkuperdinen tiheys on p, ja uusi tiheys on

0,88m 0,88 m 0,88
L2y L2y - 1”078 TLp

Uusi tiheys on 78,5... % vanhasta tiheydestd, joten tiheys on pienentynyt
100 % — 78,571... % =21,428... % =21 %.

Vastaus: pienenee 21 %



Huippu Kertaus ¢ Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 23.7.2018

46A.

Esitetddn 5-jarjestelmin luku 413025 10-jéarjestelméssa.
4-5'+1-5+3-5+0-5"+2-5"=2702y

Siis 413025 =27021o.

Etsitdéin suurin luvun 2 potenssi, jonka arvo on korkeintaan 2702.
2'1'=2048 > 2702
212 =4096 > 2702

Suurin luvun 2 potenssi, jonka arvo on korkeintaan 2702, on siis oM,
2-jarjestelmissa esitettynd 10-jérjestelmén luvussa 2702 on siis

11 + 1 =12 numeroa. Numeroista kukin on potenssin 2" kerroin, jossa
n=20,1,...,11. Luku 1 on potenssin 2! kerroin. Selvitetiin muiden
potenssien kertoimet.

2702 - 2" =654

654 — 2'°=—-370 < 0, joten potenssin 2'° kerroin on 0.
654 —2° = 142 > 0, joten potenssin 2’ kerroin on 1.
142 — 28 = —114 <0, joten potenssin 2® kerroin on 0.
142 — 27 =14 > 0, joten potenssin 2’ kerroin on 1.
14 — 26 =-50 < 0, joten potenssin 2° kerroin on 0.
14 — 2° =—18 <0, joten potenssin 2° kerroin on 0.
14 — 2* = -2 <0, joten potenssin 2* kerroin on 0.

14 — 2° = 6 > 0, joten potenssin 2* kerroin on 1.

6 — 2% =2 >0, joten potenssin 2> kerroin on 1.

2 —2'"=02>0, joten potenssin 2 kerroin on 1.

0 —2°=-1<0, joten potenssin 2° kerroin on 0.

Tarkistetaan:
1-2"+0-2"9+1-2°40-28+1-2740-2°40-2°+0-2*+1-2°
+1-22+1-2'+0-2°

=21 4+2°+27+ 23+ 22+ 2!

=2702

Siis 413025 =101 010 001 110,.

Vastaus: 270210 ja 101 010 001 110,
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1_8.5.4_1 1 ; ;
47B. a) Koska 1=% > 3 > =7 luku > on suurin mahdollinen
yhteenlaskettava.
3_ ! 1_5_4_1 joten toinen yhteenlaskettava on l.
8 2 8 8 % 8
L S_1.1
Siis g2 + 3
11
Vastaus: > + 3

2) 13)
5 1_10 13 _ 3 1 .. .
b) Koska 3 TR TR T luku 5 on liian suuri

yhteenlaskettavaksi.

3) 13)
% - % = % - % = %, joten suurin mahdollinen

yhteenlaskettava on %

2 1.2 2 . 1 . o
30193038 <0, joten o on liian suuri toiseksi

yhteenlaskettavaksi, jos ensimméinen yhteenlaskettava on %

Mo 140 39 _ 1
39 20 780 780 780

, joten jos ensimmaéinen

yhteenlaskettava on 1 niin toinen yhteenlaskettava on 1 ja kolmas

3 20
L
780°
R

13 3 20 780

Vastaus: 1 + L + L

3 20 780
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48A.

49A.

Sievennetdin lauseke.
(n+4P - =m+4)n+4)-—n*=n’+4n+4n+16—n>=8n+16

Koska 8 - n=8nja 8 - 2 =16, lauseke 8xn + 16 voidaan kirjoittaa muotoon
8(n +2).

Koska luvussa 8(n + 2) on tulon tekijana luku 8, on luku 8(n + 2) jaollinen
luvulla 8. Niin ollen myds luku 8(n + 2) = (n + 4)> — n* on jaollinen
luvulla 8.

Luku (n + 4)* — n? on jaollinen luvulla 16, jos n + 2 on jaollinen luvulla 2.
Niin kéy tdsmaélleen silloin, kun 7 on jaollinen luvulla 2, eli kun # on
parillinen.

Vastaus: kun » on parillinen

Luvut 277 #2917 — 1 277232917 3 277232917 1 | gvat perdkkaisid
kokonaislukuja, joten niisté tdsmélleen yksi on kolmella jaollinen.

Koska luku 277%2°17 — 1 on alkuluku, se ei ole kolmella jaollinen.
Koska luvun 277 %27 tekijdini on vain kakkosia, se ei ole kolmella
jaollinen.

Koska kumpikaan luvuista 277232917 ei ole kolmella
jaollinen, niin luku 277%*2°'7 + 1 on kolmella jaollinen.

_ 1]3. 277232 917

Vastaus: kolmella
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50A. a) Koska 5> 0, niin luvun 5 itseisarvo on |5| = 5.
Vastaus: 5
b) Koska —73 <0, niin luvun —73 itseisarvo on |-73| = —(=73) = 73.
Vastaus: 73

¢) Lausekkeen x + 2 itseisarvo riippuu siitd, onko lausekkeen arvo ei-
negatiivinen vai negatiivinen.

Jos x> -2, niinx + 2 > 0. Télloin |x + 2| =x + 2.
Jos x <=2, niin x + 2 <0. Télloin |x + 2| =—(x + 2) = —x — 2.

Vastaus:
x+2, kunx>-2

| x+21= —x-2,kunx<-2
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2 YHTALOITA

ALOITA PERUSTEISTA

51A. Luku on yhtdlon ratkaisu, jos luku toteuttaa yhtélon.
a) Sijoitetaan luku x = 3 yhtéloon.

2:3-6=0
0=0

Yht&l6 on tosi, joten x = 3 on yhtilon ratkaisu.
Vastaus: on
b) Sijoitetaan luku x = 3 yhtaloon.

2:34+5=3+7
11=10

Yhtilo on epétosi, joten x = 3 ei ole yhtdlon ratkaisu.

Vastaus: ei ole

52A. a)
5x—25=0
5x=25 |:5
x=5

Vastaus: x =5

b)
2x+9=5x-3
2x—-5x=-3-9
—3x=-12 [:(=3)
x=4

Vastaus: x =4
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53A. a)
2(x+4)-3=3x
2x+8-3=3x
2x—-3x=-8+3
-x==5 |:(-D
x=5

Tarkistetaan sijoittamalla ratkaisu alkuperdiseen yhtaloon.
2(5+4)—3=3-5
2:9-3=15
15=15

Yhtilo on tosi, joten x = 5 on yhtdldn ratkaisu.

Vastaus: x =5

b)
X, 2x _ )
35 =2 [-3
xX+2x=6
3x=6 ||:3
x=2

2 .
Ly22_9

3773
2 T4
3t372

6
5_»

3
2-2

Yhtild on tosi, joten x =2 on yhtilon ratkaisu.

Vastaus: x =2
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©)
x 6x-2
il B
x—(6x—2)=32
x—6x+2=32
—5x=30 [:(=5)
x=-6

Tarkistetaan sijoittamalla ratkaisu alkuperdiseen yhtiloon.

=6 _6:(0)-2_

4 4 8
g+% 8

%:8

8=8

Yhtilo on tosi, joten x = —6 on yhtélon ratkaisu.

Vastaus: x = -6
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54A. a) Yhtilo on toisen asteen yhtild, jonka kertoimet ovata=2,b=1 ja
¢ =—10. Sijoitetaan kertoimet ratkaisukaavaan ja sievennetdén lauseke.

x:—bi\/b2—4ac

2a
x_—JiJV—4Q{—m)
- 22
_ —1++/81
o= —1EV3L
4
M e
4
149 _8 _ .o -1-9_-10__5
x—4—4—2 ta1x—4—4—2

Vastaus: x =2 tai x = —%

b) Yhtild on toisen asteen yhtdlo, jonka kertoimet ovata =—1, b =-3 ja
c =4. Sijoitetaan kertoimet ratkaisukaavaan ja sievennetéén lauseke.

xz—bivb2—4ac

2a
(DB 4D 4
) 2:(-D)
_3+25
x_—
-2
_3%5
-2
_3+5_8 . 3-5_-2_
=T =5" 4 tai x ) 1

Vastaus: x=—4 taix =1
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¢) Yhtild on toisen asteen yhtild, jonka kertoimet ovata=1, b=-2 ja
¢ = 0. Sijoitetaan kertoimet ratkaisukaavaan ja sievennetéén lauseke.

= —b+~b* —4dac

2a
_ —(2)£(=2)* -4-1-0
t 21
Lo24
2
NVEY)
222 4 2-2_0
+ J—
x= > —2—2 tai x= 5 —2—0

Vastaus: x=2taix=0
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x+2y=-4 yhteenlaskumenetelmalla.
2x—-y=-3

Eliminoidaan ensin muuttuja x.

a) Ratkaistaan yhtélopari

x+2y=—4 |-(-2)

2x—y=-3
—2x—-4y =38
+| 2x-y=-3
2x+2x-4y—-y=8-3
=5y=5  [l:(=9)
y=-1

Sijoitetaan y = —1 ylempéén alkuperdiseen yhtdloon x + 2y = —4 ja
ratkaistaan x.

x+2-(-1)=—-4
x-2=-4
x=-2

Tarkistetaan sijoittamalla ratkaisu x = -2, y = —1 molempiin
yhtiloparin yhtiloihin.

2+2-(-1)=—4 2-(-2)—-(-1)=-3
—4=—4 -3=-3

Molemmat yhtélot toteutuvat, joten yhtiloparin ratkaisu on x = -2 ja
y=-1.

Vastaus: x=—2jay=-1
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b) Ratkaistaan yhtélopari Zy_—x 1+21_: 0 sijoitusmenetelmalld.
y—x+1=0
4y=12—-x
y=x-1
4y=12—-x

Sijoitetaan ylempi yhtdlo alempaan yhtiloon ja ratkaistaan saadusta

yhtélostd muuttuja x.

4-(x-D=12—-x
4x-4=12-x
5x=16 |5
x=18
5
Sijoitetaan x = % yhtdloon y = x — 1 ja sievennetdan.
- 16 _ 1= 16 _5 — 11
5 5 5 5
Tarkistetaan sijoittamalla ratkaisu x = 1?, y= % molempiin
yhtéloparin yhtildihin.
116, _ 15, 16
55 +1=0 4 5 12 5
5o 44 _60 16
s+1=0 575 5
0=0 44 _44

5 5

Molemmat yhtélot toteutuvat, joten yhtdldparin ratkaisu on x = % ja

_u
y 5 N
Vastaus: xz% ja yz%
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56A. a) Yhtilo on verranto. Ratkaistaan se kertomalla ristiin.

x+2_x-3
5 6
6(x+2)=5(x-3)
6x+12=5x-15
x=-27

Vastaus: x = —27

b) Ratkaistaan verranto kertomalla ristiin.

o Tow|x
I
® |w

I
oo
&

Vastaus: x = +3

¢) Ratkaistaan verranto kertomalla ristiin.

1_x

27 2}
27x* =8 |:27

oo
27

8

- 3=

YTN27
c=2
3

Vastaus: x = %
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57A. a)
4x’ =32 |:4
x =8
x=x/8
x=2

Vastaus: x =2

b)
5x*=5=0
5x*=5  |:5
xt=1
x=+N
x==1

Vastaus: x = £1

©)
1 sia-0
16
%xS =2 |16
x =-32
x=:/-32
x=-2

Vastaus: x = -2
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58A. a)
x* =64

x=%v64
x=18

Vastaus: x =18

b)
2V =64
27 =2°
y=6

Koska kantaluvut (2) ovat yhtdsuuret myds eksponenttien (y ja 6)

oltava yhtisuuret
Vastaus: y =6
c)
2 =64
z=3/64
z=4

Vastaus: z=4
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S9A. a)

Kun kantaluvut ovat yhtd suuret, myos eksponenttien oltava yhta
suuret.

Vastaus: x =1

b)

Vastaus: x = —1

2" =8’
2x :(23)2
2*=2°
x=06

Vastaus: x =6

d)
3x 23—5
3 =37
x=-5

Vastaus: x =—5
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e)

10* =1000
10" =10°
x=3

Vastaus: x =3

10 =0,01
__ L
10 100
|
10 =—

10?
10°=10"
x=-2

Vastaus: x =—2
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60A. Merkitddn matkan kokonaishintaa kirjaimella x. Alkuperdinen yhden
X
11
matkustajan hinta pieneni 10 eurolla. Yhden matkustajan hinnan lauseke

matkustajan hinta oli =. Kun matkustajia tuli kaksi lisdd, yhden

on siis % —10. Toisaalta yhden matkustajan hinta saadaan lausekkeella

%. Merkitéddn ndmé lausekkeet yhté suuriksi ja ratkaistaan matkan
kokonaishinta x.
X =X
11 10= 3
13) X 1) x |
1 13
13x  11x _
143 14310
2x )
a3 10 ||-143
2x=1430 ||:2
x=715

Matkan kokonaishinta oli 715 €, joten yhden matkustajan hinta oli
715€

Vastaus: 55 euroa
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61A. a) Merkitddn osakkeen alkuperiistd arvoa kirjaimella x. Osakkeen arvo
nousi 50 %, joten se tuli 100 % + 50 % = 150 % =1,5-kertaiseksi.
Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan siitd osakkeen alkuperéinen arvo x.

1,50x =12 [:1,50
x=8

Osakkeen alkuperdinen arvo oli 8 euroa.
Vastaus: 8 euroa

b) Merkitddn osakkeen alkuperiistd arvoa kirjaimella x. Osakkeen arvo
nousi ensin 20 %, eli osakkeen arvo tuli 1,20-kertaiseksi ja laski sitten
20 %, eli osakkeen arvo tuli 0,80-kertaiseksi. Muodostetaan yhtalo ja

ratkaistaan siitd osakkeen alkuperdinen arvo.

0,80-1,20x =8,30

0,96x =8,30 [:0,96
x=38,645...
x~8,65

Osakkeen alkuperéinen arvo oli 8,65 euroa.

Vastaus: 8,65 euroa
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62A. a) Merkitddn kilohintaa kirjaimella x ja kirjataan tiedot taulukkoon.

Hinta (€) | Paino (g)
8,80 450
X 1000

Kahvipapujen hinta ja paino ovat suoraan verrannolliset. Muodostetaan
verranto ja ratkaistaan siitd kilohinta x.

8,80 _ 450
x 1000
450x=8,80-1000  ||:450
x=19,555...
x~19,56

Kahvipapujen kilohinta on 19,56 €.
Vastaus: 19,56 €/kg

b) Merkitddn koulumatkaan autolla kuluvaa aikaa kirjaimella x ja
kirjataan tiedot taulukkoon.

Aika (min) | Nopeus (km/h)
15 35
X 55

Aika ja nopeus ovat kddntéen verrannolliset. Muodostetaan verranto ja
ratkaistaan siité aika x.

15_55
x 35
55x=15-35 [:55
x=9,545...
x~10

Autolla koulumatka kestdd noin 10 minuuttia.

Vastaus: 10 min
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VAHVISTA OSAAMISTA

63B. a)
3(x—-1)—x+1=5+2x
3x=3—-x+1=5+2x
3x—2x—x=5+3-1
0=7

Piirretddn alkuperdisen yhtidlon vasemmalla puolella ja oikealla
puolella olevia lausekkeita vastaavien funktioiden kuvaajat.

Suorat ndyttaisivit olevan yhdensuuntaisia, joten niilld ei ole yhteisia
pisteiti ja yhtélolla ei siten ole ratkaisua.

Vastaus: ei ratkaisua
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_1

3x+2—2
__3 )
3x=-3 [:3

x:_l

2

Piirretdén alkuperdisen yhtdlon vasemmalla puolella ja oikealla
puolella olevia lausekkeita vastaavien funktioiden kuvaajat.

Ay
4
/y=3z+2
2
/ |
= 1 =—
(-0.5, 0.5), Y B
[ x
-2 -1 0 ' 2 3 4 5
-1

Suorat ndyttavét leikkaavan kohdassa x = —%, joten ratkaisu on

oikein.

1
V t : = ——
astaus: x D
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¢)
3(x—2)-4x+1=-5—-x
3x-6—-4x+1=-5-x
~S5-x=-5-x
0=0

Piirretdén alkuperdisen yhtdlon vasemmalla puolella ja oikealla
puolella olevia lausekkeita vastaavien funktioiden kuvaajat.

m"x

3 y=3@—-2) -4z +1

Suorat yhtyvit, joten yhtélo toteutuu kaikilla x:n arvoilla.

Vastaus: yhtélo toteutuu kaikilla muuttujan x arvoilla
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64A. a)
3x+2=x-4(5x-1)
3x+2=x-20x+4
3x—x+20x=4-2

22x=2 [:22
2% 1
Y= T
Vastaus: x:L
11
b)
1%) X ' X 150)
m‘l’ E: x+1
15x , 10x _ 150x ]
150 7150 = 150 T |-150
15x+10x=150x+150
-125x =150 [:(=125)
__150% _ 6
125 5

Vastaus: x = —g
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. . . . +5y=1 . .
65A. Suorien leikkauspiste on yhtdloparin i_gi _s ratkaisu. Ratkaistaan

yhtélopari.

x+5y=1
+|x-5y=5
xX+x+5y-5y=1+5
2x=6 [ :2
x=3

Ratkaistaan leikkauspisteen y-koordinaatti sijoittamalla x = 3 ylempéain
alkuperdiseen yhtaloon.

3+5y=1
5y==2 |:5
__2
=TS

Vastaus: pisteessd (3,—%)
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66A. a)
3x2x—4)=—x(1—-x)—-12

6x’ —12x=—x+x"—12
5x°=1lx+12=0
Yhtilo on toisen asteen yhtéld, jonka kertoimet ovata =5, b=-11 ja
¢ = 12. Sijoitetaan kertoimet toisen asteen yhtélon ratkaisukaavaan ja

sievennetiddn lauseke.

_ —b+~b* —4ac

X
2a
x_—(—ll)i\/(—11)2—4-5-12
N 25
oo 11121240
10
_11+4-119
T

Juurrettava on negatiivinen luku, joten yhtél6lla ei ole ratkaisua.

Vastaus: ei ratkaisua
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b)
x(x-5)=20
xP=5x-20=0

Yhtélo on toisen asteen yhtélo, jonka kertoimet ovata =1, b=-5 ja
¢ =—20. Sijoitetaan kertoimet toisen asteen yhtilon ratkaisukaavaan ja
sievennetdén lauseke.

= —b+b* —4dac

2a
~(=5) £/(=5)* —4-1-(20)
x:
21

L 25+ 80

2

_5+4/105
= 3ENV105
2

Vastaus: xzsiT V105
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<)
x2=%(4x—D
2o 1 .
X =x—y -4
4x* =4x -1
4x* —4x+1=0

Yhtild on toisen asteen yhtdlo, jonka kertoimet ovata =4, b =—4 ja
¢ = 1. Sijoitetaan kertoimet toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavaan ja
sievennetdén lauseke.

xz—bi\/bz—4ac

2a
Ly —aaa
2-4
L_4x16-16
4¢ i
Y=y T2

1
taus: x =~
Vastaus: x 3
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(x+2)° =4
(x+2)(x+2)=4
X 4+2x+2x+4=4
X +4x=0

Yhtild on toisen asteen yhtdlo, jonka kertoimet ovata =1, b =4 ja

¢ = 0. Sijoitetaan kertoimet toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavaan ja
sievennetddn lauseke.

xz—bi\/bz—4ac
2a
x=—4i\/42—4-1-0

21
x=—4i4
2
_—4+4 - _—4-4_-8_
x—2—0 tai x_2_2_4

Vastaus: x =0 tai x = —4
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67A. a)

=
|
—_
Il

N WMo W
= =
L
(98] —
i
D W B Lo W N
<

[\S]
=
I
0

=
I

5
Vastaus: x==
astaus: x =2

b)
2x  _ 2x+1
2x+3 8
16x=2x+3)2x+1)
16x=4x> +2x+6x+3

—4x* +8x-3=0

Yhtild on toisen asteen yhtdlo, jonka kertoimet ovata =—4, b =8 ja
¢ =—3. Sijoitetaan kertoimet toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavaan ja
sievennetdén lauseke.

_ —b+~b* —4dac

X

2a
_ -8+/8°—4-(—4)-(-3)
T 2-(4)
oo —8%/64-48

-8
_-8+4

-8

_8+4_-4%_1 . -8-4_-12¢_3
=Tg T8 2 W@ YT TTg T3

W

Vastaus: x =% tai x =
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68A. a) Ratkaistaan yhtalot.

3

§X+2=1
%x=-1 |5
3x==5 |3
x:_§
3

3x*=7x-20=0
_ (D7)’ ~4:3-(220)
B 2-3
_ 7+~/49+240
6
_ 7289
6

7x17

X

Molemmilla yhtilgilld on ratkaisuna x = —

W |

Vastaus: on

b) Merkitddn lausekkeet yhtd suuriksi ja ratkaistaan saatu yhtalo.

2x+3=—(x+3)

2x+3=-x-3
3x=-6 3
x=-2

Vastaus: x =—2



Huippu Kertaus ¢ Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

69A.

Lausekkeen nollakohdat ratkaistaan yhtdlosta (x + 1)(2 —x) —2 =0.

(x+D)2-x)-2=0
2x—x"+2-x-2=0
- +x=0

Yhtélo on toisen asteen yhtélo, jonka kertoimet ovata=—1,b=1jac=0.

Sijoitetaan kertoimet toisen asteen yhtidlon ratkaisukaavaan ja
sievennetddn lauseke.

xz—bi\/bz—4ac

2a
N ~1+1°=4-(-1)-0
2-(-1
xz—lil
-2
NI ES N S e

Lausekkeen nollakohtia ovat x =0 jax =1

Vastaus: x=0taix =1
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70A. a) Ratkaistaan yhtdlopari.

2x+y=4  |-(-2)
-x+2y=1
—4x-2y=-8
+| —x+2y=1

—4x—-x-2y+2y=-8+1
—-5x=-7 [: (=5)

_7
=%

Ratkaistaan muuttuja y yhtdlostd 2x + y = 4.

2x+y=4
y=4-2x
7
=4-2.L
Y 5
_oy 14
Y 5
_20_14
V=575

_6

=3

<
jov)
©n
s
=1
i
=
[
v
—
o
<
[
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b) Ratkaistaan yhtilopari.

1
2 iy=1
x Y

1
1_yv=2
e

1,1 _
x+x+y y=1+2
=3 |
3x=2 |:3
ng
3

1 _
x+y—1
1
y=1-=
ot 43_4.3__1
y=1 %_1 Ly=l-5=-3

<
o
&
c
z
=
Il
w|
—
©
<
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71A. a)
4x° +36=3x"-81
x =-117
x=-117

Vastaus: x=/—-117

b)
x(3x+4)=2(2x+6)
3x7 +4x=4x+12
3x* =12 [:3
x’=4
x=+/4
x=%2
Vastaus: x =£2
©)
(x*) +15=14
x=-1

Minké&én reaaliluvun parillinen potenssi ei ole negatiivinen, joten
yhtdlolla ei ole ratkaisua.

Vastaus: el ratkaisua
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72B. a) Koska kantaluvut ovat yhtd suuret, myos eksponenttien oltava yhta

suuret.
52x+4 :S—x
2x+4=—x
3x=-4 ||:3
x=-2
3
x=~-133
.. 4
Vastaus: x = -3 ~—1,33

b) Ratkaistaan yhtdlo logaritmin avulla.

10" =12
x=log,,12
x=1gl2
x=1,08

Vastaus: x = 1g12 = 1,08

¢) Koska 2* = 8, yhtilon oikealle puolelle saadaan luvun 2 potenssi.

23x+l 8
23x+l 23
3x+1=3
3x=2 || 3
L2
3
x=~0,67

Vastaus: x= % ~0,67
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d) Koska 3° =27, yhtilon vasemmalle puolelle saadaan luvun 3 potenssi.

3.277 =L
9
3-(3°) =9
3‘33)( — (32)—)(
31+3X :372)6
1+3x=-2x
5x=-1|:5
__1
5
x=-0,20

Vastaus: x = —% =-0,20

e)
5¢"=15=0
5¢"=15 |5
e" =3
x=log,3
x=In3
x=1,10

Vastaus: x=1In3 ~ 1,10

f)
10-7° +40=0
10-7=-40  |:10
7 =4

Luvun 7 potenssi ei voi olla negatiivinen, joten yhtilslld ei ole
ratkaisua.

Vastaus: ei ratkaisua
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73A. a) Esimerkiksi yhtdlon x* — 1 = 0 yksi juuri on x = 1, koska

x>=1=0
x* =1
x==1

Vastaus: esim. x> — 1 =0

b) Yhtélo toteutuu, kun x = 2. Sijoitetaan x = 2 yhtdloon ja ratkaistaan
kerroin a.

x(x—=5)+ax=2
2-(2-5)+2a=2

2-(-3)+2a=2

—6+2a=2
2a=38 ||:2

a=4

Vastaus: a =4

74B. Merkitdén Aadan ostaman kryptovaluutan méaraa kirjaimella x.
Kun valuutan arvo romahti 62 %, Aadan valuutan arvo viheni 0,62x.
Toisaalta arvo viheni 42 520 €.

Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan siitd alkuperdinen kryptovaluutan

maara x.
0,62x=42520 || 10,62
x=68580,645...

x~ 68580,65

Aada oli ostanut kryptovaluuttaa 68 580,65 eurolla.

Vastaus: 68 580,65 eurolla
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T5A.

7T6A.

Merkitédén yhden BitCoinin kauppahintaa vuotta aiemmin kirjaimella x.
BitCoinin arvo nousi 900 %, eli se tuli
100 % + 900 % = 1000 % = 10-kertaiseksi vuodessa.

Muodostetaan yhtild ja ratkaistaan siitd kauppahinta x.

10x=16000  |:10
x=1600

Yhden BitCoinin kauppahinta vuotta aiemmin oli 1600 $.

Vastaus: 1600 $

a) Merkitddn aikaa kirjaimella x. Merkitéén tiedot taulukkoon.

Maalarien médrd | Aika (tyOpdivad)
2 5
1 X

Miti enemman tyontekijoitd, sitd nopeammin urakka tulee tehdyksi.
Suureet ovat siis kdéintden verrannolliset.

Muodostetaan verranto ja ratkaistaan siitd aika x.

2_x
1 5
x=10

Yhdeltd maalarilta aikaa kuluisi 10 tyopéivaa.

Vastaus: 10 tyopaivad
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b) Merkitddn aikaa kirjaimella x. Merkitéén tiedot taulukkoon.

Maalarien médrd | Aika (tyOpdivad)
2 5
15 X

Suureet ovat siis kdéntden verrannolliset.
Muodostetaan verranto ja ratkaistaan siité aika x.

2 _x
155
15x=10  |:15
=10
15
=2
3

Viideltdtoista maalarilta aikaa kuluisi % tyopéivad. Tamé on

%-8 h=5,333..h =5 h 20 min.

Vastaus: 5 h 20 min
77B.  Merkitddn autojen mééraa kirjaimella @ ja mopojen maéraa kirjaimella m.
Koska yhdessi autossa on 4 rengasta, niin a:ssa autossa on 4a rengasta ja
vastaavasti m:ssd mopossa on 2m rengasta. Kulkuneuvojen ja renkaiden
madristd saadaan yhtdlot. Muodostetaan yhtdloistd yhtélopari ja

ratkaistaan siitd autojen ja mopojen maéarat.

a+m=30
da+2m=96

Symbolisen laskennan ohjelmalla yhtéloparin ratkaisuksi saadaan a = 18
jam=12.

Parkkipaikalla on 18 autoa ja 12 mopoa.

Vastaus: 18 autoa ja 12 mopoa
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78B.

79B.

Merkitédén minun ikdéni nyt kirjaimella m ja lapseni ikdd nyt kirjaimella /.
”Nyt ikéni on 7 vuotta enemmén kuin lapseni iké kolminkertaisena”
muodostaa valituilla kirjaimilla yhtdlon m = 3/ + 7.

Minun ikéni 9 vuotta sitten oli m — 9 ja lapseni iké 1 — 9. Tuolloin lapseni

ikd 11-kertaisena oli 11(1 — 9). Muodostetaan tiedoista yhtélopari ja
ratkaistaan siitd idt m ja /.

m-9=11(-9)+1
m=3[+7

Symbolisen laskennan ohjelmalla yhtéloparin ratkaisuksi saadaan m = 43
jal=12.

Mini olen nyt 43-vuotias ja lapseni 12-vuotias.

Vastaus: 43 vuotta, 12 vuotta

Merkitdan talvinopeusrajoitusta kirjaimella x. Kirjataan tiedot taulukkoon.

Nopeus (km/h) | Aika (min)
X 15
x+20 12

Nopeus ja aika ovat kddntden verrannolliset. Muodostetaan verranto ja
ratkaistaan siitd nopeus x.

x _12
x+20 15

Symbolisen laskennan ohjelmalla yht&lon ratkaisuksi saadaan
x =80 km/h.

Talvinopeusrajoitus on 80 km/h.

Vastaus: 80 km/h
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80A. Merkitiédn varren halkaisijaa 90 vrk:n ikdiseni kirjaimella x. Merkitdan
tehtévén tiedot taulukkoon.

Halkaisija (mm) | /i (Vvrk)

2 Ji0
x 550

Varren halkaisija on suoraan verrannollinen kasvin idn neliéjuureen.
Muodostetaan verranto ja ratkaistaan siitd varren halkaisija x.

12 _ V40
x 90

J40x =12-/90 ||;m
x=18

Kasvin varsi on 18 mm paksu.

Vastaus: 18 mm
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matka _ 30 km _3y

81B. L tkaan kul ik = = B
oppumatkaan Kufuva ai aont nopeus R0 km/h g

15min=-—h

1
4
Kokouksen alkuun on aikaa (% - %) h=

Nopeudella 70 km/h loppumatkaan kuluu aikaa

_matka _ 30km _3
nopeus 70km/h 7

Herra Hoppulainen mydhéstyisi siis

(i—l) h= 0,3035..h =18,214... min ~ 18 min.

7 8

Jotta hén olisi ajoissa perilld, hdnen tulisi ajaa nopeudella

y=matka _30km _ 400
aika th

Vastaus: noin 18 minuuttia, 240 km/h
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82B.

83B.

Merkitdan Diofantoksen elinikéd kirjaimella x. Muodostetaan tarinan
avulla yhtilo ja ratkaistaan siité x.

X X X
S+ =+ +5+5+4=

6 70T

Sl

Symbolisen laskennan ohjelmalla yhtélon ratkaisuksi saadaan x = 84.
Diofantos saavutti 84 elinvuotta.

Vastaus: 84 vuotta

Merkitdan lisdttdvan veden maaraa kirjaimella x.

Suolan méérd 10-prosenttisessa liuoksessa on 0,1 - 4 kg = 0,4 kg.

Uuden liuoksen kokonaismassa on 4 + x kg, ja suolan mééra uudessa
liuoksessa on 0,08(4 + x).

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan siité tilavuus x.
0,4=0,08(4+x)
0,4=0,32+0,08x
0,08x=0,08
x=1

Vettd on lisdttdva 1 kg.

Vastaus: 1 kg
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84B. Merkitddn lisdttdvan kuohuviinin mééraa kirjaimella x. Kirjataan tiedot
taulukkoon.

Mansikkamehu (1) | Kuohuviini (1) | Yhteensd

Sekoitus alussa 03-40=1.2 0,7-40=28 4.0
Lisdys 0 X X

Sekoitus lopussa 1,2 2,8 +x 4+x

Lopullisessa sekoituksessa on oltava 20 % mansikkamehua, eli
0,2 - (4 +x) litraa.

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan siité lisdttavén kuohuviinin méaara x.

0,2(4+x)=1,2 [:0,2
4+x=6
x=2

Kuohuviinia taytyy lisité 2 litraa.

Vastaus: 2 litraa
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85B.

Merkitddan meetvurstin massaa kirjaimella a, jolloin rasvan massa on
0,36a. Merkitdén poistettavan rasvan méérdé kirjaimella x.

Uutta meetvurstia on tilldin ¢ — x ja siind on rasvaa 0,36a — x.
Muodostetaan yhtéld, kun tiedetdin, ettd uuden meetvurstin rasvapitoisuus
on 30 % = 0,3. Ratkaistaan yhtélostd ohjelman avulla poistettavan rasvan
maara x.
0,3(a—x)=0,36a—x
Ratkaise(0.3(a-x)=0.36a-x)

_3
—+ X = 35 a

2 | x=0.08571428571429a}

Lasketaan kuinka monta prosenttia vihennettévén rasvan mééri
0,0857...a on alkuperdisestd rasvan méadréstd 0,36a.

0,0857...a

0.36a =0,238...

Alkuperidisestd rasvan méaarastd on vahennettiavi 23,8...% = 24 % rasvaa.

Vastaus: 24 %
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86B. a) Sijoitetaan yhtdloon luvut kehon massa = 10, EQ-luku = 1,0 ja
ratkaistaan ohjelman avulla koiran aivojen massa x.

,0=—* —
0,012-10°

Ratkaise(1=x/(0.012*10°(2/3)))
~ {x=0.055699}

1

Koiran aivojen massa on 0,0556... kg = 0,056 kg = 56 g.
Vastaus: 56 g
b) Sijoitetaan yhtdloon luvut EQ-luku = 7,5, aivojen massa = 1,35 ja

ratkaistaan ohjelman avulla ihmisen keskiméardinen massa x.

Ratkaise(7.5=1.35/(0.0127%"(2/3)))
= {x=—58.0947501931, x = 58.0947501931}

1

Negatiivinen ratkaisu ei ole mahdollinen, joten ihmisen
keskimddraisend massana on kaytetty lukuarvoa 58,094... kg = 58 kg.

Vastaus: 58 kg
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SYVENNA YMMARRYSTA

87A. Muokataan yhtdlod muotoon, jossa yhtdlon toisella puolella on vain i

x+y _5

x—y 2
2(x+y)=5(x~y)
2x+2y=5x-5y

3x=-Ty  [:(-3y)
x_7
y 3

Vastaus: =~ = 7
y 3

88A. a) YhtilOparilla on ddreton maara ratkaisuja, jos yhtialdparin yhtalot ovat
sama yhtdlo. Muokataan alempaa yhtdl64 ja valitaan vakioille & ja b
sellaiset arvot, ettd yhtdlot ovat samat.

-12x+4y =20
{4y=kx+b

—-12x+4y =20
{ —kx+4y=>b

Huomataan, ettd, jos k= 12 ja b = 20 yhtélot ovat samat ja
yhtéloparilla on ddreton mééra ratkaisuja.

Vastaus: k=12, 5=20
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b) Yhtiloparilla ei ole ratkaisua, jos yhtdloitd vastaavat suorat ovat
yhdensuuntaiset, mutta eivit yhdy. Muutetaan molemmat yhtalot
ratkaistuun muotoon.

-12x+4y =20
{4y:kx+b

4y=12x+20 |:4
{4y=lcx+b I|: 4
y=3x+5
{ k b

Y=4tg

Jotta suorat olisivat yhdensuuntaiset, on kulmakertoimien oltava yhtd
suuret. Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan siité .

ENENES
Il

3 |14
12

Jotta suorat eivét yhtyisi on suorien vakiotermien oltava eri suuret siis
b

1% 5 |4

b+#20
Yhtéloparilla ei ole yhtdén ratkaisua, jos k = 12 ja b # 20.
Vastaus: k=12, b #20

¢) Yhtiloparilla on yksi ratkaisu, jos yhtdloitd vastaavat suorat leikkaavat
toisensa eli ovat eri suuntaiset. Tdma tapahtuu a- ja b- kohtien
perusteella silloin, kun &k # 12.

Vastaus: k# 12
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89A. Yhtilo toteutuu, kun x = —1. Sijoitetaan x = —1 yhtdl66n ja ratkaistaan
vakio a.

ax’ +(a’ =1x+1=0
a(-1)* + (@’ -)(-1)+1=0
a-a’ +1+1=0

—a*+a+2=0
oAz
2-(-1)
I EL)
-2
a:%:2 tai a:_l_"2'3:_1

Sijoitetaan alkuperdiseen yhtéloon ensin a = 2 ja ratkaistaan yhtalo.
ax*> +(a* =Dx+1=0
2x* + (22 =Dx+1=0

2x* +3x+1=0
343" -4.2-1
x_
2.2
R EVi
4
_3-1_ . . _3+1_ 1
X = 7} =-1 tai x= i =%

Kun a =2, on toinen juuri x = —%.

Sijoitetaan alkuperdiseen yhtdloon ¢ = —1 ja ratkaistaan yhtalo.
ax’ +(a> -Dx+1=0

x>+ ((-1)*=Dx+1=0

-x*+1=0
-x’=-1
x* =1

x==1

Kun a = -1, on toinen juuri x = 1.

Vastaus: a = 2, xz—% jaa=-1,x=1
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90A. a) Yhtdlon juuret x; ja x> saadaan toisen asteen yhtilon ratkaisukaavalla.
Lasketaan juurten summa.

—b+~b* —4ac + —b—~b* —4ac

X +x,=

2a 2a

_ —b+~b* —4dac —b—~b* —4ac
B 2a
_-2
"~ 2a

_b
T a

Vastaus: —

b) Kohdan a mukaan yhtilén x* — 3x + 1 = 0 juurten summa on

b_ 3_
PR =3.
Vastaus: 3

91A. Yhtilon x* + x + a = 0 diskriminanttion D = »*> —4ac=1-4-1 - a.

Toisen asteen yhtalon juuret ovat yhtd suuret, kun diskriminantti on 0.
Muodostetaan yhtild ja ratkaistaan siité vakio a.

1-4a=0
—da=-1  |:(-4)
0l
4

Ratkaistaan toisen asteen yhtild x* + x + % =0.

Ratkaisukaavalla saadaan:

2 1
vy i SR Y
21 21 2

2a

=l o1
Vastaus: a = 4,x— 3
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92A. a) Sijoitetaan a =5 ja y = 3 muunnoskaavaan log, y = igiz Z.
o831 e
Vastaus: E—z
b) Yhtildn 4° = 6 ratkaisu on x =log, 6 = igzz 2 = E—i

Vastaus: —
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93B. Merkitddn syntymépéivad merkinnillad pvkkvv.
Muodostetaan ajatustenlukemistempun laskutoimitusten lauseke.

1.pv+18
2. (pv+18) - 25

3. ((pv + 18) - 25) — 333

4. (((pv + 18) - 25) — 333) - 8

5. ((((pv + 18) - 25) — 333) - 8) — 554
s ((pv+18)-25)~333)-8) 554

, (pv+18)- 25)2— 333)-8)-554 |

8. (((((pv+18)-25)2—333)-8)—554+kk) g

9. ((((((pVHg)'25)2—333)-8)—554 +kk) ‘5) 60

10. ((((((w”g)'zﬂz—””'8)_554+kk) .5)+692) 120
(19292399 92558 ) ) 690) 20) 4

2. ((((( (((pv+18).25)2-333).8)—554+kk),5)+692)20j+w)+32940

Sievennetddn lauseke sopivalla ohjelmalla.
» CAS
(((((((pv+18)*25)-333)*8)-554)/2) +kK)*5)+692)*20)+W)-32940

PoistaSulkeet: 100 kk + 10000 pv + vv

Tulokseksi saadaan 10 000 pv + 100 kk + vv eli luku pvkkvv.

Vastaus: —
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94A.

Vilivaiheessa B on kirjain a korvattu yhtd suurella lausekkeella 4a — 3a ja
kirjain b korvattu yhté suurella lausekkeella 46 — 3b seké kirjain ¢
korvattu yhté suurella lausekkeella 4c — 3c.

Vilivaiheessa C on termejé siirretty yhtdlon puolelta toiselle.

Vilivaiheessa D on yhtdlon vasemmalla puolella otettu yhteinen tekija 4
ja oikealla puolella yhteinen tekija 3.

Vilivaiheen D jilkeen on yhtélo jaettu puolittain lausekkeella (a + b — ¢)
ja saatu vélivaihe E.

Téssé vaiheessa on tehty virhe, koska jakajana olevan lausekkeen arvo on
nolla, silld vaiheesta A ndhdéén, ettd a + b — ¢ = 0. Nollalla ei saa jakaa.

Vastaus: Vilivaiheessa B on kirjain a korvattu yhté suurella lausekkeella
4a — 3a ja kirjain b korvattu yhti suurella lausekkeella 45 — 3b seké
kirjain ¢ korvattu yhtd suurella lausekkeella 4c — 3c.

Vilivaiheessa C on termejé siirretty yhtalon puolelta toiselle.
Vilivaiheessa D on yhtilon vasemmalla puollella otettu yhteinen tekija 4
ja oikealla puolella yhteinen tekija 3.

Vilivaiheen D jilkeen on yhtilo jaettu puolittain lausekkeella (a + b — ¢)
ja saatu vélivaihe E. Téssé vaiheessa on tehty virhe, koska jakajana olevan
lausekkeen arvo on nolla, silld vaiheesta A ndhdédéin, ettia + b—c=0.
Nollalla ei saa jakaa.



Huippu Kertaus ¢ Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

y=x
95A. a) Esimerkiksi yhtdloryhmalld < y =2x on vain yksi ratkaisu. Ratkaistaan
y=3x
ensin yhtaoryhmén kahden ensimmaisen yhtédlon muodostama
yhtélopari.
y=x
y=2x
x=2x
-x=0
x=0

Sijoitetaan x = 0 yhtéldoryhmén ensimmaéiseen yhtdldon, jolloin saadaan
y=0. Sijoittamalla x = 0, y = 0 yhtéloryhmén viimeiseen yhtdl66n
huomataan, ettd se toteutuu, joten yhtdléryhmén ainoa ratkaisu on x = 0

jay=0.
y=x
Vastaus: esim. < y =2x
y=3x
y=x
b) Esimerkiksi yhtdloryhmilla { y =2x ei ole ratkaisua. Kahden
y=x+1

ensimmaisen yhtdlon muodostaman yhtiloparin ratkaisu on a-kohdan
perusteellax =0jay=0.

Sijoittamalla x = 0, y = 0 yhtéldryhmén viimeiseen yhtdl66n
huomataan, ettd se ei toteudu, joten yhtidldryhmalld ei ole ratkaisua.

y=x
Vastaus: esim.< y=2x
y=x+1
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¢) Kohta a:
Yhtéloryhma, jolla on yksi ratkaisu, tarkoittaa graafisesti sitd, etté
yhtéloryhmén suorilla on tdsmélleen yksi sellainen piste, jonka kautta
kaikki kolme suoraa kulkevat.

Kohta b:

Yhtiloryhma, jolla ei ole ratkaisua, tarkoittaa graafisesti sité, ettd
kaikki yhtdloryhmén suorat eivit leikkaa samassa pisteessé.

Kohdan b yhtidloryhmén kahden ylimmén suoran leikkauspiste on piste
(0, 0). Ylin suora ja alin suora eivit leikkaa toisiaan laisinkaan, koska
ne ovat yhdensuuntaiset.

Vastaus: a-kohta: kaikilla kolmella suoralla on yhteinen leikkauspiste,
b-kohta: kaikilla kolmella suoralla ei ole yhteisti leikkauspistettd
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x—y=3
96A. a) Ratkaistaan yhtaloryhmd < x+ y+z=5 .
x—=2y+z=8

Kahdesta alimmasta yhtdlosti saadaan eliminoitua muuttujat x ja z ja
ratkaistua muuttuja y.

{ x+y+z=5 ||(-1)

x=2y+z=8
—x-y—-z=-5
x—2y+z=8
-3y =3 [:(3)
y=-1

Sijoitetaan saatu muuttujan y arvo ylimpaéan yhtdloon, jolloin saadaan
x—(-D=3
x=2.

Sijoitetaan x = 2 ja y = —1 keskimmaéiseen yhtiloon, jolloin saadaan

2-1+z=5
z=4.
x=2
Yhtéloryhmén ratkaisu on siis 1 y =—1.
z=4

x=2

Vastaus: < y=-1
z=4
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2x+3y-2z=1
b) Ratkaistaan yhtidloryhmé {10x -6y —5z=—-6
~Ix+2y+5z=5

Eliminoidaan toisesta ja kolmannesta yhtidlostd muuttuja z.

10x—-6y—-5z=—-6
—Ix+2y+5z=5
3x—4y =-1

Eliminoidaan ensimmaisesti ja toisesta yhtalostd muuttuja z.

2x+3y-2z=1 ||-5
{10x—6y—52 =—6 |-(-2)
10x+15y-10z=5
{—20x+12y+102 =12

-10x+27y =17

Muodostetaan yhtélopari ja ratkaistaan siitd muuttujat x ja y.

3x-4y=-1 I|-10
{—10x+27y=17 -3
30x—-40y=-10
{—30x+81y =51
41y =41 ||: 41
y=1

Sijoitetaan y = 1 yhtdlo6n 3x — 4y = —1, jolloin saadaan

3x—4-1=-1
3x=3
x=1
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Sijoitetaan x = 1 ja y = 1 ylimpéén yht&loon, jolloin saadaan

2:1+3-1-2z=1

5-2z=1
—2z=-4

z=2

x=1
Yhtéloryhmén ratkaisu on siis { y=1.
z=2

x=1
Vastaus: < y=1
z=2

97B. Merkitién pienempéd luonnollista lukua kirjaimella x. Seuraava

luonnollinen luku on x + 1.

Muodostetaan lukujen nelididen erotusten avulla yhtilo ja ratkaistaan
ohjelman avulla siitd luku x.

(x+1)* —x* =681

Ratkaise((x+1)"2-x"2=681)
- {x=340}

1

Luvut ovat 340 ja 340 + 1 = 341.

Vastaus: 340 ja 341
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98B. Muokataan yhtéloa.

a(x+1)" =x>+1

a(x+1)(x+1)=x>+1

a(x* +2x+1)=x"+1
ax’ +2ax+a—-x"—1=0
ax’> —x* +2ax+a—-1=0
(a-Dx*+2ax+a—-1=0

Toisen asteen yhtlolla tdsmélleen yksi juuri silloin, kun diskriminantti
D = 0. Muodostetaan diskriminantin avulla yhtilo ja ratkaistaan ohjelman

avulla siitd a.

D=b>-4ac
b* —4ac=0
(2a)y —4(a—1)(a-1)=0

Ratkaise((2a)"2-4(a-1)(a-1)=0, a)

P §
Vastaus: a = 3
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99A. a) Yhtdlon ratkaiseminen on aloitettu jakamalla yhtdlo puolittain luvulla
2, jolloin on saatu vélivaihe (F).
Vaiheen (F) jilkeen yhtildsti on viihennetty puolittain termi x%, jolloin
on saatu vélivaihe (C).
Vaiheen (C) jilkeen on avattu sulkeet, jolloin on saatu vilivaihe (E).
Vaiheen (E) jdlkeen yhtdloon on lisdtty puolittain lauseke —4 — x,
jolloin on saatu vélivaihe (D).
Vaiheen (D) jalkeen on yhdistetty samanmuotoiset termit ja kddnnetty
yhtélo ympéri, jolloin on saatu vélivaihe (B).
Vaiheen (B) jilkeen on yhtild jaettu puolittain luvulla -3, jolloin on
saatu yhtéalon ratkaisu (G).

Vastaus:

Vilivaiheen jérjestysnumero | 1 |2 |3 |4 | 5|6 | 7
Vilivaihe A|/F|C|E|D|B]|G

b) Yhtélon ratkaiseminen on aloitettu vaihtamalla yhtdlén puolet
keskenddn. Tamén jalkeen on siirretty termit 4x ja 8 puolelta toiselle,
jolloin on saatu vélivaihe (B).

Vaiheen (B) jéilkeen yhtdloon on lisdtty puolittain luku 4, jolloin on
saatu vélivaihe (E).

Vaiheen (E) jilkeen polynomi x> — 4x + 4 on muutettu muotoon

(x — 2)? ja luku 16 on muutettu potenssiksi 4, jolloin on saatu
vilivaihe (F).

Vaiheen (F) jilkeen on otettu nelidjuuri, jolloin on saatu vilivaihe (D).
Vaiheen (D) jélkeen on yhtdloon lisétty puolittain luku 2, jolloin on
saatu yhtélon ratkaisu (G).

Huomataan, etté vélivaihe (C) ei kuulu timén yhtilon ratkaisuun.

Vastaus:

Vilivaiheen jérjestysnumero | 1 | 2 |3 |4 | 5| 6
Vilivaihe A|/B|E|F|D]|G
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100A. Koska T=—Igpeli T=—logiop, niinp=107".
a) Alkoholinkdytosté johtuvan kuoleman todennékdisyys on
p=107%=0,000158...

Tapaturmaisen kuoleman todennékdisyys on
p=10"*=0,000398...

Tapaturmaisen kuoleman todennékdisyys on suurempi.
Vastaus: tapaturmaisen kuoleman

b) Tieliikenteessd loukkaantumisen todennikoisyys on
p=107%=0,000630...

Suomalaisia on noin 5,4 miljoonaa, joten suomalaisia loukkaantuu
keskiméirin tieliikenteesséd vuosittain

0,000630... - 5400 000 = 3407,169...= 3400.

Vastaus: 3400

101A. a)
2 5
—241= )
£ =5t+1=0 I
2 —5t+2=0
t__—(—S)i\/(—SY-—4'2'2
- 2.2
_ 543
4
_S5+3_8_ _5-3_-2__1
B ey e S
1

Vastaus: t=2tai t ==

\9)
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b) TAPA 1:
Yhtils [f(x)] - % f(x)+1=0, on sama kuin a-kohdan yht&lod, mutta
nyt muuttujan ¢ paikalla on funktio f(x).

Kuvassa olevan suoran yhtilo on y = %x +1, joten f(x)= %x +1.

Kohdassa a yhtdlon ratkaisuiksi saatiin 1 =2 ja ¢t = %

Nyt ¢ = f(x), joten muuttuja x saadaan ratkaistua yhtaloisté

f@=2ja f(x)=1.

Ratkaistaan yhtalot.
Jx+1=2
%le |2
x=2
ja
_1
x—i—l—2
l.__1 .
¥= 12
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TAPA 2:

Kuvassa olevan suoran yhtil6é on y = %x +1, joten f(x)= %x +1.

Sijoitetaan f(x):%x+1yht5166n [f(x)]z—%f(x)+1=0, jolloin
saadaan yhtilo
(lx+1)2—§- Lii]+1=0
2 212
1 1 5 (1 _
(2x+1)(2x+1) 5 (2x+1)+1—0
e bl 123 3 -0 |
i +2x+2x+1 1% 2+1 0 |-4
X +2x+2x+4-5x-10+4=0
¥ —x-2=0
~(=DE(-1)’ - 4-1-(-2)
X =
2-1
N N
2
L 13
2
13 o143
Xx="—5== 1 tai x > 2

Vastaus: x =2 tai x = —1
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3 FUNKTIOITA

102A. Suoran yhtildsséd y = kx + b kulmakerroin on £ ja vakiotermi b.
Kulmakerroin £ ilmoittaa, kuinka monta yksikkoa liikutaan y-akselin
suunnassa, kun kuljetaan yksi yksikko oikealle. Vakiotermi b on kuvaajan
jay -akselin leikkauspisteen y-koordinaatti.

Suora 1:
Kulmakerroin £ = 2 ja vakiotermi b = 0, joten suoran yhtilé on y = 2x + 0
eliy=2x.

Suora 2:
Kulmakerroin k£ = —1 ja vakiotermi b = 1, joten suoran yhtilo on
y=-1-x+1=—x+1.

Suora 3:

Kulmakerroin k& = 0 ja vakiotermi b = —% , joten suoran yhtld on

_op_t__1
y=0x =3

Vastaus: Suora 1: y = 2x, Suora 2: y=—x +1, Suora 3: y = —%
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103A. a) Kulmakerroin on k = % = _T2 =-2.

Vastaus: k=2

b) Suoran yhtéld on a-kohdan perusteella muotoa y = —2x + b. Sijoitetaan
yhtél6on pisteen (7, 5) koordinaatit x = 7 ja y = 5 ja ratkaistaan
vakiotermi b.

5=-2-7+b
5=—14+b
h=19

Vastaus: b =19

¢) Kohdan a perusteella suoran kulmakerroin on —2 ja kohdan b
perusteella suoran vakiotermi on 19. Suoran yhtil6 on siis

y=-2x+109.

Vastaus: y =—2x + 19



Huippu Kertaus ¢ Tehtévien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

5-3

104A. a) Suoran kulmakerroin on k = 2: 1 =2.

2
1
Suoran yhtdld on muotoa y = 2x + b. Sijoitetaan suoran yhtdloon
pisteen (1, 3) koordinaatit ja ratkaistaan vakiotermi b.

3=2-1+b
b=1

Suoran yhtilé on y = 2x + 1.
Vastaus: y=2x+1

b) Origo on piste (0, 0).
Suoran kulmakerroin on k& = 20 _ 5 —i.
-3-0 -3 3
Suoran yhtdld on muotoa y = —%x + b. Koska suora kulkee origon

kautta, sen vakiotermi on 0.

Suoran yhtilo on siis y = —%x.

Vastaus: y = —%x

—24-(-24) 0

“11-(-4) =—7=0

¢) Suoran kulmakerroin on k =

Suoran yhtdlé on muotoa y =0x + b = b.

Sijoittamalla pisteen (—4, —24) y-koordinaatti yhtdléon y = b saadaan
suoran yhtaloksi y = —24.

Vastaus: y = —24
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105A. a) Suora leikkaa x-akselin, kun y = 0. Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan
siitd suoran ja x-akselin leikkauspisteen x-koordinaatti.

3x—-6-0=12
3x=12 |:3
x=4

Suora leikkaa x-akselin pisteessé (4, 0).
Vastaus: (4, 0)

b) Suora leikkaa y-akselin, kun x = 0. Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan
siitd suoran ja y-akselin leikkauspisteen y-koordinaatti.

3-:0-6-y=12
—6y=12  |:(-6)
y=-2

Suora leikkaa x-akselin pisteessa (0, —2).

Vastaus: (0, —2)



Huippu Kertaus ¢ Tehtévien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

¢) TAPA 1:

Suoran kulmakerroin saadaan selville, kun ratkaistaan yhtélosta y.

3x-6y=12
—6y=-3x+12 [ :(=6)
y=:—2x+1—26
y=%x—2

Suoran kulmakerroin on % = %

TAPA 2:
Kohtien a ja b perusteella suora kulkee pisteiden (4, 0) ja (0, —2)
kautta, joten suoran kulmakerroin on
p=270_=2_1
0-4 -4 2

P §
Vastaus: k£ = 5
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106A. a) Funktio on muotoa f(x)=a-q".

Sijoitetaan tiedon f{0) = 2 perusteella yhtdloon y =a - ¢* luvut x =0 ja
y =2, jolloin saadaan a-q’ =2. Koska ¢° = 1, niin timén yhtilon
ratkaisu on a = 2.

Vastaavasti tiedosta f{3) = 54 saadaan yhtilo a - ¢° = 54.
Koska a = 2, yhtilo tulee muotoon 2¢° = 54. Ratkaistaan yhtil.

2¢°=54  |:2
q’ =27
=27
qg=3

Funktio on siis f{x) =2 - 3",
Vastaus: f{x) =2 - 3*

b) Funktio on muotoa f(x)=a-q".
Koska funktion kuvaaja kulkee pisteen (0, 3) kautta, funktiolle patee
f(0) = 3. Tisti saadaan yhtild a - ¢° = 3. Koska ¢° = 1, niin yhtilon
ratkaisu on a = 3.

Koska funktion kuvaaja kulkee pisteen (5, 96) kautta, funktiolle pétee
f(5) = 96. Tistd saadaan yhtild a - ¢° = 96.
Sijoittamalla @ = 3 yhtilé saadaan muotoon 3¢° = 96. Ratkaistaan .

3¢° =96 [:3
g’ =32
q=332
qg=2

Funktio on siis f{x) =3 - 2".

Vastaus: f{x) =3 - 2*
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107B. a) Koska f{0) =5+ 10 - 0 =5, niin sademittarissa oli keskiyolld 5 mm

vetta.

Vastaus: 5 mm

b) Koska f{7) =5+ 10 - 7 =75, niin mittarissa oli 75 mm vetti kello 7.

Veden syvyys kasvoi siis seitsemdssé tunnissa
75 mm — 5 mm = 70 mm.

Vastaus: 70 mm

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan siité hetki, jona veden syvyys oli
40 mm.

5+10x =40
10x =35 |:10
x=3,5

Veden syvyys oli 40 mm, kun aikaa oli kulunut keskiyosté 3 ja puoli
tuntia. Kello oli tdlloin 3.30.

Vastaus: kello 3.30

d) Vastaus: Luku 5 ilmoittaa veden syvyyden alkuhetkelld millimetreina,

ja luku 10 ilmoittaa, kuinka monta millimetrid veden syvyys kasvoi
tunnissa.
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e) Piirretdén funktion kuvaaja ja mééritetdén kuvaajan ja x-akselin
leikkauspiste.

‘syvyys (m
10
5
aika (m_
-15 0 05 1 15
-5

Kuvaajan ja x-akselin leikkauspiste on (—0,5; 0), joten funktion f
nollakohta on x = —0,5. Tdma tarkoittaa, ettd puoli tuntia ennen
keskiy6td, veden syvyys oli 0 mm, eli sade alkoi klo 23.30 edellisen
vuorokauden puolella.

Vastaus: x = —0,5. Sade alkoi klo 23.30 edellisen vuorokauden
puolella.



Huippu Kertaus ¢ Tehtévien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

108A. A: Jos suureen y arvo 20-kertaistuu aina, kun muuttujan arvo kasvaa
yhdelld, kasvu on eksponentiaalista. Tatd vastaava yhtilo on
y=a - 20" Vaihtoehto IV on siis oikein.

B: Jos suureen y arvo kasvaa 20 %, se tulee 1,2-kertaiseksi alkuperdiseen
nihden. Koska tdmaé tapahtuu aina, kun muuttujan x arvo kasvaa
yhdelld, kasvu on eksponentiaalista. Kasvua vastaava yhtdlo on
y=a - 1,20 joten vaihtoehto II on oikein.

C: Jos suureen y arvo kasvaa 20:114, kun muuttujan arvo kasvaa yhdella,
kasvu on lineaarista. Kasvua vastaava yhtdlo on y = a + 20x, joten
vaihtoehto III on oikein.

D: Jos suureen y arvo kasvaa 1,20:114, kun muuttujan arvo kasvaa yhdella,
kasvu on lineaarista. Kasvua vastaava yhtélo on y = a + 1,20x, joten

vathtoehto I on oikein.

Vastaus: A: IV, B: I, C: Il jaD: 1
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109B. Koska 100 % + 2,5 % = 102,5 %, niin jokaisessa hinnan korotuksessa
hinta tulee 1,025-kertaiseksi. Hinnan muutos on siis eksponentiaalista.
Talloin funktio f{x) =59 - 1,025" ilmoittaa hiusten leikkauksen hinnan x
vuoden kuluttua nykyhetkesta.

Lasketaan f{10).
f10)=159 - 1,025"=75,524... = 75.
Tarkistetaan tulos méarittdimalld funktion fkuvaajan ja suoran x = 10
leikkauspiste.

120Ahinta (€)
Leikkauspiste on (10; 75,525), joten
A10)=75. 100

Tulos tarkoittaa, ettd naisten hiusten 80 » |
leikkaus maksaa 10 vuoden kuluttua y =1
noin 75 euroa. 60

40

20

aika (vuqtta)
0 2 4 6 8 10

Vastaus: f{x) =59 - 1,025%, f{(10) = 75. Tulos tarkoittaa, ettd naisten
hiusten leikkaus maksaa 10 vuoden kuluttua noin 75 euroa.

) .. . hhinta (€

Tulos tarkoittaa, ettd naisten hiusten e L
leikkaus maksaa 10 vuoden kuluttua
noin 75 euroa.

100

80 |
y = f(x)
60

40

20

aika (vuqtta)
0 2 4 6 8 o
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110A. Vaiheessa 1 Eppu laski suoran kulmakertoimen & =% oikein.

Vaiheessa 2 Eppu sijoitti kulmakertoimen ja suoran pisteen (1, 4)
koordinaatit x = 1 ja y = 4 suoran yhtél66n y = kx + b. Koordinaatit
menivét kuitenkin védrin pdin. Oikea yhtilo on tdssé:

4=%J+b

Vaiheessa 3 Eppu ratkaisi dsken muodostamastaan yhtélsta vakiotermin
b. Koska yhtélo oli vadra, hén sai tulokseksi vééran vakiotermin.
Ratkaistaan oikea vakiotermi oikeasta yhtélosta.

+b

.[;
wl\l

Il
N

_7
3

SIS
Il
(SSIEN|

w|mw|5

Vaiheessa 4 Eppu muodosti suoran yhtilon sijoittamalla kulmakertoimen
ja vakiotermin yhtdloon y = kx + b. Hén sijoitti kuitenkin luvut vaarinpdin,
joten kulmakertoimeksi £ tuli vakiotermin b arvo ja vakiotermiksi b
kulmakertoimen £ arvo.

Oikea suoran yhtélo on y = %x + %

Vastaus: —
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111A. Vaiheessa 1 Kim muodosti pisteiden koordinaattien avulla kaksi yht&loa.

Ensimmaéisen yhtélon Kim sai, kun hén sijoitti pisteen (1, 3) koordinaatit
x=1jay=3yhtdloony=a - ¢

3=a-q'

a-q=3.

Toisen yhtdlon Kim sai pisteen (3; 6,75) koordinaattien avulla.
6,75=a-q’elia -¢°=6,75.

Vaiheessa 2 Kim ratkaisi yhtdléryhmén @4q4=

3 .
hjelmall
i-q =6.75 ohjelmalla

yhtdloparin ratkaisutoiminnolla.
Hin sai yhtéloparin ratkaisuksi a =2 ja ¢ = 1,5.
Funktion lauseke on siis fix) =2 - 1,5".

Vastaus: —
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112B. Merkitddn kulunutta aikaa vuosina vuodesta 2000 alkaen kirjaimella x.
Sovitetaan aineistoon lineaarinen malli sopivalla ohjelmalla.

Avakiluku (tuhatta)
700

600
500

400 o N a L
°y=0,328x + 384,141

300

200

100

Aika (vuotta)
0 10 20 30 40 o

Lineaarinen malli on y = 0,328x + 384,141.

Vuonna 2100 on kulunut 100 vuotta vuodesta 2000.
Mairitetdén vakiluku vuonna 2100 suorien y = 0,328x + 384,141 ja
x =100 leikkauspisteen avulla.

AVakiluku (tuhatta)
700

600

500
(100, 4{16.967)

400 | e
— e

y = 0,328x + 384,141

300
200

100

Aika (vuott_iL
0 20 40 60 80 100




Huippu Kertaus ¢ Tehtévien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

Suorien leikkauspiste on (100; 416,967), joten lineaarisen mallin mukaan
vikiluku vuonna 2100 on 416 967 = 417 000.

Sovitetaan aineistoon eksponentiaalinen malli sopivalla ohjelmalla.

AVikiluku (tuhatta)
700

600
50 y = 383,97-1,001"

400 o Py o

300

200

100

Aika (vuottg)
o 10 20 30 0

Eksponentiaalinen malli on y = 383,97 - 1,001".

Madritetddn vakiluku vuonna 2100 funktion f{x) = 383,97 - 1,001" ja
suoran x = 100 leikkauspisteen avulla.

Avakiluku (tuhatta)
700

600

%01y = 383,97 -1,001"

(100, 418.321)
400 | o

300
200

100

Aika (vuottga)
0 20 40 60 80 100
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Leikkauspiste on (100; 418,321), joten eksponentiaalisen mallin mukaan
vikiluku on 418 321 =~ 418 000 vuonna 2100.

Eksponentiaalisen mallin antama ennuste on suurempi kuin lineaarisen
mallin antama ennuste. Lasketaan ero prosentteina.

418321
W—1,00324...

Eksponentiaalisen mallin antama ennuste on
100,324... % — 100 % = 0,324... % = 0,32 % suurempi kuin
eksponentiaalisen mallin antama ennuste.

Vastaus: lineaarinen malli y = 0,328x + 384,141; eksponentiaalinen malli
y=2383,97 - 1,001"; 417 000 asukasta ja 418 000 asukasta; 0,32 %
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113B. a) Lasketaan funktion N arvo, kun x = 0.
N(0)=200-1,14° =200
Latauksia on tehty julkaisuhetkeen mennessé 200.
Vastaus: 200 latausta
b) Funktion muutoskerroin on ¢ = 1,14, joten latauksien mééré tulee joka
viikko 1,14-kertaiseksi. Latauksien maara siis kasvaa joka viikko
114 % — 100 % = 14 %.
Vastaus: 14 %

¢) Ratkaistaan yhtilo 200 - 1,14" =2000 ohjelmalla.

200%1.14"x=2000 %=1
RatkaiseNumeerisesti- {x = 17.57319413923 }

Ratkaisuksi saadaan x = 17,573..., joten sovellus on ladattu 2000
kertaa, kun aikaa on kulunut 17,573... viikkoa. Tdmai on 17 viikkoa ja
7-0,573... pdivad = 7 viikkoa ja 4 pdivaa.

Vastaus: 7 viikkoa ja 4 vuorokautta julkaisuhetkestd

d) Viidestoista viikko alkaa ajanhetkelld x = 14 ja pééttyy ajanhetkelld
x = 15. Lasketaan funktion arvot kohdissa x = 14 jax = 15.

N(14)=200 - 1,14 =1252,269...
N(15)=200 - 1,14 =1427,587...

Sovelluksen latauksien méaara 15. viikolla on
1427,587... —1252,269... =175,317... = 180.

Sovellus ladataan 15. viikolla noin 180 kertaa.

Vastaus: 180 kertaa
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VAHVISTA OSAAMISTA

114A. Pisteiden (2, 5) ja (=3, 8) kautta kulkevan suoran kulmakerroin on

~ 85 __3
=355
TAPA I:

Pisteiden (2, 5) ja (—4; 8,5) kautta kulkevan suoran kulmakerroin on

_ 2 T gy =T (L)L
Ao i M 2( 6) 12

Kulmakertoimet eivit ole samat, joten kyseessi ei ole sama suora.
Pisteiden (2, 5) ja (=3, 8) kautta kulkeva suora ei siis kulje
pisteen (—4; 8,5) kautta.
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TAPA 2:
Muodostetaan pisteiden (2, 5) ja (—3, 8) kautta kulkevan suoran yhtilo.

Sijoitetaan suoran yhtdléon y = kx + b kulmakerroin & = —% ja

pisteen (2, 5) koordinaatit x =2 ja y = 5. Ratkaistaan saadusta yht&losti
vakiotermi b.

3

5:—§Q+b

5:—%+b

b:5+g

b:6%

Pisteiden (2, 5) ja (=3, 8) kautta kulkevan suoran yhtalo on siis

y= —%x + 6%.

Tutkitaan, onko piste (—4;8,5) = (—4,%) tdlla suoralla sijoittamalla sen

x-koordinaatti suoran yhtéloon ja laskemalla y-koordinaatti.

=3 cayrelo12 gl 02 gl g3
y=-3(4)+6g=F+65=25+65=83=86

Koska 8,6 # 8,5, piste (—4; 8,5) ei ole suoralla.

Vastaus: ei kulje
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115A. a) Suoralla ei ole kulmakerrointa, joten se on y-akselin suuntainen, ja sen
yhtél6 on muotoa x = a.

Suora kulkee pisteen (3, —1) kautta, joten sen jokaisen pisteen
x-koordinaatti on 3. Talloin suoran yhtilo on x = 3.

Vastaus: x =3

b) Yhdensuuntaisten suorien kulmakertoimet ovat yhti suuret.
Ratkaistaan suoran 2x + 3y = 5 kulmakerroin.

2x+3y=5
3y==2x+5 |3
y:—%x+%

Suoran kulmakerroin on k = —%.

Suoran yhtdld on muotoa y = —%x + b. Sijoitetaan suoran yhtdloon

pisteen (3, —1) koordinaatit ja ratkaistaan vakiotermi b.

__2.

1= 3 3+bh
—1=-2+5b
b=1

Suoran yhtiloé on y = —%x +1.

Vastaus: y = —%x +1
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116B. a) Lasketaan populaation koko 24 tunnin kuluttua sijoittamalla ¢ = 24
funktion N(¢) = 1000 - 1,25" lausekkeeseen.

N(24)=1000 - 1,25** =211 758,236... = 212 000
Populaation koko 24 tunnin kuluttua on noin 212 000 bakteeria.
Vastaus: 212 000 bakteeria

b) Funktion lausekkeen muutoskerroin on 1,25. Tdma tarkoittaa, ettd
populaation koko kasvaa jokaisen tunnin aikana
125 % — 100 % = 25 %.
Vastaus: 25 %

¢) Ratkaistaan yhtdld N(r) = 1 000 000. Sopivalla ohjelmalla yhtélon
ratkaisuksi saadaan ¢ = 30,956... = 31.

Kestédd noin 31 tuntia siihen, ettd populaation koko ylittaa
miljoona bakteeria.

Vastaus: 31 tuntia
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117A. Ratkaistaan yhtild f{x) = g(x), kun f{x) = 4x* + 2x ja g(x) = 6x + 8.

4x* +2x=6x+8
4x* —4x-8=0 | :4
¥ -x-2=0

Yhtél6 on toisen asteen yhtild, jonka kertoimet ovat

a=1,b=—1jac=-2. Sijoitetaan kertoimet toisen asteen yhtélon
ratkaisukaavaan ja sievennetddn lauseke.

xz—bir\/bz—4ac

2a
~(DEVED - 4-1(-2)
x:
5 2-1

_1£49
T
Lo1%3

2

_1+3 : _1-3
x——2 tai x——2
x=2 x=-1

Yhtilon ratkaisu tarkoittaa, ettd funktioiden fja g kuvaajat leikkaavat
toisensa kohdissa, joiden x-koordinaatit ovat x = 2 jax = —1.

Vastaus: x =2 tai x = —1, Funktioiden fja g kuvaajat leikkaavat toisensa
kohdissa, joiden x-koordinaatit ovat x = 2 jax = —1.
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118B. TAPA 1:
Ratkaistaan suorien y = 2x — 3 ja y = 3x — 2 leikkauspiste yhtiloparista

y=2x-3
y=3x-2

Sijoitetaan y = 2x — 3 yhtdloon y = 3x — 2.

2x—-3=3x-2
=1 )
x=-1

Sijoitetaan leikkauspisteen x-koordinaatti yhtidlo6n y = 3x — 2.
y=3-(-1)—-2=-5

Yhtéloparin ratkaisu on x = —1, y = =5, joten suorien leikkauspiste on
P=(-1,-5).

Suora s kulkee siis pisteiden (7, 7) ja (—1, —5) kautta.

. _=5-7_-12_3
Suoran kulmakerroin on k& =7~ %~ 12

Suoran yhtdlé on muotoa y = %x +b.

Sijoitetaan suoran yhtiloon pisteen (7, 7) koordinaatit ja ratkaistaan
vakiotermi b.

3

725'7+b
7=%+b
__7
b= 2

Suoran yhtild on y = % - %
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Piirretdan kuvio.
oW y=3x-2 y=2x-3/

8 Q=77

i vZ15x-35

IS

N

TAPA 2:
Ratkaistaan suorien y = 2x — 3 ja y = 3x — 2 leikkauspiste yhtdloparista

y=2x-3
y=3x-2

Sopivan ohjelman avulla ratkaisuksi saadaan x = —1, y = —5, joten suorien
leikkauspiste on P = (—1, =5).

Suora s kulkee siis pisteiden (7, 7) ja (—1, —5) kautta.

Piirretdéin suora ja mééritetdén sen yhtélo ohjelman avulla.
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Suoran yhtdlo on y = 1,5x — 3,5 eli y =%x—%.
10‘y y=3x-2/\ o /
8 Q=47 7)
e vZ15x-35
4
7
o
-2 0 8
P — 3.7
Vastaus: P=(—1, 5),y—2x ok
by
8 y=1.5x /3.5
6 7,7
4
2
o
-2 0 4 6 8
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119B. Piirretddn funktion kuvaaja sopivalla ohjelmalla.

SAy

4

3

i A

0 5 10 15 20 2
-1

y =-0.0034t° + 0.096t* - 0.3241t - 1.9326

a) Kun kello on 3 iltapdivélld, niin keskiyostd on kulunut 15 tuntia.
Lasketaan funktion f{¢) = —0,00347 + 0,096¢* — 0,3242¢ — 1,9326 arvot
sopivalla ohjelmalla.

f15)=3,329... =3
f3)=-2,133= 2

Vastaus: n. 3 °Cjan. -2 °C
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b) Lampdtila on 0 °C kohdissa, joissa kuvaaja leikkaa ¢-akselin.
Madritetdén leikkauspisteet ohjelman avulla.

SAY

4

y =-0.0034t° + 0.096t* - 0.3241t - 1.9326

Kuvaaja leikkaa #-akselin kohdissa ¢ = 8,217... ja r =23,022..., joten
lampétila on O astetta noin kello 8 ja noin kello 23.

Vastaus: n. klo 8 ja n. klo 23
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¢) Lampdatila on korkeimmillaan kohdassa, jossa funktion arvo on suurin,
ja matalimmillaan kohdassa, jossa funktion arvo on pienin. Etsitdén
funktion suurin ja pienin arvo vililla [0, 24] funktion analysointi-
toiminnolla.

» Piirtoalue K| | €7 Funktion analysointi e
by fit) = Jos(0 < t < 24, -00... | € || &
4 Vili Pisteet
3 Ominaisuus Arvo
Min (1.8747 , -2.2252)
! Max (16.9488 , 3.5977)
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" V Integraali 20.6352
PintaAla 47.8611
-2 Keskiarvo 0.8598
. y =-0.0034t* + 0.096t* - 0.3241t - 1.9326 Pituus 27 3065
-4
-5
sl @ 0 <x=<

Funktio saa valilld [0, 24] suurimman arvonsa kohdassa 1 = 16,948...
ja pienimmén arvonsa kohdassa ¢ = 1,874..., joten ldmpétila on
korkeimmillaan noin klo 17 ja matalimmillaan noin klo 02.

Vastaus: n. klo 17 jan. klo 2
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120B. a) Muodostetaan lausekkeet sahkon kokonaishinnalle, kun sdhkoa

kuluu x kWh.

Koska kuukausittainen perusmaksu on maksettava, vaikka sahkoa ei
kuluisi ollenkaan, perusmaksu méarai lausekkeen vakiotermin.

Koska jokainen kilowattitunnin lisdys kasvattaa sdhkolaskua
yksikkohinnan verran, kokonaishinta on séhkdnkulutuksen lineaarinen

funktio ja yksikkohinta on sen kokonaishinnan lausekkeessa
muuttujan x kerroin.

Kun hinnat muutetaan senteistd euroiksi, saadaan seuraavat lausekkeet.

a(x) = 4,02 + 0,0662x
b(x) = 3,75 + 0,0799x

Vastaus: a(x) = 4,02 + 0,0662x, b(x) = 3,75 + 0,0799x

b) Ratkaistaan yhtilo a(x) = b(x) sopivalla ohjelmalla.

4.02+0.0662x=3.75+0.0799x
RatkaiseNumeerisesti: {x = 19.70802919708 }

Kuukausittaisen sdhkonkulutuksen taytyisi olla
19,708... kWh = 19,7 kWh.

Vastaus: 19,7 kWh

Lasketaan sihkon kokonaishinnat vuodessa molemmissa yhtidissa.
Vuodessa perusmaksuja on 12 kpl.

Yhtio A:
12 - 4,02 +0,0662 - 2000 = 180,64

Yhti6 B:
12 - 3,75+ 0,0799 - 2000 = 204, 80

Hintojen ero on 204,80 € — 180, 64 € = 24,16 €.

Vastaus: 24,16 €
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121A. a) Ratkaistaan paraabelin ja x-akselin leikkauskohdat yhtélosta
¥ —12x+35=0.

Sijoitetaan toisen asteen yhtélon kertoimeta =1, b =—-12 jac =35
toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavaan ja sievennetéén lauseke.

x:—bi\/bz—4ac

2a
_ —(=12)£4/(-12)* - 4-1-35
N 2-1
Lo 1244144140
2
_12+/4
X =
2
Lo12+2
2
x=Ttaix=5

x-akselilla y-koordinaatti on 0, joten paraabeli leikkaa x-akselin
pisteissi (7, 0) ja (5, 0).

Vastaus: (7, 0) ja (5, 0)

b) Paraabelin huipun x-koordinaatti on paraabelin ja x-akselin
leikkauspisteiden x-koordinaattien keskiarvo. Leikkauspisteiden
x-koordinaatit ovat x =5 ja x = 7, joten huipun x-koordinaatti on

547 _
5 =6.

Huipun y-koordinaatti on
y=6"—12-6+35=36—-72+35=—1.

Huippu on pisteessé (6, —1).

Vastaus: (6, —1)
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122A.

123A.

Lampdtila muuttuu tasaisesti, joten lampdtilan muutosta voidaan kuvata
suoralla. Lasketaan suoran kulmakerroin, kun suoran kulkee pisteiden
(0; 17,1) ja (165; 22,3) kautta.

fe 22,3-17,1 572
T 165-0 165

=0,0315...

Suora kulkee pisteen (0; 17,1) kautta, joten suoran vakiotermi on b =17,1.

Suoran yhtilé on y =0,0315...x + 17,1.

Salon etédisyys Helsingistd on 165 km — 55 km = 110 km.

Lasketaan lampdétila Salossa sijoittamalla suoran yhtidloon x = 110.

y=0,0315... - 110 + 17,1 = 20,566... = 20,6

Lampétila Salossa on noin 20,6 °C.

Vastaus: 20,6 °C

a) Eksponentiaalinen malli soveltuu esimerkiksi kuvaamaan bakteerien
méérin kasvua. Bakteerien méérd voi esimerkiksi kaksinkertaistua aina
kolmessa tunnissa.
Vastaus: esim. bakteerien lisdéntyminen

b) Eksponentiaalinen malli ei sovellu esimerkiksi kuvaamaan lineaarisesti
muuttuvia ilmiditd. Lineaarisesti muuttuva ilmi6 on esimerkiksi auton

kulkema matka, jos nopeus on vakio.

Vastaus: esim. auton kulkema matka, jos nopeus on vakio
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124B. a) Vikiluvun kasvu on eksponentiaalista, joten se noudattaa funktiota

f)=a-q"
Merkitdén muuttujalla x aikaa vuosina alkaen vuodesta 2010.

Tiedetédn, ettd funktion kuvaaja kulkee pisteiden (0; 6,9) ja (8; 7,6)
kautta, kun muuttujan arvo on maapallon vékiluku miljardeina.

—q..°
Ratkaistaan luvut a ja g yhtéloparista {6’2 -4 g
6=a-q

Sopivalla ohjelmalla yhtéloparin ratkaisuksi saadaan a = 6,9 ja
qg=1,0121...

Maapallon vékiluku noudattaa siis funktiota f{x) = 6,9 - 1,0121...".
Ratkaistaan yhtalo f{ix) = 10.
Sopivalla ohjelmalla yhtélon ratkaisuksi saadaan x = 30,721... = 31.

Muuttuja x on aika vuodesta 2010 léhtien, joten maapallon vékiluku
ylittdd 10 miljardia vuonna 2041.

Vastaus: vuonna 2041
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b) Merkitddn muuttujalla x aikaa vuosina alkaen vuodesta 1960.

Tiedetéddn, ettd funktion kuvaaja kulkee pisteiden (0; 3,0) ja (30; 5,3)
kautta, kun funktion arvo on maapallon vékiluku miljardeina.

3,0=a-q"

Ratkaistaan luvut a ja g yhtéloparista { 3 30
3=a-q

Sopivalla ohjelmalla yhtéloparin ratkaisuksi saadaan a = 3,0 ja
g=1,0191...

Maapallon vékiluku noudattaa funktiota f{x) = 3,0 - 1,0191...".
Ratkaistaan yhtdlo f{x) = 10.

Sopivalla ohjelmalla yhtélon ratkaisuksi saadaan x = 63,467..., joten
aikaa kuluu tdméin ennusteen mukaan 63,467... vuotta vuodesta 1960

alkaen, eli 13,467... vuotta vuodesta 2010 alkaen.

Kohdan a mallin mukaan aikaa kuluu 30,721... vuotta vuodesta 2010
alkaen.

Ennusteilla on eroa 30,721... a—13,467...a=17,253... a= 17 a.

Vastaus: 17 vuotta alemmin
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125A. Kun muuttujat x ja y ovat suoraan verrannollisia, kuvaaja on origon kautta
kulkeva suora. Viittdma A sopii siis kuvioon II.

Kun muuttujat x ja y ovat kdéntden verrannollisia, muuttujan x arvon
kaksinkertaistuessa muuttujan y arvo pienenee puoleen. Pisteet (0,5; 2),
(1,1) ja (2, 1) ovat kuvion 3 kéyralld, joten kuvio III néyttéisi kuvaavan
kddntden verrannollisuutta. Vaittdma B néyttdisi siis sopivan kuvioon III.

Viittdméan C mukaan y kaksinkertaistuu aina, kun muuttuja x kasvaa
yhdelld. Pisteet (0,1), (1, 2) ja (2, 4) ovat kuvion V kéyréll4, joten
véaittdima C ndyttiisi sopivan kuvioon V.

Viittdiman D mukaan y puolittuu aina, kun x kasvaa yhdella. Pisteet (1, 4),
(2,2)ja (3, 1) ovat kdyrdlla IV, joten viittdma D ndyttdisi sopivan kdyrdian
IV. Pisteet (0, 5), (1; 2,5) ja (2; 1,25) néyttéisivit olevan kuvion I kayralla,
joten vdittdma D néyttéisi sopivan my0s kdyrdén 1.

Viittdmén E mukaan y on suoraan verrannollinen muuttujan x nelioon.
Muuttujan arvojen x =0, x =1, x =2 jax =3 neliét ovat 0, 1,4 ja 9.
Kayrilld VI on pisteet (0, 0), (1, 1), (2, 2) ja (3; 4,5), joiden y-koordinaatit
ovat edelld mainittujen muuttujan x nelididen puolikkaita, joten kayralla
VI y néyttéisi olevan suoraan verrannollinen muuttujan x nelioon.
Viittdma E nédyttéisi siis sopivan kdyréédn 6.

Vastaus: A: II; B: III; C: V; D: 1jaIV; E: VI
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126B. a) Myynti kasvaa lineaarisesti, joten myyntid kuvaa suora.

TAPA 1:
Mééritetddn suoran kulmakerroin, kun tiedetdén, ettd suora kulkee
pisteiden (0, 15 500) ja (2, 56 500) kautta.

_56500—15500

k 2-0

=20500

Suoran yhtilé on muotoa y =20 500x + b.

Koska helmikuun alussa eli hetkelld 0 leipaé oli myyty 15 500 kg,
suoran vakiotermi on b = 15 500.

Suoran yhtilo on siis y =20 500x + 15 500.
TAPA 2:

Piirretddn ohjelmalla suora pisteiden (1, 15 500) ja (3, 56 500) kautta ja
madritetddn suoran yhtalo.

Amyynti (kg)
60000
2, 56500)
500001 £ .y — 20500x + 15500
40000
30000
20000
(0, 15500)
10000
aika (kk)
0 05 1 15 2 25

Kysytty funktio on f{x) =20 500x + 15 500.

Vastaus: f{x) =20 500x + 15 500
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b) Funktio f'kuvaa eksponentiaalista kasvua. Piirretddn ohjelmalla
eksponenttifunktion kuvaaja, joka kulkee pisteiden (1, 15 500) ja
(3, 56 500) kautta ja madritetdén funktion lauseke.

Amyynti (kg)

70000

60000
50000 f(x) — 15500 - 1.91*
40000
30000
20000

10000

aika (kk)
0 05 1 15 2 25

Funktion lauseke on f{x) = 15 500 - 1,91".

Vastaus: fix) =15 500 - 1,91"
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¢) Madritetddn a- ja b-kohtien mallien mukaiset ennusteet leivan
myynnille kalenterivuoden eli 11 ensimmaéisen kuukauden aikana.

TAPA 1:

Lineaarisen mallin mukaan myyty mééra kilogrammoina on
SA11)=20500- 11 + 15 500 =225 500 = 241 000.

TAPA 2:

Madritetdédn suorien y = 20500x + 15 500 ja x = 11 leikkauspiste
ohjelman avulla.

300000Amyynti (kg)

250000

200000

150000

100000

50000

.
f .y = 20500x + 15500

1, 2

41000)

ka (k)

10

12

Leikkauspiste on (11, 241 000), joten leipdd myytiin kalenterivuoden
aikana lineaarisen mallin mukaan 241 000 kg.

Mairitetdén eksponenttifunktion f{x) = 15 500 - 1,91" kuvaajan ja
suoran x = 11 leikkauspiste ohjelman avulla.
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Amyynti (kg)

20000000

15000000

10000000

%0000 £ () = 15500 - 1.91

aika (kk)
12

Leikkauspiste on (11, 19 044 686,2), joten eksponentiaalisen mallin
mukaan leipdd myytiin kalenterivuoden aikana 19 044 686,2 kg.

19 044 686,2
241000

mallin mukaan 7902,359... % — 100 % = 7802,359... % = 7800 %
enemman kuin a-kohdan mallin mukaan.

Koska =79,02359..., niin leipdd myydéén b-kohdan

Vastaus: 7800 % enemmaén
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127B. a) Lineaarisen mallin kuvaaja on suora. Merkitddn vuosilukua kirjaimella
x ja nelibvuokraa kirjaimella y, jolloin suora kulkee pisteiden
(1985; 3,20) ja (2000, 10) kautta.

TAPA 1:
Maidéritetddn suoran kulmakerroin.
p=0=32 _68_; 453

2000-1985 15

Suoran yhtilé on muotoa y = 0,453...x + b. Sijoitetaan yhtdloon
pisteen (1985; 3,20) koordinaatit ja ratkaistaan vakiotermi b.

3,20=0,453...-1985+D
b =-896,666...

Suoran yhtilo on y = 0,453...x — 896,666... .

Lasketaan vuokra vuonna 2025 sijoittamalla x = 2025 suoran yht&l66n.
y=0,453... - 2025 — 896,666... =21,333... = 21

Vuokra vuonna 2025 on noin 21 €/m>.
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TAPA 2:
Piirretddn ohjelmalla suora pisteiden (1985; 3,20) ja (2000, 10) kautta.

12Anelisvuokra €

2000, 10
f:y=0.45x — 896.67 ¢ i)

/o vuogi.

1980 1985 1990 1995 2000 2005

Madritetddn nelidvuokraa kuvaavan suoran ja suoran x = 2025
leikkauspiste ohjelman avulla.

hnelisvuokra €) /

20 | 21.33)

15|f : y = 0.45x — 896.67

(1985, 3.2)

/ vl
/ 1980 1990 2000 2010 2020 2030

Leikkauspiste on (2025; 21,33), joten neliovuokra on vuonna 2025
noin 21 €.

Vastaus: 21 €/m?
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b) Midritetdin 58 m?:n kokoisen asunnon vuokran méiirin lauseke. Se
saadaan kertomalla nelidhinta y luvulla 58.

Vuokra on 58 - (0,453...x — 896,666...). Piirretddn kuvaaja sopivalla
ohjelmalla.

Vastaus:
Avuokra (€)

1200
1000
800

600

400 NECTE
1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020 2025 2030
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128B. a) Valitaan muuttujaksi x vuosien madrad alkaen vuodesta 2000 ja
muuttujaksi y kehitysyhteistydrahan méaird miljardeina euroina

Sovitetaan aineistoon lineaarinen malli sopivalla ohjelmalla.

1400ARaha (milj. €)

1200
1000

800

"999—

400

200

Aika (vuotta)
o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 =

Malliksi saadaan y = 31,28x + 595,117.

Sovitetaan aineistoon toisen asteen polynominen malli sopivalla
ohjelmalla.

1400ﬂRaha (milj. €)

1200

1000

600

200

Aika (vuotti!

o 7 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Malliksi saadaan y = —9,972x* + 260,625x — 604,791.

Vastaus: y = 31,28x + 595,117 ja y = —9,972x” + 260,625x — 604,791
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b) Koska malleissa muuttuja on vuosien maaré alkaen vuodesta 2000,
ennuste vuoden 2020 kehitysyhteistydrahalle saadaan mallien ja suoran
x =20 avulla.

Lineaarinen malli:
\Raha (mil. €) xE20

1400

1200

1000

800

y_

400

200

Aika (vhiotta)
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 0

Kohdan a mallin mukaisen suoran ja suoran x = 20 leikkauspiste on
(20; 1220,711), joten a-kohdan malli ennustaa vuoden 2020
kehitysyhteistydrahaksi noin 1220 miljoonaa euroa.

Toisen asteen polynominen malli:

ARaha (milj. €) xE 20
1400

1200
1000
800
600
400

200

Aika (viiotta)
0 7 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Kohdan b mallin mukaisen paraabelin ja suoran x = 20 leikkauspiste on
(20; 619,095), joten a-kohdan malli ennustaa vuoden 2020
kehitysyhteistydrahaksi noin 620 miljoonaa euroa.

Vastaus: 1220 miljoonaa euroa ja 620 miljoonaa euroa
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129A. a) Puumassan tilavuus kyseisind ajanhetkind saadaan laskemalla funktion
farvot kohdissa ¢ = 10, 20, 30 ja 40 sopivalla ohjelmalla.

£(10)=0,0513- "' =0,10125...~ 0,101
£(20)=0,0513- "% =0,19987...~ 0,200
£(30)=0,0513- "% = 0,39452... ~ 0,395
£(40)=0,0513- "% = 0,77875...~ 0,779

Vastaus: 0,101 m*; 0,200 m*; 0,395 m*ja 0,779 m’

b) Koska malli on eksponentiaalinen, puumassa kasvaa aina yhtd monta
prosenttia vuodessa. Talloin se kasvaa myds kymmenessd vuodessa
aina yhtd monta prosenttia.

Lasketaan, kuinka monta prosenttia f{10) on arvosta f{0) = 0,0513.

£(10) _ 0,10125...
£(0) ~ 0,0513

=1,97387...

Puumassan tilavuus kasvaa 10 vuoden aikana
197,387... % — 100 % = 97,387...% = 97,4 %.

Lasketaan, kuinka monta prosenttia f{1) on arvosta f{0) = 0,0513.

£() 0,0513- "%
£(0) " 0,0513

=1,07036...

Puumassan tilavuus kasvaa vuodessa
107,036... % — 100 % = 7,036... % = 7,0 %.

Vastaus: 97,4 % ja 7,0 %
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130B. a)

Maankuoren ldmpdétila kasvaa lineaarisesti. Merkitdédn syvyytta
kilometreind kirjaimella /. Selvitetdédn lampdtilaa Celsiusasteina
kuvaavan suoran kulmakerroin, kun tiedetdédn, ettd suora kulkee
pisteiden (0, 10) ja (10, 170) kautta.

4217010 _ 160 _

~10-0 10 =16

Lampotila kasvaa kilometrin matkalla 16 °C.

Vastaus: 16 °C

b) Koska lampétila kasvaa lineaarisesti, lampdtilan lauseke on muotoa

T(h)=kh + b.

Kohdan a mukaan kulmakerroin k£ = 16.

Koska lampétila 0 kilometrin syvyydelld on 10 °C, vakiotermi on
b=10.

Lampdtilaa kuvaa funktio 7(4) = 164 + 10.

500 AT (°C)

300 T(h) - 16h + 10

htkm)
20

-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Vastaus: 7T(h) = 164 + 10
Ratkaistaan yhtélo 7(4) = 100 ohjelmalla.
164+ 10=100

Ohjelmalla ratkaisuksi saadaan 4 = 5,625.
Lampétila on siis 100 °C noin 5,6 kilometrin syvyydessa.

Vastaus: 5,6 kilometrin syvyydella
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131B. a) Ennusteen mukaan vuonna 2014 asukasluku on 607 417 ja vuonna
2018 se on 628 894.

Sijoitetaan yhtdloon y = a(x — 2014) + b vuoden 2014 tiedot x = 2014
jay =607 417. Ratkaistaan yht&losta vakio b.

607 417 = a(2014—2014) + b
607417 =a-0+b
b=607417

Sijoitetaan yhtdloon y = a(x — 2014) + b vuoden 2018 tiedot x = 2018
jay =629 894 seki vakio b = 607 417. Ratkaistaan yhtdlosta vakio a.

628 894 = (2018 —2014) + 607 417
Ratkaisuksi saadaan ohjelmalla a = 5619,25.
Vastaus: a = 5619,25, b =607 417
b) Sijoitetaan a-kohdassa saadut vakioiden a ja b arvot seké ajankohta
x =2030 yhtéloon y = a(x — 2014) + b ja lasketaan asukasluku
vuonna 2030.
y=15619,25(2030 — —2014) + 607 417 = 697 325
Lasketaan vuoden 2014 ja 2030 vékilukujen erotus.

697 325 — 607 417 = 89 908 = 90 000.

Asukasluku kasvaa aikavililld 2014—2030 ennusteen mukaan noin
90 000 asukkaalla.

Vastaus: 90 000 asukkaalla



Huippu Kertaus ¢ Tehtévien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

¢) Asukasluku vuonna x on y = 5619,25(x —2014) + 607 417.
Piirretddn asukasluvun kuvaaja vililld 2014 <x <2030 sopivalla
ohjelmalla.

Vastaus:
Aasukasluku

800000
750000
700000

650000

Vuogsi
6000 -
2010 2012 2014 2016 2018 2020 2022 2024 2026 2028 2030
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132B. a) Valitaan muuttujaksi x vuosien madré alkaen vuodesta 2000.

Sovitetaan aineistoon lineaarinen malli.

APinta-ala (tuhatta ha)

250

200

150 y = 3,03571x + 141,07143

100

50

Aika (vuottg
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Malliksi saadaan y = 3,03571x + 141,07143.

Sovitetaan aineistoon eksponentiaalinen malli.

Pinta-ala (tuhatta ha)

250

y = 142,17994 - 1,01818"

200

150

100

50

Aika (vuotta)
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Malliksi saadaan y = 142,17994 - 1,01818".

Vastaus: y =3,03571x + 141,07143 ja y = 142,17994

- 1,01818"
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b) Vuonna 2017 on kulunut 17 vuotta vuodesta 2000.
Selvitetdan a-kohdan mallien mukaiset arviot vuoden 2017
luomuviljelypinta-alasta mallien ja suoran x = 17 avulla.

Pinta-ala (tuhatta ha)

200 y =3,03571c + 141,07143 ©

150

100

Aika (vuot‘t_@_
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Kohdan a lineaarisen mallin ja suoran x = 17 leikkauspiste on
(17; 192,678...), joten lineaarisen mallin mukaan luomuviljelypinta-ala
oli noin 193 000 hehtaaria vuonna 2017.

Pinta-ala (tuhatta ha)

250

20 y = 142,17994 - 1,01818" . L/

Y
°
°
150 /

— °

100

50

Aika (vuotl@_

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Kohdan b eksponentiaalisen mallin ja suoran x = 17 leikkauspiste on
(17; 193,136...), joten eksponentiaalisen mallin mukaan
luomuviljelypinta-ala oli noin 193 000 hehtaaria vaonna 2017.

Vastaus: 193 000 ha ja 193 000 ha
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¢) Lasketaan, kuinka monta prosenttia b-kohdan tulokset ovat
toteutuneesta peltopinta-alasta.

Lineaarinen malli:

192,678...

263 =0,73261...

Lineaarisen mallin mukaan vuoden 2017 tulos poikkeaa
100 % — 73,261... % =26,738... % =~ 27 % alaspdin vuoden 2017
toteutuneesta peltopinta-alasta.

Eksponentiaalinen malli:

193,136...

63 - 0,73436...

Eksponentiaalisen mallin mukaan vuoden 2017 tulos poikkeaa
100 % — 73,436... % =26,563... % =~ 27 % alaspdin vuoden 2017
toteutuneesta peltopinta-alasta.

Vastaus: 27 % alaspéin ja 27 % alaspéin



Huippu Kertaus ¢ Tehtévien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

133B. a) Lasketaan, kuinka monta prosenttia luku 1 460 500 on Iuvusta
422 500.

1460500

122500 3,45680...

Maksuhairioiden lukumaééra kasvoi
345,680...% — 100 % = 245,680... % =~ 246 %.

Vastaus: 246 %

b) Koska vuotuisen vihenemisprosentin oletetaan olevan sama,
maksuhdirididen oletetaan vihenevén eksponentiaalisesti. Télloin
maksuhéirididen miird noudattaa funktiota 1 460 500 - ¢*, jossa x on

vuodesta 2011 kulunut aika.

Muodostetaan yhtild ja ratkaistaan siitd muutoskerroin q.
1 460 500¢* = 422 500

Ohjelmalla saadaan ratkaisuksi ¢ = +0,73338...

Koska muutoskeroin ¢ ei voi olla negatiivinen, se on g = 0,73338..., ja
maksuhdiridt vihenevit tavoitteen mukaan vuosittain

100 % — 73,338... % =26,661... % = 26,7 %.

Vastaus: 26,7 %
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134B. a) Jattikynttildn korkeutta kuvataan suoran avulla. Tiedetdén, ettd suora
kulkee pisteiden (0, 100) ja (450, 0) kautta.
Lasketaan suoran kulmakerroin.

k 0-100 2

T450-0 9

Kynttilan pituus on 100 cm, kun siti ei ole poltettu viela laisinkaan.
Suoran vakiotermi on siis » = 100.

Suoran yhtilé on y = —%z +100

Vastaus: k=—§, b=100

y=—%t+100

b) Ratkaistaan yhtélopari .
y=120-0,005¢>

Sopivalla ohjelmaa yhtéloparin ratkaisuksi saadaan
t=-44,813... jay=109,958... tai t = 89,258... jay = 80,164...

Negatiivinen aika ei kdy, koska malli ei sovellu ajanhetkiin, joina
kynttiloité ei vield oltu sytytetty.

Kynttildt ovat yhté pitkid, kun ne ovat palaneet 89,258... h =90 h.

Vastaus: 90 tunnin palamisen jdlkeen
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135B. Valitaan muuttujaksi x vuosien madrd vuodesta 1980 lahtien. Sovitetaan
aineistoon polynomi, jonka asteluku on valittavissa.

Kun valitaan asteluvuksi kaksi, saadaan toisen asteen polynominen malli.

12hicsvijoita (milj.)
A

f (x) = 0.00838 x? — 0.32629 x + 9.55956

Aika (vuoﬁi )
0 10 20 30 40 50 60

Valitsemalla asteluvuksi 3 saadaan kolmannen asteen polynominen malli.

12hKavijgita 4milj.)
| e

f(x) = —0.00026 x* +0.0225 2 — 0.51354 x + 9.78984

Vastaavasti voidaan valita neljdnnen tai viidennen asteen polynominen
malli.
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T\vKKéivijiiité (mill)_ 4
———

f(x) = 0.00004 x* — 0.00322 x° -+ 0.09261 x> — 1.0143 x +

Aika vuottig

0 10 20 30 40 50 60

2hKavisits (i) -5

f(x) = 0x° —0.00017 x* +/0.00398 x> — 0.00997 x* — 0.5

Aika gvuotti)

0 10 20 30 40 50 60

Vuodesta 1980 on kulunut 50 vuotta vuoteen 2030. Malleista parhaiten
aineistoon néyttdisi sopivan kolmannen asteen malli.

Vuonna 2030 on kulunut 50 vuotta vuodesta 1980.

Madritetdén kolmannen asteen mallin mukainen ennuste elokuvissa
kévijoiden méérélle vuonna 2030 mallin ja suoran x = 50 avulla.

12AKavijgita 4milj.) %=50
1 e

f(x) = —0.00026 x* + 0.0225 x* — 0.51

Aika (vuatt,
o 10 20 30 40 o 60
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Kolmannen asteen mallin kdyrén ja suoran x = 50 leikkauspiste on (50;
7,82209), joten kolmannen asteen mallin mukaan vuonna 2030
suomalaiset kdyvit elokuvissa noin 7,8 miljoonaa kertaa.

Toiseksi parhaiten aineistoon néyttdisi sopivan 4. tai 5. asteen
polynominen malli. Valitaan néistd yksinkertaisempi.

AKavijoita (mill)_ 4 X L 50
35 1 5

30

f(x) = 0.00004 x* — b1l x? — 1.0143 x +

Aika (vuottg

0 10 20 30 40 90 60

Neljannen asteen mallin kdyrén ja suoran x = 50 leikkauspiste on
(50; 32,09712), joten neljannen asteen mallin mukaan vuonna 2030
suomalaiset kdyvit elokuvissa noin 32,1 miljoonaa kertaa.
Lasketaan kuinka monta prosenttia ennusteet poikkeavat toisistaan:
7,822 =0,243...

32,097...

Pienempi ennuste on 100 % — 24,3... % = 75,6... % = 76 % pienempi
kuin suurempi ennuste.

Vastaus: 7,8 miljoonaa kertaa, 32,1 miljoonaa kertaa, 76 %
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136A. Tulkitaan kuvaajissa positiivisen nopeuden suunnan olevan ylospéin tai
sivuttaisen liikkkeen tapauksessa liikkkeen alkuperéisen suunnan mukainen.

a) Pallo on levossa, kun se on koko ajan samassa paikassa, eli paikka on

vakio ja nopeus on nolla. Tdhén sopivat paikan kuvaaja 3 ja nopeuden
kuvaaja L.

Vastaus: 3, L

b) Kun pallo vierii vaakasuoralla tasolla, sen nopeus on suunnilleen vakio

ja paikka kasvaa tasaisesti. Tdhdn sopivat paikan kuvaaja 5 ja
nopeuden kuvaaja M.

Vastaus: 5, M

Kun pallo vierii vaakasuoralla tasolla ja palloa lydodéén mailalla
litkkkeen suuntaan, pallon nopeus on ensin vakio, kunnes lyontihetkelld
nopeus kasvaa ékillisesti suuremmaksi vakioksi. Télloin paikka kasvaa
tasaisesti ensin pienemméllé ja lyonnin jilkeen suuremmalla
nopeudella. Tdhan sopivat paikan kuvaaja 1 ja nopeuden kuvaaja P.

Vastaus: 1, P

d) Kun pallo vierii vaakasuoralla tasolla, tormia esteeseen ja kimpoaa

takaisin tulosuuntaansa, pallon nopeus on ensin positiivinen vakio ja
torméyksen jilkeen negatiivinen vakio. Télloin paikka ensin kasvaa
tasaisesti ja sitten vihenee tasaisesti. Tdhdn sopivat paikan kuvaaja 2 ja
nopeuden kuvaaja K.

Vastaus: 2, K

Kun pallo heitetédén pystysuoraan yldspéin, pallolla on positiivinen
alkunopeus. Sitten nopeus pienenee tasaisesti ja muuttuu negatiiviseksi
pallon alkaessa pudota. Téllin pallon paikan kuvaaja on alaspiin
aukeava paraabeli. Tédhén sopivat paikan kuvaaja 4 ja nopeuden
kuvaaja O.

Vastaus: 4, O
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f) Kun pallo pudotetaan kiddestd, sen nopeus on aluksi nolla ja sitten
negatiivinen, koska pallo putoaa alaspiin. Pallon pompatessa lattiasta
nopeus muuttuu dkillisesti positiiviseksi, ja koska pallo alkaa
uudestaan pudota, nopeus vihenee tdmén jilkeen. Téllin paikan
kuvaaja muodostuu kahdesta alaspdin aukeavan paraabelin osasta.
Téhédn sopivat paikan kuvaaja 6 ja nopeuden kuvaaja N.

Vastaus: 6, N

SYVENNA YMMARRYSTA

137B. Koska radioaktiivisuus véhenee eksponentiaalisesti, sitd voidaan mallintaa
funktiolla f{x) = 25 - ¢%, jossa ¢ on muutoskerroin ja x aika vuorokausina.

Tiedetéén, ettd f{5) = 16,2. Muodostetaan yhtdlo ja ratkaistaan siitd
muutoskerroin q.

25.¢° =16,2

Sopivalla ohjelmalla saadaan g = 0,916..., joten f{x) =25 - 0,916...".
Kun niytteen aktiivisuus on puolittunut ensimméisesti mittauksesta, se on
12,5 kBq. Muodostetaan yht&lo ja ratkaistaan siitd puoliintumisaika x.

25-0916...7=12,5

Sopivalla ohjelmalla saadaan x = 7,988... = 8, joten radioaktiivisuuden
puoliintumisaika on noin 8 vuorokautta.

Lasketaan ndytteen aktiivisuus 10 vuorokautta ennen ensimmaista
mittausta.
f=10)=25-0,916...7'°=59,537... = 59,5

Néytteen aktiivisuus 10 vuorokautta ennen ensimmdisté mittausta oli noin
59,5 kBq.

Vastaus: 8 vrk, 59,5 kBq
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138B. Ratkaistaan suoran kulmakerroin.

3x+4y-5=0
4y =-3x+5 | :4
3 5
y:—Zx+Z

. 3.
Kulmakerroin on k& = —Z, joten suora on laskeva.

Ratkaistaan suuntakulman o suuruus.

3
tana =——
4
a=36,869...°
a ~36,9°

Vastaus: laskeva, —36,9°

139A. a) Tiedetddn, ettd f{2) = 0. Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan siitd

vakio b.
%-2+b:0
3+6=0
b=-3

Vastaus: b =—3

b) Kohdan a perusteella f(x)= %x —3. Koska f{0) = =3, funktion f

kuvaaja leikkaa y-akselin pisteessa (0, —3).

Vastaus: (0, —3)
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¢) Funktion f'kuvaaja on suora, jonka kulmakerroin on & = % Piirretdan

mallikuva.

1.5

a I_ g-

Ratkaistaan kysytty terdvé kulma o tangentin avulla.

Funktion kuvaajan ja x-akselin vélinen terdvéd kulma on
56,309...° =~ 56,3°.

Vastaus: 56,3°
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140B. Merkitién hiilidioksidipadstdjen médrdd vaonna 1990 kirjaimella a.
Tiedetdan, ettd a > 0.
Talloin hiilidioksidipdéstdjen maérd vuonna 2008 oli 1,39a.
Koska vuotuinen kasvuprosentti oletetaan vakioksi, padstdjen madraa

voidaan mallintaa eksponenttifunktiolla f{x) = a - ¢*, jossa x on vuodesta
1990 kulunut aika vuosina.

Vuonna 2008 oli kulunut 18 vuotta vuodesta 1990. Muodostetaan yhtilo
ja ratkaistaan siitd muutoskerroin g.

a-q"®=139%
Sopivalla ohjelmalla ratkaisuksi saadaan ¢ ==+1,01846...

Koska muutoskerroin ei voi olla negatiivinen, on ¢ = 1,01846... ja
fix)=a-1,01846..."

Vuonna 2015 oli kulunut 25 vuotta vuodesta 1990. Lasketaan
eksponentiaalisen mallin mukainen pééstdjen miard vuonna 2015.

f25)=a-1,01846...2=1,579...

Eksponentiaalisen mallin mukaan paastodt kasvoivat vuosina 1990-2015
yhteensd 157,9... % — 100 % = 57.9... % = 58 %.

Vastaus: 58 %
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141A. Madritetdan suoran y = —3x + 2 ja x-akselin leikkauspiste.

x-akselilla y = 0. Muodostetaan yhtal0 ja ratkaistaan siitd leikkauspisteen
x-koordinaatti.

3x+2=0
-3x=-2
io2
3

Suora y = —3x + 2 leikkaa x-akselin pisteessé (%,O).

Mairitetdédn vastaavalla tavalla suoran y = ax + 6 ja x-akselin
leikkauspiste. Jos a = 0, suoran yhtdlo on y = 6, eikd suora leikkaa x-
akselia. Oletetaan, ettd a # 0 ja ratkaistaan leikkauspisteen x-koordinaatti

yhtélon avulla.

ax+6=0
ax=-6  |:a(#0)
x=-0
a

Suora y = ax + 6 leikkaa y-akselin pisteessa (—2,0).

Jotta suorat erottaisivat x-akselista janan, jonka pituus on 3, on oltava
6_2 . 6_2

——==+3 tal ——==-3.
a 3 a 3

Ratkaistaan g ndistd yhtdloista.

—§=%+3

a 6_2

6_2.9 ~2=2-3
=S4 a 3
_221_31 tai a3
~1la=18  |:(~11) 7“=i§ I:7

a=-18 =7

11

1
Vastaus: a=——8 tai a =—
11 7
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142B. a) CRP:n pitoisuus voi nopeimmillaan kaksinkertaistua kahdeksan tunnin
vilein. Koska CRP télloin kaksinkertaistuu aina samassa ajassa, kasvu
on eksponentiaalista.

Merkitéén aikaa keskipdivistd alkaen tunteina kirjaimella ¢.

TAPA 1:
1
CRP voi nopeimmillaan kasvaa funktion f(¢)=a-2® mukaisesti,

jossa a on pitoisuuden alkuarvo.

Kello 18:00 on kulunut 6 tuntia keskipdivésta.
Jos CRP-pitoisuus on keskipaivilld 40, se voi olla kello 18

6
enimmilldén f(6)=40-2% =67,271...~67,3.
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TAPA 2:

Jos CRP kaksinkertaistuu kahdeksassa tunnissa, se on 80 kahdeksan
tunnin kuluttua. Piirretddn ohjelmalla sellaisen eksponenttifunktion
kuvaaja, joka kulkee pisteiden (0, 40) ja (8, 80) kautta.

aika !h
8

Kello 18 on kulunut 6 tuntia keskipaivastd. Maaritetdan
eksponenttifunktion kuvaajan ja suoran x = 6 leikkauspiste ohjelmalla.

SOACRP x=6
70

f(x) = 40-1.00%

aika !m

Leikkauspiste on (6; 67,27), joten CRP voi kello 18 olla korkeintaan
67,27 = 67,3.

Vastaus: 67,3
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b) Jos tulehdus on kadonnut, CRP-pitoisuus puolittuu 19 tunnin vélein.
Tama on suurin mahdollinen CRP-pitoisuuden alenemisnopeus.

TAPA 1:

£+
Pitoisuus noudattaa funktiota f(¢)=a-0,5'", jossa a on alkuarvo.

t
Jos alkuarvo on 100, pitoisuus noudattaa funktiota f(¢)=100-0,5".

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan siité, kuinka pitké aika kuluu,
ennen kuin pitoisuus on laskenut arvoon 10.

€t
100-0,5" =10

Yhtilon ratkaisuksi saadaan sopivalla ohjelmalla ¢ = 63,116..., joten
aikaa kuluu vahintéén 63 tuntia eli 2 vuorokautta ja 15 tuntia. Téllin
on torstai ja kello on 3 yolla.
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TAPA 2:

Kun CRP-pitoisuus on 19 tunnin kuluttua puolittunut, sen arvo on 50.
Piirretdén ohjelmalla sellaisen eksponenttifunktion kuvaaja, joka
kulkee pisteiden (0, 100) ja (19, 50) kautta.

140ACRP

120

Tooy

30\
f(x) = 100-0.96*

60

40

20

aika (m

Madritetdén ohjelman avulla eksponenttifunktion ja suoran y = 10
leikkauspiste.

140pcRP
i
100

80

f(x\ = 100 - 0.96*

60

40

20

aika gm

0 10 20 30 40 50 60 70

Leikkauspiste on (63,12; 10), joten aikaa kuluu véhintddn 63 tuntia eli
2 vuorokautta ja 15 tuntia. T4lloin on torstai ja kello on 3 y6ll4.

Vastaus: torstaina klo 3
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143B. a) Suodatin poistaa yhdelld suodatuksella 96 % bakteereista, joten
bakteereista jéa jiljelle 100 % — 96 % =4 %.

Bakteerien miiri kahden suodatuksen jilkeen on a - 0,04% = 0,0016a,
jossa a > 0 on alkuperiinen bakteerien maird. Bakteereista on siis
kahden suodatuksen jélkeen jéljelld 0,16 %, joten niistd on suodatettu
100 % — 0,16 % = 99,84 % =~ 99,8 %.

Vastaus: 99,8 %

b) Kun bakteereista on poistettu 99,9995 %, niisté on jéljelld 0,0005 %.
Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan siité tarvittava suodatusten mééra x.

a - 0,04" = 0,000005a

Yhtélon ratkaisuksi saadaan sopivalla ohjelmalla x = 3,792..., joten
vesi on suodatettava vihintdin nelj kertaa.

Vastaus: véhintdin 4 kertaa

¢) Kun bakteereista on poistettu 99,9995 %, niisté on jéljelld 0,0005 %.
Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan siitd tarvittava muutoskerroin g,
kun kaksi suodatusta riittaa.
a - ¢*=0,000005a
Yhtélon ratkaisuksi saadaan sopivalla ohjelmalla ¢ =£0,00223...

Koska muutoskerroin ei voi olla negatiivinen, on g = 0,00223...

Bakteereista poistuu tilldin yhdelld suodatuskerralla
100 % — 0,223... % =99,776... % =~ 99,78 %.

Vastaus: 99,78 %
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144B. Kun radioaktiivisen aineen madra on vahentynyt 0,043 %, ainetta on
jéljelld 100 % — 0,043 % = 99,957 % alkuperéisestd.

Merkitédédn aineen alkuperdistd médraa kirjaimella a. Tiedetdédn, ettd a > 0.
Aineen méard vuoden kuluttua on 0,99957a.

Koska aineen mairalla on puoliintumisaika, aineen méard vahenee
eksponentiaalisesti noudattaen funktiota f{x) = a - ¢*, jossa ¢ on
muutoskerroin ja x aika vuosina.

Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan siitd muutoskerroin q.
a-q'=0,99957a

Yhtilon ratkaisu on g = 0,99957.

Aineen méadrd on puolittunut, kun f{x) = 0,5a.

Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan siitd puoliintumisaika a vuorokausina.
a -0,99957 = 0,5a

Yhtilon ratkaisuksi saadaan sopivalla ohjelmalla 1611,623..., joten
puoliintumisaika on 1611,623 a = 1600 a.

Vastaus: 1600 vuotta
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4 LUKUJONOT JA SUMMAT

145A. Madritetdan lukujonon (a,) kolme ensimmaisti jésentd ja sadas jasen aioo
sijoittamalla jasenten jdrjestysluvut yleisen jdsenen a, lausekkeeseen.

a) Yleisen jasenen lauseke on a, = 4n + 3.
a=4-1+3=7
a=4-2+3=11
a3=4-3+3=15
aio =4-100+3 =403

Vastaus: a1 =7, a2 =11, a3 =15 ja aioo =403

b) Yleisen jasenen lauseke on a, =4 - 3".

a=4-3"=12
a=4-3*=36
a;=4-3>=108

ao=4-3"=2,061...-10%=2,06 - 10*
Vastaus: a1 = 12, a» = 36, a3 = 108 ja aipo = 2,06 - 10*
146A. a) Aritmeettisen lukujonon erotusluku d on perdkkiisten jésen erotus,
jotend=8—-1=7.
Vastaus: d =7
b) Geometrisen lukujonon suhdeluku ¢ on perdkkéisten jasenten
osamadrd, joten g = 12_ 6.

2

Vastaus: g =6
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147A.

148A.

Merkinté a; = 2 tarkoittaa, ettd lukujonon kolmas jésen on 2, joten
merkintd A ja kuvaus IV kuuluvat yhteen.

Merkinté a, = 3 tarkoittaa, ettd lukujonon toinen jésen on 3, joten
merkintd B ja kuvaus I kuuluvat yhteen

Merkinté a, = 2 tarkoittaa, ettd lukujonon jokainen jdsen on 2, joten
merkintd C ja kuvaus V kuuluvat yhteen

Merkinté d = 3 tarkoittaa, ettd lukujonon erotusluku on 3, joten merkinti
D ja kuvaus II kuuluvat yhteen.

Merkinté a, = n tarkoittaa, ettd lukujonon jésen on sama kuin jdsenen
jarjestysluku, joten lukujono on 1, 2, 3, ... eli positiivisten

kokonaislukujen jono. Merkinti E ja kuvaus III kuuluvat siis yhteen.

Vastaus: A: IV, B: [, C: V, D: Il ja E: I

Mairitetdén jésenet a», a3 ja as.
a2=1,5-a27|=1,5-a1=1,5'6=9
=15 a-1=15-a2=15-9=13,5
ar=15-a1-1=15-a3=1,5-13,5=20,25

Vastaus: a, =9, a3 = 13,5 ja a4-20,25
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149A. a) Aritmeettisen lukujonon 1, 4, ... erotusluku on d =4 — 1 = 3, joten sen
yleinen termi on
an=ar+(n—1)-d=1+(n—-1)-3=1+3n—-3=3n-2.

Lasketaan kymmenes termi sijoittamalla yleisen termin lausekkeeseen
jérjestysluku n = 10.

611023 -10—2=28
Kymmenes termi on siis a0 = 28.

Vastaus: ajo =28

2 1
- onon 2.4 _4.2_A 3 2
b) Geometrisen lukujonon 39 suhdeluku on g = 03 g 73
3 1
. . 4 2_8
joten kolmas termi on a, =a, - q =93 27

Vastaus: a, = 27
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150A. a) Aritmeettisen lukujonon yleinen jdsen on
a=atm—1)-d=5+m—-1)-(-2)=5-2n+2=-"2n+7.

Havainnollistetaan lukujonoa koordinaatistossa.

6Ay

s| -

“

3 .

2

. .

=

(] 1 A 3 4 5 6 7

y .

-2

- .

-4

" .
Vastaus: a, = —2n+7,

sﬂy

s| e

.

s .

2

1 .

=

(") 1 2 3 4 5 6 7

. .

-2

3 .

-4

5 .
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b) Muodostetaan yleisen jisenen lausekkeen avulla yhtilo ja tutkitaan sen
avulla, onko luku —18 lukujonon jisen.

—18=-2n+7
2n=125 |:2
n=12,5

Koska n = 12,5 ei ole positiivinen kokonaisluku, luku —18 ei ole
lukujonon jésen.

Vastaus: ei ole
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151B. a) Geometrisen lukujonon yleinen jdsen on
an=ay-q" '=13-5""1

Havainnollistetaan lukujonoa koordinaatistossa.
&y
8000
7000
6000
5000
4000
3000
2000

1000

Vastaus: a, = 13 - 5" !,

8000
7000
6000
5000
4000
3000
2000

1000
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b) Muodostetaan yleisen jasenen lausekkeen avulla yhtilo ja tutkitaan sen
avulla, kuinka mones lukujonon jasen luku 8125 on.

8125=13-5"" |:13
5" =625
5n71 :54

Koska yhtélon vasemman ja oikean puolen potenssien kantaluvut ovat
samat, on eksponenttienkin oltava samat.

n-1=4
n=>5

Luku 8125 on lukujonon viides jdsen.

Vastaus: viides

152B. a) Geometrisen lukujonon 3, 6, 12, 24, ... ensimmmadinen jdsen on a; = 3

ja suhdeluku g =g =2, joten sen analyyttinen sddntd on

ap=ay-q" " '=3.2""1
Vastaus: a, =3 - 2" !

b) Geometrisen lukujonon 3, 6, 12, 24, ... ensimmdiinen jdsen on a; = 3 ja
a-kohdan perusteella suhdeluku ¢ = 2. Lukujonon jésen saadaan siis
kertomalla edellinen jdsen luvulla 2, ja lukujonon rekursiivinen sdénto

ona;=3,a,=2a,-1,n=2,3,4, ...

Vastaus: a1 =3, a,=2an-1,n=2,3,4, ...
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¢) Madritetddn lukujonon 20. jasen taulukkolaskentaohjelmalla kayttden
b-kohdan sddntdd. Lasketaan ensin soluviittauksen avulla toinen jasen.

A

=2"A1

Kopioidaan kaava alemmille riveille.

A
3
6
12
24
48

18 | 393216
19 | 786432
20 | 1572864

Lukujonon 20. jésen on ax = 1 572 864.

Vastaus: axo=1 572 864
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153B. a) Aritmeettisen lukujonon 4, 12, ... erotusluku on d =12 — 4 = 8.
Lasketaan lukujonon kolmas jisen soluviittausta kéyttéden.

A

A
2 12
3 |=A2+8

Kopioidaan kaava riveille 1-10.
A

12

4

2

3 |

4| 28
5 | 36
6 44
7| 52
8 | 60
9 68
10 76

A | A |
1| 4 1 4
2 | 2 2 12
3 20 3| 20
En 28 4 | 28
5 % 5 | 36
6 44 8 | 44
7 52 7 | 52
8 60 g | 60
9 | 68 9 | 68
10 76 10 | 76
11 =SUMMA(ATAT0) | 4y | 400

Lukujonon kymmenen ensimméisen jisenen summa on 400.

Vastaus: Sjo =400
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b) Geometrisen lukujonon 4, 12, ... suhdeluku on g = % =3. Lasketaan

lukujonon kolmas jdsen soluviittausta kéyttéen.

A

L
2 12
3 =23

Kopioidaan kaava riveille 1-10.

A |
4

12

36
108
324
972
2916
8748
26244
78732

—
(=]

A | A |

1 4 1 4
2 | 12 2 | 12
3 | 6 3 36
4 108 4| 108
5 | 324 5 324
6 | 972 6 972
7| 2916 7| 2916
8 | 8748 8 | 8748
9 | 26244 9 26244
10 78732 10 78732
1 [summaatato]l | 41 | 118096]

Lukujonon kymmenen ensimmaéisen jasenen summa on 118 096.

Vastaus: Sio=118 096
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a +a,

154A. a) Aritmeettisen summan kaavan S, =n- perusteella lausekkeessa

12.2+24

yhteenlaskettava 24 ja yhteenlaskettavien madard on 12. Summan arvo
on 12- 2+24 26

ensimmdiinen yhteenlaskettava on 2, viimeinen

> =12-7=12~13=156.

Vastaus: 2, 24, 12, 156

. 1-¢4"
b) Geometrisen summan kaavan S, = al(qu) perusteella lausekkeessa
s(-2%) ~
—[—,  ensimméinen yhteenlaskettava on 5, suhdeluku 2 ja

yhteenlaskettavien lukumééra 8. Summan arvo on

5(1—28)_5(1—256)_5(—255)_1275
-2 -1 - e

Vastaus: 5, 2, 8, 1275
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155A. a) Geometrisessa summassa
2+6+18+54+ 162+ 486+ 1458 + 4374 + 13 122 ensimméiinen
yhteenlaskettava on a; = 2 ja yhteenlaskettavien lukumé&éra n = 9.

Vastaus: a1 =2,n=9

b) Suhdeluku on g = g =3.
Vastaus: ¢ =3
¢) Lasketaan summa geometrisen summan kaavalla S, = %_qq), kun

ensimmdinen yhteenlaskettava on a; = 2, suhdeluku g = 3 ja
yhteenlaskettavien méérd n = 9.

_ 79
S9=%=19682

Vastaus: S= 19 682
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156A. a) Aritmeettisessa summassa 4 + 7 + ... + 31 ensimmaiinen

yhteenlaskettava on a; = 4 ja viimeinen a, = 31.

Vastaus: a; =4, a, =31

b) Yhteenlaskettavien lukuméérd on viimeisen yhteenlaskettavan a,-31

¢)

jérjestysluku.

Sijoitetaan aritmeettisen lukujonon yleisen jésenen kaavaan jonon
ensimmadinen jdsen a; = 4, erotusluku d =7 —4 =3 ja n:s jdsen a,=31.

Ratkaistaan yhtélostd viimeisen yhteenlaskettavan jarjestysluku .

a=ar+(n—1)-d
31=4+(mn—1)-3

31=4+3n-3
3n=30 II: 3
n=10
Vastaus: 10
) _ a, +a,
Lasketaan summa aritmeettisen summan kaavalla S, =n- 7 kun

yhteenlaskettavien méérd on n = 10, ensimméinen yhteenlaskettava
a1 =4 ja viimeinen yhteenlaskettava ajo = 31.

4+31
2

S, =10- =175

Vastaus: S1o=175
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VAHVISTA OSAAMISTA

157A. Aritmeettisessa lukujonossa perdkkéisten jésenten erotus on vakio.

a)

Lasketaan perékkaisten jdsenten erotukset.

az—a1=9—1=8
a3—a2=17—9=8

Koska perdkkiisten jidsenten erotukset ovat yhtd suuria, lukujono voi
olla aritmeettinen.

Vastaus: voi

b) Lasketaan perdkkiisten jasenten erotukset.

az—a1=14—9=5
a3—a2=9—5=47’:5

Koska perédkkiisten jédsenten erotukset eivit ole yhté suuria, lukujono
ei voi olla aritmeettinen.

Vastaus: ei voi

Lasketaan perdkkdisten jasenten erotukset.

Koska perdkkaiisten jésenten erotukset ovat yhtd suuret, lukujono voi
olla aritmeettinen.

Vastaus: voi
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158A. Geometrisesséd lukujonossa perdkkéisten jasenten suhde on vakio.
a) Lasketaan perdkkéisten jasenten suhteet.

a, -4
—_—=—= —4
a 1
a4 16
—_—= — = —4
a, -4

Koska perékkiisten jdsenten suhteet ovat yhtd suuria, lukujono voi olla
geometrinen.

Vastaus: voi

b) Lasketaan perdkkaisten jasenten suhteet.

bH_5_1
a 15 3
4G _1.,1
a2_5¢3

Koska perékkiisten jésenten suhteet eivit ole yhtd suuria, lukujono ei
voi olla geometrinen.

Vastaus: el voi

¢) Lasketaan perdkkdisten jasenten suhteet.

a, 3 1
a 6 2
3
a_2_ 3,311
a, 3 27 23 2

Koska perékkiisten jdsenten suhteet ovat yhtd suuria, lukujono voi olla
geometrinen.

Vastaus: voi
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159A.

TAPA 1:
Lukujonon 8, 16, 32, 64, ... ensimméinen jdsen on a; = 8 ja suhdeluku

_16_, . L
q="g= 2, joten sen yleinen jésen on

an=8 '2n71:23 _2n*1 :22 _21 .21171:4 _21+n*1:4 .o
Lukujono A ja sdant6 II kuuluvat siis yhteen.

. ensimméinen jésen on a; = 4 ja suhdeluku

Lukujonon 4, 2, 1, é

g= 2 _ 1 joten sen yleinen jasen on a, = 4- (l)n 1.
42’ n ?

Lukujono B ja sdant6 VI kuuluvat siis yhteen.
Lukujonon 2, 4, 8, 16, ... ensimméinen jdsen on a; = 2 ja suhdeluku
q= % =2, joten sen yleinen jisen on @, =2-2""' =2"""=2",

Lukujono C ja séédnto6 I kuuluvat siis yhteen.

Lukujonon %,%,%,%,m ensimmadinen jésen on q, =% ja suhdeluku
1112 1
I=4'5=41=2 joten sen yleinen jdsen on
Ly
“2\2 2 '

Lukujono D ja sdéntd IV kuuluvat siis yhteen.

Lukujonon 4, 8, 16, 32, ... ensimmaéinen jisen on a; = 4 ja suhdeluku
8 .. o
q=74= 2, joten sen yleinen jasen on

a,=4-2"",

Lukujono E ja sdantd III kuuluvat siis yhteen.
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Lukujonon 2, 1, ,%, ... ensimmadinen jisen on a; = 2 ja suhdeluku

< N

qg= %, joten sen yleinen jdsen on
n-1
a, = 2(1) =2

s 2] 5 2 e

Lukujono F ja sdédntd V kuuluvat siis yhteen.

Vastaus: A: I, B: VL C: [, D: IV, E: lll jaF: V

TAPA 2:
Lasketaan lukujonojen [-VI ensimmaéisii jéseniéd sddntdjen avulla ja
yhdistetddn sddnnot jonoihin A—F.

Saanto 1
a,=2"
611:21:2
612:22:4
(13223:8
ar=2'=16

Joten lukujono C ja séédnt I kuuluvat yhteen.

Saanto 11
a,=4-2"
a,=4-2"=8
a,=4-2"=16
a,=4-2=32
a,=4-2" =64

Joten Iukujono A ja sddnto II kuuluvat yhteen.
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Saanto I11
an=4-2"_1
a,=4-2"=4.2"=4
a,=4-2""=4.2'=38
a,=4-2""=4.2"=16
a,=4-2"=4.2"=32

Joten Iukujono E ja sdénto 111 kuuluvat yhteen.

Saanto IV

cofy

<[

Il
—_—
N | —

—
Il

1N
N
Il

S —
o
Il

—_—
(3]
| Il
N E

Q)
£
1

{
w
Il
—_—

-
=
|
—_
(o))

Joten lukujono D ja sddntd [V kuuluvat yhteen.

S#ints V
0
a,—4-(%)1=4-%:2
a2=4'(%)2=4%=1
oeeflf o33
a4:4.(%)4:4%:1

Joten lukujono F ja sdéntd V kuuluvat yhteen.
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Sddnto VI

n—1

)
=
Il
N
—_
N[ —
==

1-1 0
el oy -

2-1 1
aes) o1 -

1 3-1 1 2
w=tly) =4z -
1\ 1) _1
w4 {3] =4{3] 3

Joten lukujono B ja sddntd VI kuuluvat yhteen.

Vastaus: A: II, B: VL C: [, D: IV, E: [lljaF: V

160A. a) Sievennetiddn lukujonon lauseke
ap,=8+(m—1)-5=8+5n—-5=3+5n.

Huomataan, ettd lukujonon jdsenen arvo kasvaa aina 5:114, kun
jarjestysluku kasvaa 1:114. Lukujonon ensimmaiinen jdsen on

ar=8+ (1 —1)-5=38, joten lukujonon rekursiivinen sdantd on a; = 8§,
an=an-1+35.

Vastaus: a1 =8, a,=a,-1+5

b) Huomataan, etti lukujonon a, =9 - 7" jisenen arvo tulee aina 7-
kertaiseksi, kun jirjestysluku kasvaa 1:1la. Ensimmaéinen jésen on
a1=9-7""=9-1=09, joten lukujonon rekursiivinen sdintd on siis

a1=9,a,=7a,-1.

Vastaus: a1 =9, a, = Ta, -1
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161A. a) Aritmeettisen lukujonon yleinen jidsen on a, =a; + (n — 1) - d, joten
neljasjasenonas=a1+(4—-1)-d=a1+3-(-4)=a1 — 12.

Toisaalta tehtdvanannon tietojen mukaan neljds jdsen on a4 = 13.
Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan siitd ensimmaéainen jésen aj.

a —12=13
a, =25

Lukujonon ensimmaéinen jésen on siis a; = 25.

Koska ensimmadinen jésen on a; = 25 ja erotusluku d = —4, yleinen
jasenona,=25+m—1) - (-4)=25-4n+4=—4n+29.

Vastaus: a; =25, a, = —4n + 29

b) Lasketaan lukujonon 80. jésen sijoittamalla yleisen jdsenen
lausekkeeseen jarjestysluku n = 80.

aso=—4-80+29=-291
Vastaus: ago = —291

¢) Muodostetaan yleisen jdsenen avulla yhtilo ja tutkitaan sen avulla,
kuinka mones lukujonon jasen luku —163 on.

—4n+29=-163
—4n=-192 || :(—4)
n=48

Luku —163 on lukujonon 48. jéasen.

Vastaus: 48. jasen
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162B. TAPA I:
Geometrisen lukujonon yleinen jésen on a, = a; - ¢" ' ja sen periikkisten
jasenten suhde on g = 4, joten sen kolmas jésen on
a=a-¢ '=a-q¢=a-4=16a.
Toisaalta tehtivanannon mukaan kolmas jasen on a3 = 96.

Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan siitd lukujonon ensimmaiinen jésen a;.

16a, =96 |:16
a, =6

Lukujonon ensimmadinen jdsen on a; = 6 ja sen perakkaisten jasenten
suhde on ¢ = 4, joten sen yleinen jisen on a, =6 - 4" .

Muodostetaan yleisen jdsenen avulla yhtild ja tutkitaan sen avulla, onko
luku 98 304 lukujonon jasen.

6-4""' =98304 |:6
4" =16384
n—1=1log,16384
n—-1=7

n=238

Luku 98 304 on lukujonon 8. jasen.
Vastaus: on

TAPA 2:

Lasketaan taulukkolaskentaohjelmalla lukujonon jdsenid kolmannesta
jasenestd 96 eteenpdin kertomalla edellinen jasen luvulla 4. Huomataan,
ettd luku 98 304 lukujonon jésen.

A6 - Jr =A5*4
A B @ D

1 96

2 384

3 1536

4 6144

5 24576

6 98304)

7

Vastaus: on
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163A. a) Kun aritmeettisen lukujonon viidenteen termiin as = —9 lisdtaan
erotusluku 13 — 5 = 8 kertaa, saadaan 13. termi a3 = —41.

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan siiti erotusluku d.

—9+8d =-41
8d=-32  |:8
d=-4

Lukujonon erotusluku on d = —4.

Kun erotusluku d = —4 lisdtddn ensimmaiiseen termiin a; neljd kertaa,
saadaan 5. termi as = —9. Muodostetaan yht4lo ja ratkaistaan siitd
ensimmdinen termi a;.

a +4-(-4)=-9
a,—-16=-9
a =7

Lukujonon ensimmdinen termi on a; = 7.

Vastaus: d=-4,a,=7
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b) Kun geometrisen lukujonon neljés jasen as = 48 kerrotaan neljasti
suhdeluvulla g, saadaan kahdeksas jésen as = 768. Muodostetaan
yht&lo ja ratkaistaan siitd suhdeluku g.

48¢* =768 |:48

q* =16
g =316
qg==2

Suhdeluku on g =2 tai g = —2.

Kun lukujonon ensimmdinen jdsen a; kerrotaan suhdeluvulla ¢ = £2

kolmesti, saadaan neljds jasen a4 = 48. Muodostetaan yhtilo ja
ratkaistaan siitd ensimmaéinen jésen a;. Tutkitaan ensin tapaus g = 2.

a2 =48
8a, =48  |:8
a, =6

Jos g =2, niin ensimméinen jdsen on a; = 6. Tdlldin yleinen jésen on
ap=ar-q" '=6-2""",

Tutkitaan sitten tapaus g = —2.

a,-(-2)’ =48
—8a, =48 [ :(-8)
a,=-6
Jos g = —2, niin ensimméinen jdsen on a; = —6. Talldin yleinen jidsen

ona,=ai-q" '=—6-(-2)"".

Vastaus: g=2jaa,=6-2" '"taig=—2jaa,=—6-(-2)""".
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164A. a) Lasketaan yrityksen liikevaihto syyskuussa, joka on vuoden 9.
kuukausi.

L(9) =25 000+ 4000 - 9=61 000
Liikevaihto oli 61 000 €.
Vastaus: 61 000 euroa

b) Liikevaihdon lausekkeessa kuukauden jirjestysluku kerrotaan luvulla
4000, joten liikevaihto kasvoi kuukaudessa 4000 €.

Vastaus: 4000 euroa
¢) Tutkitaan yhtdlon avulla, missé kuussa litkevaihto ylitti 50 000 €.
25000+ 40007 =50 000
4000n =25 000 || : 4000
n=06,25
Kuudentena kuukautena eli kesdkuussa liikevaihto oli vield alle
50 000 €. Liikevaihto ylitti 50 000 € seitseméntend kuukautena eli

heindkuussa.

Vastaus: heindkuussa
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165A. a) Lasketaan summa geometrisen summan kaavalla, kun ensimmdainen
jasen on a; = 1, suhdeluku g = 4 ja yhteenlaskettavien mééra n = 15.

1(1—415)
Sis=—7—4~ =357913941

Vastaus: S15 =357 913 941

b) Lukujonon ensimmdinen jisen on a; =4 - (—3)' = —12 ja toinen jésen
a> =4 - (-3)* = 36, joten suhdeluku on ¢ = Z—z = _3—162 =-3.

1

Lasketaan summa geometrisen summan kaavalla, kun ensimmdiinen
jésen on a; = —12, suhdeluku g = —3 ja yhteenlaskettavien méaira
n=15.

—12[1-(-3)"]

) - 06724

SIS =

Vastaus: S15s =—43 046 724

¢) Kun geometrisen lukujonon ensimmaéinen jasen a; kerrotaan
suhdeluvulla ¢ = 3, saadaan toinen jésen a, = 27. Muodostetaan yhtilo
ja ratkaistaan siitd ensimmaéinen jdsen aj.

a,-3=27 [:3
a, =9

Lasketaan summa geometrisen summan kaavalla, kun ensimmaéinen
jasen on a; = 9, suhdeluku ¢ = 3 ja yhteenlaskettavien méérd n = 15.

9(1-3")

3 = 64570077

SIS =

Vastaus: Si5 = 64 570 077
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d) Kun geometrisen lukujonon neljés jdsen as = 24 kerrotaan suhdeluvulla

¢q kolmesti, saadaan seitsemis jésen a7 =192. Muodostetaan yhtdlo ja
ratkaistaan siitd suhdeluku g.

24g° =192 |:24
q' =8
q=38
q=2

Suhdeluku on siis g = 2.

Kun lukujonon ensimmadinen jasen a; kerrotaan kolmesti suhdeluvulla
q = 2, saadaan neljas jasen a4 = 24. Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan
siitd ensimmaiinen jdsen a;.

a2 =24
8a, =24  |:8
a, =3

Ensimméinen jdsen on siis a; = 3.

Lasketaan summa geometrisen summan kaavalla, kun ensimmdainen
jasen on a; = 3, suhdeluku ¢ = 2 ja yhteenlaskettavien mééra n = 15.

_3(1-2)

S5 =5 = 98301

Vastaus: S15 =98 301
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166A. a) Lukujonon ensimmaiinen jdsen on a; = 5 ja erotusluku d = 6, joten
30.jasenonaz=5+30—-1)-6=179.

Lasketaan 30 ensimmdisen jdsenen summa sijoittamalla aritmeettisen
summan kaavaan yhteenlaskettavien lukumééri n = 30, ensimmaiinen
jasen a; =5 ja 30. jésen asz = 179.

5+179

= 2760

S, =30-

Vastaus: S50 = 2760

b) Lukujonon ensimmaéinen jidsen on a; = 3200 ja erotusluku on
d=3100 — 3200 =-100, joten 30. jdsen on
az =3200+ (30 — 1) - (—100) = 300.

Lasketaan 30 ensimmadisen jdsenen summa sijoittamalla aritmeettisen
summan kaavaan yhteenlaskettavien lukuméaéra » = 30, ensimméinen
jasen a; = 3200 ja 30. jasen azo = 300.

S, =3o-w=52500

Vastaus: S50 =52 500

¢) Lukujonon ensimméinen jdsen on ¢, = —2 ja erotusluku on
d = 3. Lukujonon 30. jasen on a3p=—2+ (30 — 1) - 3 =85.

Lasketaan 30 ensimmadisen jisenen summa sijoittamalla aritmeettisen
summan kaavaan yhteenlaskettavien lukuméérd n = 30, ensimmaéinen
jasen a; = —2 ja 30. jdsen a3 = 85.

—2+4385

=124
2 5

S,, =30-

Vastaus: S50 = 1245
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167A. a) Aritmeettisen jonon erotusluku on d =a, —a, =7 - 3

yleinen jdsen on siis a, =a, +(n—1)-d :%+(n—l)- 1L
Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan siitd, kuinka monta jésenti
lukujonossa on.

3 11 _ .
SHn-1)-Z =117 -2
3+11(n—1)=234

3+11ln-11=234

11n—-8=234
11n =242 ||:11
n=22

Yhteenlaskettavien méara on siis n = 22.

Lasketaan summa sijoittamalla aritmeettisen summan kaavaan
yhteenlaskettavien méérd » = 22, ensimmaéinen yhteenlaskettava a, = % ja

viimeinen yhteenlaskettava a», = 117.

2+117 2607
Sy =22 25— =00

2607
>

Kysytty summa on

Vastaus: S = 2607

2
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.. . . a +a )
b) Sijoitetaan aritmeettisen summan kaavaan S, =n L1 termien

summa S, = 961, jonon ensimmdinen termi a; = 1 ja n:s termi a, = 61.
Ratkaistaan saadusta yhtélostd yhteenlaskettavien maéré n.

1+61
l=n-
961=n >
_,.02
961=n D
31ln=961 ||:31
n=31

Luku 61 on siis jonon 31. termi.

Sijoitetaan aritmeettisen jonon yleisen termin kaavaan

ap=ai+ (n—1) - d termin jérjestysluku n = 31, ensimmaéinen termi
a1 =1ja31. termi a3; = 61. Ratkaistaan saadusta yhtélosta
erotusluku d.

61=1+(31-1)d

61=1+30d
30d = 60 |:30
d=2

Jonon yleinen termi on siis @ = a; +d = 1 +2 =3, joten jonon toinen
termi on a; = 3.

Vastaus: ax =3
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168B. Koska ponnahduksen korkeus on 0,8-kertainen edelliseen ponnahdukseen
verrattuna, ponnahdusten korkeudet muodostavat geometrisen lukujonon,
jonka suhdeluku on ¢ = 0,8.

Kun pallo osuu kymmenennen kerran lattiaan, se on pudonnut alaspdin 10
kertaa ja pompannut lattiasta 9 kertaa.

Pallo kulkee alaspéin pudotessaan metreini yhteensd matkan
1+0,8+0,8+...0,8.

Lasketaan summa sijoittamalla geometrisen summan kaavaan
ensimmdiinen yhteenlaskettava a; = 1, yhteenlaskettavien maard n = 10 ja
suhdeluku ¢ = 0,8.

1(1-0,8")
So=—T1gg =H463..

Pallo kulkee ylospéin noustessaan metreind yhteensid matkan
0,8 +0,8"+... 0,8

Lasketaan summa sijoittamalla geometrisen summan kaavaan

ensimmdiinen yhteenlaskettava a; = 0,8, yhteenlaskettavien médrd n =9 ja
suhdeluku g = 0,8.

~0,8(1-0,8)

0 —W = 3,463

Pallo kulkee yhteensé 4,463... m + 3,463... m=7,926... m~ 8§ m.

Vastaus: 8 metrid
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169A. Lukujen 1000 ja 2000 vilissé olevien 13:1la jaolliset luvut muodostavat
aritmeettisen lukujonon, koska perdkkéisten jédsenten erotus on luku 13.
Pienin luvulla 13 jaollinen, lukujen 1000 ja 2000 vélissa oleva luku on
1001 =77 - 13 ja suurin 1989 = 153 - 13. Yhteenlaskettavien lukuméaara
on viimeisen yhteenlaskettavan a, - 1989 jarjestysluku.

Sijoitetaan aritmeettisen lukujonon yleisen jésenen kaavaan jonon
ensimmdinen jasen a; = 1001, erotusluku d = 13 ja n:s jasen a,=1989.
Ratkaistaan yhtdlostd viimeisen yhteenlaskettavan jérjestysluku n.

a=ar+mn—1)-d
1989=1001 +(n—1)- 13
1989=1001 + 13n— 13
13n=1001 [|: 13
n=77

Lasketaan summa sijoittamalla aritmeettisen summan kaavaan
yhteenlaskettavien mééra n = 77, ensimmdinen yhteenlaskettava a; = 1001
ja viimeinen az; = 1989.

100141989

S, =777

=115115

Kysytty summa on 115 115.

Vastaus: 115 115
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170B. Rahaa siirtyy tilille euroina 100 + 100 - 3 + 100 - 3%+ ...

Joka vaiheessa tilille siirtyvien rahojen mééra kolminkertaistuu, joten
siirretyt rahaméarat muodostavat geometrisen lukujonon, jonka suhdeluku
on g = 3.

TAPA 1:

Muodostetaan n:ssé ensimmaéisesséd vaiheessa siirrettyjen rahaméérien
summa sijoittamalla geometrisen summan kaavaan ensimméinen
yhteenlaskettava a; = 100 ja suhdeluku g = 3.

100(1-3") 100(1-3") \
S, =—1—3 =5 ~=-50(1-3").

Muodostetaan yhtild ja ratkaistaan sen avulla, kuinka monen vaiheen
jélkeen tililld oleva rahasumma ylittda 54 100 000 000 euroa.

~50(1-3")=54100000000 ||:(-50)
1-3" =—1082 000 000
—3"=-1082000001  ||-(-1)

3" =1082 000 001
n=1log,1082 000 001
n=18,934...

Tililld oleva rahasumma ylittd4 54 100 000 000 euroa 19. vaiheen jélkeen.

Vastaus: 19 vaiheen jilkeen
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TAPA 2:

Lasketaan taulukkolaskentaohjelmalla tilille siirtyvdn rahan méaéra
jokaisessa vaiheessa kertomalla edellinen luku aina 3:1la. Lasketaan
viereiseen sarakkeeseen tilille kertyvan rahan méaéara.

Havaitaan, etta tilill4 oleva rahasumma ylittad 54 100 000 000 euroa 19.
vaiheen jélkeen.

B20 - Jr =B19+A20
A B C

1 100 100
2 300 400
3 900 1300
4 2700 4000
5 8100 12100
6 24300 36400
7 72900 109300
8 218700 328000
9 656100 984100
10 1968300 2952400
11 5904900 8857300
12 17714700 26572000
13 53144100 79716100
14 159432300 239148400
15 478296900 717445300
16 1434890700 2152336000
17 4304672100 6457008100
18 12914016300 19371024400
19 38742048900 58113073300
20 | 1,16226E+11| 1,74339E+11]

hS]
=

Vastaus:

19 vaiheen jilkeen



Huippu Kertaus ¢ Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

171B. a) TAPA I:
. _ _12 5 52 52 .
Lukujonon erotuslukuon d =a, —a,=—=-2= 2§—2 =3 joten

5
2_10,2 2 2 8
) 5=5T5nTE IS
Téll6in jonon sadas termi on 4, =%-IOO+§ =40+1%=41%=¥.

lukujonon yleinen termi on a, =2+ (n—1

Lasketaan sadan ensimmaéisen termin summa sijoittamalla
aritmeettisen summan kaavaan yhteenlaskettavien mééra n = 100,
ensimmdinen yhteenlaskettava a; = 2 ja viimeinen yhteenlaskettava

208
oo =75
24 208
Si =100+ =2 =2180

Jonon sadan ensimmaisen termin summa on 2180.

Vastaus: Si00 = 2180

TAPA 2:

Lasketaan taulukkolaskentaohjelmalla lukujonon 100 ensimmaista

jésentd ja niiden summa.

Havaitaan, ettd summa on 2180.

A2 - J =A1+2/5
A B C D E

1 2

2 24

3 2,8

4 272

A101 - fe | =SUMMA(A1:A100)
A B C D E F

99 41,2

100 41,6

101 2180

102

Vastaus: Sigo = 2180
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b) TAPA 1:

Lukujonon suhdeluku on ¢ = &b _12 2= é.
a 5 5

Lasketaan sadan ensimmadisen termin summa sijoittamalla geometrisen
summan kaavaan ensimmaéinen yhteenlaskettava a; = 2, suhdeluku

q =g ja yhteenlaskettavien maird n = 100.

=828179735,220...

Jonon sadan ensimmaisen termin summa on
828 179 735,220... = 828 000 000.

Vastaus: Sioo = 828 000 000
TAPA 2:
Lasketaan taulukkolaskentaohjelmalla lukujonon 100 ensimmaista

jasentd ja niiden summa.

Havaitaan, ettd summa on 828 179 735,2... = 828 000 000.

A2 - fi | =A1*6/5
A B C [

1 2

2 2,4]

3 2,88

A 2 ACK

A101 - Jr | =SUMMA(AL:A100)
A B c D

97 79878447 65

98 95854137,18

99 115024964,6

100 138029957,5

101 8281797352

4nn

Vastaus: Sio0 = 828 000 000
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172A. a) Muodostetaan lukujonon (a,) analyyttinen sddnto, kun a; = 4 ja

an+1=a, — 2,5. Vahentdmailla lukujonon jasenesti 2,5 saadaan
lukujonon seuraava jésen, joten lukujono on aritmeettinen ja sen
erotusluku on d =-2,5.

Koska lisdksi lukujonon ensimméinen jésen on a; = 4, niin lukujonon
analyyttinen sdanto on

a=atm—1)-d
=4+(n—1)-(-2,5)
=4-25n+2,5
=-2.5n+6,5.

Vastaus: a, = 2,51+ 6,5

b) Muodostetaan lukujonon (a,) analyyttinen sédéntd, kun a> = 10 ja

An+1= 2an-

Kertomalla lukujonon jisen luvulla 2 saadaan lukujonon seuraava
jasen, joten lukujono on geometrinen ja sen suhdeluku on ¢ = 2.
10 = a> = a1 +1 = 2ay, joten muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan siitd
lukujonon ensimmaéinen jésen a;.

2¢,=10  |:2

Koska lukujonon ensimméinen jdsen on @; = 5, niin lukujonon
analyyttinen sdintd on
an=ar-q" " '=5-2""1

Vastaus: a, =5 - 2" !

Muodostetaan lukujonon (a,) analyyttinen sdantd, kun a; = -2 ja
an+1=0dpn.

Koska lukujonon jidsen on yhtd suuri kuin seuraava jasen, lukujono on
vakiojono —2, -2, -2, ...

Lukujonon analyyttinen sdénto on siis a, = —2.

Vastaus: a, = —2



Huippu Kertaus ¢ Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

173B. Koska lukujonon seuraava termi on 5 % edellistd termid suurempi,
lukujono on geometrinen ja sen suhdeluku on ¢ = 1,05. Koska liséksi
ensimmainen termi on 2, n:s termi on a, = aig" ' =2 -1,05" .

TAPA 1:
Muodostetaan yhtild ja ratkaistaan sen avulla, kuinka moni jonon termi
on pienempi kuin 1000 miljoonaa.

2-1,05"" =1000 000 000 [:2
1,05"" =500 000 000
n—1=log, ,; 500 000 000
n—1=410,535...
n=411,535...

Jonon 411 ensimmaisti termié ovat pienempid kuin 1000 miljoonaa.
Lasketaan ndiden termien summa geometrisen summan kaavalla
sijoittamalla siithen ensimmaiinen termi a; = 2, suhdeluku ¢ = 1,05 ja
yhteenlaskettavien méérd n = 411.

2(1-1,05"")

Sy = 1105 - 20457940361,2...~ 20 500000 000

Kysytty summa on kolmen numeron tarkkuudella 20 500 000 000.

Vastaus: 411 termié, S41; =20 500 000 000
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TAPA 2:

Lasketaan taulukkolaskentaohjelmalla lukujonon termeji kertomalla aina
edellinen termi luvulla 1,05, kunnes 16ydetdén termi, joka ylittdd luvun
1000 miljoonaa.

Havaitaan, ettd ensimméinen termi, joka ylittdd luvun 1000 miljoonaa, on
412.termi. Siis 411 termid ovat pienempid kuin 1000 miljoonaa.

A412 - Je | =A411*105
A B c D
409 883616905 4
410 927797750,6
411 9741876382
412| 1022897020]

A12

Lasketaan ndiden summa.

Havaitaan, ettd summa on 20 457 940 361,2... =20 500 000 000.

A412 - Jr | =SUMMA(A1:A411)
A B C D
409 8836169054
410 927797750,6
411 074187638,2
412| 20457940361 i

A1

Kysytty summa on kolmen numeron tarkkuudella 20 500 000 000.

Vastaus: 411 termid, 20 500 000 000
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174B. Tutkitaan puun médran kehitystd taulukkolaskentaohjelmalla.

Lasketaan ensin soluviittauksen avulla puun maara vuoden kuluttua. Puun
maard alkuperdiseen verrattuna on 100 % + 17 % = 117 %. Kasvun
jilkeen puun méiri vihenee 16 m’.

A1 v| & 2 = |=A10*1,17-16
. e 8 | ¢ |
100
101
102,17
103,5389
105,140513
107,0144002
109,2068482
111,7720124
114,7732546
118,2847078

i 122,3931082]

12

Kymmenen vuoden kuluttua puuta on 122,393... =~ 122.

Vastaus: 122 m?
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175B. a) Alkuperdisen janan pituus /; = 1. Seuraavassa kuviossa janan
keskimmaiinen kolmannes korvataan kahdella janalla, joista
kummankin pituus on kolmasosa alkuperdisen janan pituudesta.

Talloin kédyran kokonaispituus kasvaa yhdelld kolmasosalla ja on §

alkuperdisestd. Toisessa kuviossa kdyrin pituus on /, = 3
Kolmannessa kuviossa jokaisen janan keskimméiinen kolmannes
korvataan kahdella janalla, joista kummankin pituus on kolmasosa

edellisen kuvionjanan pituudesta. Kolmannen kuvionkokonaispituus
on %-kertainen edelliseen kuvioon verrattuna.

Nain jatkamalla kdyrien pituudet muodostavat geometrisen lukujonon
[ = 1-(%)’1_l = (%)H, missé n on kuvion jéarjestysnumero.

1 n-1

b) Kirjoitetaan soluun A1 luku 1. Soluun A2 kirjoitetaan ”=4/3-A1” ja
kopioidaan solua A2 alaspdin.

A
EREE
2| 1m
3| 178
| 4| a3
5] 318
[ 6 | 421
(7] se2

B | 740
[ 9| 999
(10| 1332
11| 1778
|12 | 2368
13| 3157
| 14| 4208
|15 | 612
|16 | 7483
|17 | gor7
| 18 [13303

Pituus on yli 100-kertainen alkuperéiseen néhden 18. kuviossa.

Vastaus: 18. kuviossa
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SYVENNA YMMARRYSTA

22
176A. a) Summamerkinté Z (3+4n) tarkoittaa summaa, jossa lasketaan
n=0
yhteen lukujonon a, =3 + 4n jésenia.

Ensimmdinen yhteenlaskettava onap =3 +4 - 0 =3.
Toinen yhteenlaskettavaonay =3 +4-1=7.
Kolmas yhteenlaskettavaona, =3 +4 -2 =11.

Viimeinen yhteenlaskettava an =3 +4 - 22 =91.

Huomataan, ettd seuraava yhteenlaskettava saadaan, kun edelliseen
lisdtdadn luku 4, joten kyseessd on aritmeettinen summa.

Koska summan laskeminen alkaa indeksistd n = 0 ja pédttyy
indeksiin 22, yhteenlaskettavien lukumééra on 22 + 1 = 23.

Lasketaan summa sijoittamalla aritmeettisen summan kaavaan
yhteenlaskettavien méérd n = 23, ensimmadinen yhteenlaskettava ao = 3
ja viimeinen yhteenlaskettava ax, = 91.

3+91

Sy =235

=1081

Kysytty summa on 1081.

Vastaus: 1081
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15
b) Summassa Z (=3)" lasketaan yhteen lukujonon a, = (-3)" jdsenia.
n=2
Ensimmiinen yhteenlaskettava on a, = (-3)* =
Toinen yhteenlaskettava on a; = (-3)° = —27
Kolmas yhteenlaskettava on as = (-3)* =

Vnmelnen yhteenlaskettava ais = (—3)'° = —14348907.
Huomataan, ettd seuraava yhteenlaskettava saadaan, kun edellinen
kerrotaan luvulla —3, joten kyseessd on geometrinen summa ja

suhdeluku on g = —3.

Koska summan laskeminen alkaa indeksistd n = 2 ja pééttyy
indeksiin 15, yhteenlaskettavien lukuméird onn =15 -1 = 14.

Lasketaan summa sijoittamalla geometrisen summan kaavaan

ensimmdiinen yhteenlaskettava a, = 9, suhdeluku ¢ = -3 ja
yhteenlaskettavien méérd n = 14.

S, = 9[1__ _ ors167s

Kysytty summa on —10 761 678.

Vastaus: —10 761 678
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177B. a)

b)

Laskemalla taulukossa auton arvo edelliseen vuoden arvoon verrattuna
huomataan, etté auton arvo nayttda alenevan 20 % vuodessa.

c3 v & 2 = ||=B3/B2
AL | 0B

1 |aika arvo
2 | 0 40000

4 2 25600 0,3
5 | 3 20480 038
6 | 4 16384 038
7| 5 131072 038
8 | 6 10485,8 0,300003052
9 | 7 838861 0,799997139

10

Vastaus: Auton arvo ndyttdd alenevan 20 % vuodessa.

Koska auton arvo alenee joka vuosi 20 %:1la, on auton arvo

100 % — 20 % = 80 % edellisen vuoden arvosta eli 0,80-kertainen
edellisen vuoden arvoon ndhden. Auton arvon vuonna n noudattaa siis
geometrista lukujonoa. Lukujonon ensimmaéinen jdsen on ao-40 000 ja
suhdeluku on g = 0,8. Auton arvon vuonna 7 on

a, =40 000 - 0,8" ",

Vastaus: a, =40 000 - 0,8" !
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¢) TAPA 1
Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan sen avulla, kuinka monen vuoden

jilkeen auton ostamisesta sen arvo on kaavan mukaan laskenut
alle 2000 euron.

40000-0,8"" =2000 ||-40000
0,8""=0,05
n—1=log,;0,05
n=13,425..

Auton arvo on kaavan mukaan laskenut alle 2000 euron 14 vuoden
jélkeen auton ostamisesta.

Vastaus: 14 vuoden jilkeen

TAPA 2:

Kayttdmaélld b-kohdan kaavaa ja taulukkolaskenta ohjelmaa havaitaan,
ettd auton arvo on kaavan mukaan laskenut alle 2000 euron 14 vuoden
jélkeen auton ostamisesta.

A15 v & 2 = |=a14%08
B | C

40000
32000
25600
20480
16384
13107,2
10485,76
8388,608
6710,8864
10 | 5368,70912
11 | 4294,967296
12 | 3435,973837
13 | 2748,779069
14 | 2199,023256

= 1759,218604

1A

=R NN [=a WV, N (U]

w

Vastaus: 14 vuoden jilkeen
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178A. Geometrisen lukujonon perdkkéisten jasenten suhde on vakio.
a) Lukujonon ensimmdiset jésenet ovat 3, x ja 12. Muodostetaan yhtilo ja
ratkaistaan siitd x.

—_
o

=

(o)

= = =, walk
Il Il
HH @ W

—

)

(o)
2
(o))

Kun x = 6, niin jonon suhdeluku on g = g =2.

Kun x = —6, niin jonon suhdeluku on g = %6 =-2.

Vastaus: x=6jag=2,taix=—6jag=-2
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b) Lukujonon ensimmadiset jasenet ovat 4, x + 2 ja 36. Muodostetaan
yhtdlo ja ratkaistaan siitd x.

x+2 _ 36

4 x+2
(x+2)(x+2)=4-36
¥ +2x+2x+4=144

X’ +4x-140=0
—4+J47 —4.1-(~140)
= 21
oo —4£/16+560
2
_ —4+/576
T
o —hE24
2
x=—4;24 i x=—4;24
x=10 x=-14

Kun x = 10, lukujonon toinen jisen onx +2 = 10 +2 = 12, joten

_12_
q= 4 =3.

Kun x = —14, lukujonon toinen jasen on x + 2 =—14 + 2 =—12, joten
-12
=—==-3.
4

Vastaus: x=10jag=3,taix=—14jag=-3
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¢) Lukujonon ensimmadiset jasenet ovat 8, x ja x —2. Muodostetaan yhtdlo
ja ratkaistaan siitd x.

X _x-2

8 X

x* =8(x-2)

x*=8x-16
x*—8x+16=0

_ —(-8)£+/(-8) -4-1-16

re 5 21

_8£+0

)

,=8£0

2

x=4

T S §
Koskax—4,n11nq—8—2.

Vastaus: x =4 ja q =%
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179B. a) Kun aritmeettisen lukujonon ensimmadiseen termiin a; = 4 lisdtddn
erotusluku d neljésti, saadaan viides termi as = 1. Muodostetaan yhtdlod
ja ratkaistaan siita erotusluku d.

4+4d =1
4d=-3 |:4
-_3
d==3

Lukujonon yleinen termi on
a,=a +(n-1)d

=4+W—D(—%)

_4_3,.3
=4 4n+4
__3,.0
=N+t

Lasketaan lukujonon toinen, kolmas, neljds ja kymmenes termi
ohjelman avulla.

B
P4
a3
2
i
‘4
4ol
10 4
Vastaus: a, :%, a, —%, a, =7 ja ay :—1741
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b) Kun geometrisen lukujonon ensimmaéinen termi a; = 4 kerrotaan
suhdeluvulla g neljasti, saadaan viides termi as = 1. Muodostetaan
yht&lo ja ratkaistaan siitd suhdeluku g ohjelman avulla.

Ratkaise(4™g"4=1,q)

1ﬂ{ V2 \5}

1=-759=75

V2

Suhdeluku on siis g = —% tai g = -

Jos g = —% niin lukujonon yleinen termi on

— ,,,1_ ( \/—\nl
a=ag =475

Lasketaan ohjelman avulla lukujonon toinen, kolmas, neljés ja
kymmenes termi téssa tapauksessa.

—4( 25
( \/—\31
=472
( \/—\\4] \/5
( \/—\\101_ 1
=4-%) =g

Jos g = %, niin lukujonon yleinen termi on

(2
a,=aq"” =475 .
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180A. a)

Lasketaan lukujonon toinen, kolmas, neljas ja kymmenes termi tassa
tapauksessa.

wed() 2
(\/5\3—1
a, = kT =2

Vastaus: c]:—%,a2 =2V2,a,=2,a,=-2,a, =—\/§%

taiq=ﬁ,a =2\/§’a =2’a =\/§’a =\/§l
2772 3 4 10 g

Lukujonon jasen, jonka jarjestysluku onn — 1, on
an-1=k(n—1)+b=kn—k+b.

Vastaus: a,-1=kn—k+5b

b) Lasketaan lukujonon (a,) perdkkéisten jasenten erotus.

=y 1 =(n+b)—(kn—k+b)y=kn+b—kn+k—b=k

Koska perékkiisten jédsenten erotus on vakio, lukujono (a,) on
aritmeettinen.

Vastaus: —
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4 _2x

181B. a) Geometrisen lukujonon suhdeluku on g = = 2. Lasketaan

a
lukujonon kahdenkymmenen ensimméisen jasenen summa
sijoittamalla geometrisen summan kaavaan ensimmaéinen
yhteenlaskettava a; = x, suhdeluku g = 2 ja yhteenlaskettavien maara
n=20.

x(1-2%)
SZO = T =1048 575x

Vastaus: S» =1 048 575x

. . a
b) Geometrisen lukujonon suhdeluku on ¢ = a—2 = % = x. Lasketaan
1
lukujonon kahdenkymmenen ensimméisen jisenen summa
sijoittamalla geometrisen summan kaavaan ensimmaéinen
yhteenlaskettava a; = 1, suhdeluku g = x ja yhteenlaskettavien mééra

n=20.

1(1=x) oy
S = I—x  I-x

l_xZO

Vastaus: S,, = T
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182A. a) Lasketaan ensin lukujonojen (a») ja (b,) toinen ja kolmas jasen.

a2=5a1=5-4=20
a3:5a2:5-20:100
b2:2b1=2'3:6
b3=2b=2-6=12

Lasketaan lukujonon (c,) kolme ensimmaéisti jasenta.

ca=abi=4-3=12
02=a2b2=20-6=120
C3=a3b3=100' 12:1200

Vastaus: ¢1 =12, ¢2 =120 ja ¢3 = 1200

b) Kertomalla lukujonon (a,) jasen luvulla 5 saadaan lukujonon (a;,)
seuraava jésen, joten lukujono (a,) on geometrinen ja sen suhdeluku
g = 5. Lukujonon (a,) analyyttinen sdant6 on siis
ap=arg" '=4-5""

Kertomalla lukujonon (b,) jdsen luvulla 2 saadaan lukujonon (b,)
seuraava jasen, joten lukujono (b,) on geometrinen ja sen suhdeluku
q = 2. Lukujonon (b,) analyyttinen sdéntd on siis

bn = bl(]"_l =3. 2n—1‘

Vastaus: a, =4 - 5" 'jab,=3-2""!

¢) Lukujonon (c,) analyyttinen sddnt6 on
ci=ab,=4-5""".3.2""1=4.3. (5.2 '=12-10""".

Vastaus: ¢, = 12 - 10",
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183B. Aritmeettisen lukujonon yleinen jasen ona,=a; +(n—1) - d.
Muodostetaan lausekkeet lukujonon ensimmaisille jasenille.

a2:a1+(2—1)-d:a1+d

a=a+@-1)-d=a+2d
a4=a1+(4—1)-d=a1+3d
a5=a1+(5—1)-d=a1+4d
a6:a1+(6—1)-d:a1+5d

Kolmen ensimmadisen jédsenen summa on —9, joten
art+ (a1 +d)+ (a1 +2d)=-9.

Kolmen seuraavan jédsenen summa on 9, joten
(a1 +3d) + (a1 +4d) + (a1 + 5d) = 9.

Muodostetaan yhtilopari ja ratkaistaan siitd erotusluku d.

a,+(a, +d)+(a, +2d)=-9
(a, +3d)+(a, +4d)+(a, +5d) =9

3a,+3d =9 I-(=1)
3a,+12d =9
L [B3a=3d=9
3a,+12d =9
9d =18 |:9
d=2

Sijoitetaan d = 2 yhtdloon 3a; + 12d = 9.

3a,+12-2=9

3a,+24=9
3a,=-15 |:3

a, =-5

1

Yhtélopari voidaan ratkaista myos ohjelman avulla.
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Merkitédén ohjelmaan a; = a.

a+{a+d)+(a+2d)=-9
-+ 3a+3d=-9

(a+3d)+(a+4d)+(a+5d)=9
-+ Ja4+12d="9

3 181, $2}
Ratkaise: {{a= —5,d = 2}}

Aritmeettisen lukujonon ensimmaéinen jésen on a; = —5 ja erotusluku
d =2, joten sen yleinen jdsen on
ap=-5+mn-1)-2=-5+2n—-2=2n—-17.

Vastaus: a,=2n—17
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184A. Luvut 1, 2, 3, ..., m muodostavat aritmeettisen lukujonon, jonka
erotusluku on 2 — 1 = 1. Muodostetaan lauseke summalle
1 +2+3+ ...+ m sijoittamalla aritmeettisen summan kaavaan
yhteenlaskettavien mééra m, ensimmaéinen yhteenlaskettava a; = 1 ja
viimeinen yhteenlaskettava m.

Muodostetaan edellisen lausekkeen avulla epayhtild ja ratkaistaan sen
avulla suurin luonnollinen luku m, jolle 1 +2 +3 + ... + m <462 241.

m-”ng462241 |-2

m(1+m)< 924482
m+m* <924482
m? +m—924482<0

Ratkaistaan vastaava yhtalo.

m’ +m—924482=0
- —1+41P —4-1-(-924482)

21
123697929
= 2
141923
m=—=
m=%:—96z tai m:#:%l

Negatiivinen luku ei tule kysymykseen, koska m on luonnollinen Iuku.
Kun m =961, summa on 462 241. Summa kasvaa, kun sithen lisdtdan
positiivisia yhteenlaskettavia, joten 961 on suurin sellainen luonnollinen
lukum,ettd 1 +2+3+ ... + m<462 241.

Vastaus: m = 961
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185B. a) Ensimmdisen kuution sdrmén pituus on 1 m.
Toisen kuution sdrmén pituus on 0,5 - 1 m = 0,5 m.
Kolmannen kuution sdrméan pituus on 0,5 - 0,5 - 1 m = 0,25 m.
n:nnen kuution sirmén pituus on 0,5" ' - 1 m.

Vastaus: 1 m, 0,5m, 0,25mja0,5" ' 1m

b) Kuutioiden pituudet muodostavat geometrisen jonon, jonka suhdeluku
on g =0,5.

TAPA 1:

Lasketaan 10 ensimmdisen kuution muodostaman pinon korkeus
sijoittamalla geometrisen summan kaavaan ensimmaéinen
yhteenlaskettava a; = 1, suhdeluku ¢ = 0,5 ja yhteenlaskettavien mééra
n=10.

1(1-0,5")
0= W = 1,9980

Pinon korkeus on 1,9980... m = 1,998 m.
Vastaus: 1,998 m

TAPA 2:

Lasketaan 10 ensimmadisen kuution muodostaman pinon korkeus
taulukkolaskentaohjelman avulla.

Havaitaan, ettd pinon korkeus on 1,9980... m = 1,998 m.

10 v B = ||=A9%05
B | C

I

|

1
05

0,25

0,125

0,0625
0,03125
0,015625
0,0078125
0,00390625

1,998046875 summa

2> i

;

Vastaus: 1,998 m
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¢) TAPA 1:

Lasketaan vastaavalla tavalla niiden pinojen korkeudet, joissa on 11,
12, 13 ja 14 kuutiota.

_1(-05") =1,99902... ~1,9990
11— 1_0,5 — b R

1(1-0,5")

S]Z :W: 1,99951z 1,9995
1(1-0,5%)

S13 :W: 1’99975z 1,9998
1(1-0,5")

S14 = W = 1,99987 ~ 1,9999

Pinon korkeuden arvot ovat 1,9990 m; 1,9995 m; 1,9998 m ja
1,9999 m.

Kun kuutioiden lukuméiéré kasvaa rajatta, pinon korkeus néyttaa
lahestyvian lukua 2 m.

Vastaus: 1,9990 m; 1,9995 m; 1,9998 m ja 1,9999 m; lukua 2 m
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TAPA 2:
Lasketaan taulukkolaskentaohjelman niiden pinojen korkeudet, joissa
on 11, 12, 13 ja 14 kuutiota.

B14 v & X = |=B13+A14
] A . C
1 1 1
2 0,5 1,5
"3 | 0,25 1,75
4 | 0,125 1,875
"5 | 0,0625 1,9375
6 0,03125 1,96875
7 0,015625  1,984375
3 0,0078125 19921875
9 0,00390625 1,99609375
10 | 0,001953125 1,998046875
11 0,000976563 1,999023438
12 0,000488281 1,999511719
0,000244141 1,999755859

:q 0,00012207[_1,99987793

Pinon korkeuden arvot ovat 1,9990 m; 1,9995 m; 1,9998 m ja
1,9999 m.

Kun kuutioiden lukuméiéra kasvaa rajatta, pinon korkeus néyttié
lahestyvin lukua 2 m.

Vastaus: 1,9990 m; 1,9995 m; 1,9998 m ja 1,9999 m; lukua 2 m
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186B. Lasketaan luvun /9 likiarvoja taulukkolaskentaohjelmalla eli jonon

X —l[2xn+ 92
(x,)

=3 ] jdsenid.
Jonon ensimmaéinen jisen on tehtdvéinannon mukaan x; = 1.
Lasketaan toinen jisen soluviittauksia kéyttden.

A |
1
2 =1/3281+9/(A12) |

Kopioidaan kaava alemmille riveille.

A
1
3.666666666666666
2.667584940312213
2.199974562694804
2.086498753023521
2.080103525508573
2.080083823238522
2.080083823051904

Indeksin arvolla n = 7 pitdd ensimmaéisen kerran paikkansa, ettd lukujen
Xn = X7ja X, +1 = Xg seitsemdn ensimmaistd desimaalia ovat samat.

Vastaus: n =7
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187B. a) Kun lddkkeestd hividd 35 %, jiljelle jaa 100 % — 35 % = 65 %.
Tutkitaan taulukkolaskentaohjelmalla, kuinka paljon laékettd on
elimistdssi toisen annoksen ottamisen jélkeen.

A
60
2 |=0.65"A1+60 |

Kopioidaan kaava alemmille riveille.

AL
1 60
2 | 99
3 | 12435
4
o

140.8275
151.53788

Toisen ladkkeenottokerran ladkettd on elimistdssd 99 mg ja viidennen
kerran jalkeen 151,537... mg = 150 mg.

Vastaus: 99 mg ja 150 mg
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b) Taulukoidaan ladkkeen méédrid vélittomaésti 1adkkeen oton jilkeen.

Ladkkeenottokerta Lidkkeen médré (mg)
1 60
2 0,65 - 60 + 60
3 0,65(0,65 - 60 + 60) + 60
=0,652- 60+ 0,65 - 60 + 60
4 0,65 - (0,65% - 60 + 0,65 - 60 + 60) + 60
=0,65% - 60 + 0,65% - 60 + 0,65 - 60 + 60
n 0,65"" - 60 +0,65"2 - 60 +...+ 0,65 - 60 + 60

Taulukon viimeisell4 rivilld on vélittdmasti #:nnen ladkkeenottokerran
jalkeen elimistossd olevan ladkkeen maira ja se saadaan laskettua
geometrisena summana, jossa a1 = 60 ja ¢ = 0,65.

g _a(-¢")_60-(1-0,65")  _60-(1-0,65")
" 1-¢  1-0,65 T 0,35

n

60-(1-0,65")

t. :
Vastaus 0.35

Lasketaan taulukkolaskentaohjelmalla lisdd lukujonon jasenia.

6 15849962
7| 163.02475

8 165 96609
9 167 87796

10 16912067
39 | 17142856
40 | 17142857

41 17142857
42 | 171.42857
43| 17142857

Ladkkeen madrd niyttda lahestyvin arvoa 171,428... mg~ 171 mg.

Vastaus: 171 mg
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188A. Yhtildissd 2 =1+ 3 ja3*=1+ 3 + 5 oikealla puolella on vasemman
puolen kantaluvun verran perédkkaisié parittomia luonnollisia lukuja, joten
vastaava yhtild luvulle 4 on 4° =1 +3 + 5+ 7.

Parittomat luvut ovat muotoa a, =2n — 1, jossan=1,2,3, ...
Todistetaan, etti n’ =1+3+5+ ...+ 2n—1).

Summassa 1 +3 +5+ ... + (2n — 1) on perédkkdisid parittomia
luonnollisia lukuja, joten summa on aritmeettinen ja sen erotusluku on
d =2. Lasketaan summa sijoittamalla aritmeettisen summan kaavaan
yhteenlaskettavien mééra n, ensimmaéinen yhteenlaskettava a; =1 ja
viimeinen yhteenlaskettava a, = 2n — 1.

S = n1+(22n—1) =n1+22n_1 = nz—znzn-n =n’, miki oli osoitettava.

Vastaus: 4°=1+3+5+7
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189B. a) Esitetdén lukujonon rekursiivinen sdant6 fi = = 1, fu+2=fa+1+/n,

n=1,2,... sanallisesti: Lukujonon kaksi ensimmadisté jdsenti ovat
molemmat 1, ja lukujonon jdsen on kahden edellisen jdsenen summa.

Lasketaan taulukkolaskentaohjelmalla soluviittausten avulla lukujonon
kolmas jasen.

A
‘I_ 1
2 | 1
3 |

=AT+A2

Kopioidaan kaava alemmille riveille.

A
1 1
2 | 1
3 2
4| 3
5 | 5
6 | 8
7| 13
8 | 21
9 | 34
10 | 55

Kysytyt jasenet ovat =2, fa=3,fs=5,f=8, =13, s =21, fo =
jafio=>55.

Vastaus: =2, f2=3,fs=5,f=28,/7=13, =21, fo =34 ja fio =55
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b) TAPA 1:
Kun n = 1, niin kaava saa muodon

f1=%(¢‘—(—¢)’1)— - (ca— 1¢) J—(co 30)

Sijoitetaan téhén kaavaan ¢ = %(1 ++/5 ) ja sievennetéan.

S B 8 WO W
h=5 (2l 1(14+45)
("5 v o)
«/§L 2 1+\/§J
] (1+\/§)(1+\/—) 4
T 20+45)  2(1+45)
_ 1 1+J§+J§+5+ 4
5L 2(1+45)  2(1++5)
_ 1 6+2\/— 4
\/§ (1+\/_) (1+\/§)
1 104245
V5 2 (1+«/_)
__10+25
2J5(1++5)
__10+2V5
25 +245°
_2J5+10
2/5+2-5
_2/5+10
2J5+10
=1

Koska fi = 1, kaava pitéd paikkansa.

Kun n = 2, kaava saa muodon f, = %((oz - (—(p)_z)-
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Sijoitetaan téhén kaavaan ¢ = %(1 ++/5 ) ja sievennetéan.

=g a0 5051 |
_ L1y 2 _ 1
e ]
_ 1|1 _ 1
_6_4(1+ﬁ)(1+\/§) (—5)2(1+J§)2}
11 ) I
=5 a5 ;(1+\/§+J§+5)}
1 ["V6425 0
V5| 4 L(6+2v5)
ZL_36+12J§+12J§+20_ 16
V5| 4(6+245) 4(6+245)
_ 1 36+244/5+20-16
V5 4(6+245)
__40+24V5
45(6+2+5)
__40+245
245 + 85"
_ 245 +40
24+/5 + 40
=1

Koska f>

= 1, kaava pitdd paikkansa.



Huippu Kertaus ¢ Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

TAPA 2:
Kun n = 1, niin kaava saa muodon

Ly coy )LL) L[, 1)
fl—\/g((o -9)") G\, T B\,

Sijoitetaan téhén kaavaan ¢ = %(1 ++/5 ) ja sievennetéan.

Sievennetddn lauseke sopivalla ohjelmalla muotoon 1.

Koska f; = 1, kaava pitéd paikkansa.

Kun n =2, kaava saa muodon f, = %(gf - (—go)’z).
Sijoitetaan tdhidn kaavaan ¢ = %(1 +/5 ) ja sievennetéén.

. s 1|1 : 1 2 .
Sievennetddn lauseke f[[aﬂ + \/5)} - [—5(1 + \/g)J } sopivalla

ohjelmalla muotoon 1.
Koska f, = 1, kaava pitéd paikkansa.

Vastaus: —
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¢) TAPA 1:

Ratkaistaan yhtild x* — x — 1 = 0 toisen asteen yhtilon
ratkaisukaavalla.

o 2-1
MR EN]

2
xzé(li\/g)

Yhtdlon ratkaisut ovat siis %(1 + JE) =@ ja %(1 - x/g)

) - 1
Sievennetididn lauseke ——.

2) 1

1

4 %(1+£)
1-V5) )

1++/5
2(1-+5)

(1=V3)(1+45)

jonka jo todettiin olevan yhtilén x* — x — 1 = 0 toinen ratkaisu.
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TAPA 2:
Ratkaistaan yhtild x* — x — 1 = 0 toisen asteen yhtilon
ratkaisukaavalla.

2-1
MR EN]
2
1
X = 5(1 + \/g)
Yhtdlon ratkaisut ovat siis %(1 + JE) =@ ja %(1 - x/g)
Sievennetidin lauseke —é.
2) 1
Sievennetididn lauseke — ———— sopivalla ohjelmalla muotoon
H1+45) P !
%(l NE] ) , jonka jo todettiin olevan yhtilén x* —x — 1 = 0 toinen

ratkaisu.

Vastaus: —
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5 TASOGEOMETRIA

190A.

191A.

Muunnetaan 23,5 m eri yksikoihin.

23,5m =235 dm =2350 cm =23 500 mm ja
23,5 m=0,0235 km

Vaihtoehdoista oikeita ovat I ja I'V.

Vastaus: I ja IV

a) 12mm=1,2cm

b) 1,4 km = 1400 m

¢) 56 m= 0,056 km

d) 28 m” =280 000 cm?
e) 345 ha=3,45km’

f) 2,0 a=200 m*

g) 180 g=0,180 kg

h) 3,1 mg=0,0031¢g

i) 72,6 kg=72600g
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192A. a) Kulma a ja 149°:n kulma ovat vieruskulmia.

149°

Vieruskulmien summa on 180°, joten

a+149° =180
o =180° — 149°
o=31°.

Vastaus: a =31°

b) Merkitddn kulman a vieruskulmaa kirjaimella f.

Kulma § on samankohtainen 126°:n kulman kanssa. Koska suorat s ja /
ovat yhdensuuntaiset, niin f = 126°.

Kulmat a ja § ovat vieruskulmia. Vieruskulmien summa on 180°, joten

a+p=180°

o+ 126°=180°
o=180°—126°

o = 54°,

Vastaus: a = 54°
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¢) Kolmiossa on 35°:n ja 56°:n kulmat. Merkitdan kolmion kolmatta
kulmaa kirjaimella f.

(0%

35° &

Kolmion kulmien summa on 180°, joten
35°+56° + f=180°

S =180°—35°—56°

£ =89°.

Kulma f on kulman « ristikulma. Koska ristikulmat ovat yhté suuret,
kulma a = f = 89°.

Vastaus: a = 89°
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193A. a) Kuvio on kolmio, jonka kanta on @ = 5 cm ja korkeus 2 =2 cm.

2
5 em

Kolmion pinta-ala on

g=Gh _sem-Zem oo

2 2
Vastaus: 5 cm?

b) Kuvio on neljikés, jonka sivun pituus on @ =4 mm ja
korkeus 2 =2,5 mm.

4 mm

2,5 mm

4 mm

.

4 mm

Neljakkéén pinta-ala on
A=a-h=4mm-2,5mm= 10 mm’.

Vastaus: 10 mm?
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¢) Kuvio on puolisuunnikas, jonka yhdensuuntaisten sivujen pituudet
ovat a = 3 km ja b = 9 km. Piirretdéin kuvioon korkeusjana ja
merkitdén sité kirjaimella 4.

3 km

3 km 3 km
9 km

Korkeusjana muodostaa péityyn suorakulmaisen kolmion. Mééritetdén
korkeus /4 Pythagoraan lauseen avulla.

B +3 =5
W =25-9
n =16
h= 4

Puolisuunnikkaan pinta-ala on
A= a-l,-b.h: 3km+9km

_ 2
> > 4km=24km".

Vastaus: 24 km?
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194A. a) Maédritetddn kateetin pituus x Pythagoraan lauseen avulla.

7,0 cm
4,0 ¢
p
4 +x =7
x> =49-16
x* =33
X = (i)5,744
x=~5,7

Vastaus: x = 5,7 cm

b) Mairitetdén kulman o suuruus kosinin avulla.

7,0 cm
40c
p
cosa = i
7
a=55,150...°
a=55°

Kolmion kulmien summa on 180°, joten
S =180°—90°— 55,150...° = 34,849...° = 35°,

Vastaus: a =~ 55° ja = 35°
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195A. Merkitadn hypotenuusan pituutta kirjaimella c.

5,0 cm

-

8,0 cm

Maédéritetddan hypotenuusan pituus Pythagoraan lauseen avulla.

c® =25+64
¢’ =89
c=1,9,433
c~9,4

Hypotenuusan pituus on noin 9,4 cm.

Madritetddn kulman o suuruus tangentin avulla.

tana = 8,0

5,0
a=57,994..°

a~58°

Kolmion kulmien summa on 180°, joten
£ =180°—90°—57,994...°=32,005...° = 32°,

Vastaus: 9,4 cm, 32° ja 58°
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196A. a) Ympyrén side on »= 3,0 cm.

Kehén pituus on
p=2nr=2m-3,0cm=18,849... cm = 19 cm.

Pinta-ala on
A=m”"7- (3,0 cm)’> =28,274... cm?~28 cm’.

Vastaus: 19 cm ja 28 cm?

b) Kehén pituus on
p=nd=m-4,6cm=14,451...cm~ 14 cm.

Ympyrén halkaisija on d =4,6 cm, joten ympyrén sédde on
e 4,6 cm
2

=2,3 cm.

Pinta-ala on
A=m?"n- (23 cm)*=16,619... cm*~ 17 cm®.

Vastaus: 14 cm ja 17 cm?

197A. a) Sijoitetaan keskuskulman suuruus o = 72° ja ympyrén siade 3,0 cm
kaaren pituuden laskukaavaan.

— a . R — 720 . . = ~
b= omr =22 2m3,0=3,769..x3,8

Sektorin kaaren pituus on noin 3,8 cm.

Vastaus: b = 3,8 cm
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b) Sijoitetaan keskuskulman suuruus a = 72° ja ympyran sdde 3,0 cm
sektorin pinta-alan laskukaavaan.

A=z = 3762(;0 13,0 =5,654...~ 5,7

Sektorin pinta-ala on noin 5,7 cm?.
Vastaus: 4 ~ 5,7 cm?
198B. Katselukulma on paras mahdollinen, kun henkil6 nékee koko patsaan,
eikd mitddn muuta.

Madritetdédn katseluetdisyys appletin avulla.

19.76°

6.4 m

Kohta, jossa patsasta katsovan kannattaa seisté, on 6,4 m patsaan edessa.

Vastaus: 6,4 m patsaan etupuolella
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199A. Lasketaan suorakulmion lavistdjan d pituus Pythagoraan lauseen avulla.

5,0 m
[ |
30m d
=

3,0°+5,0°=d*?

d*=9+25

d> =34

d=~5,8

Lavistdjan pituus on noin 5,8 m.

Vastaus: 5,8 m

200A. a) Merkitddn janan padtepisteitd (xi, y1) = (-2, 1) ja (x2, y2) = (4, —1).

Lasketaan janan pituus.

d :\/(xz -x) +(, - »)’
=(4-(2)* +(-1-17
=J(4+27 + (27
=6 + (-2
~V36+4
~ V40
=6,324...
~ 6,32

Vastaus: V40 ~ 6,32
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b) Lasketaan janan keskipiste M sijoittamalla (x1, y1) = (=2, 1) ja
(x2, 12) = (4, —1) janan keskipisteen kaavaan.

(%5 tX y1+J’2)_(—2+4 1—1)_(2 Q)_
M‘[ 2 > 2 )\ 2 2 ‘2’2_(1’0)

Vastaus: (1, 0)

201A. a)
@
E 2
A 2 D 3 B

Kolmioissa ABC ja ADE on 90°:n kulmat ja kulma C on yhteinen,
joten kk-lauseen perusteella kolmiot ovat yhdenmuotoiset.
Yhdenmuotoisten kuvioiden vastinpituuksien suhde on vakio.

Kolmion ADE korkeutta x vastaa kolmion ABC korkeus 2 ja kantaa 2
vastaa kanta 2 + 3 = 5.

Muodostetaan vastinosien pituuksien avulla verranto ja ratkaistaan siitd

pituus x.
x_2
25
5x=4 |:5
oot

5

Vastaus: x = %
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b)

Kolmioissa ABC ja DEC on yhti suuret kulmat B ja E ja lisdksi kulma
C on yhteinen kulma. Kolmiot ABC ja DEC ovat kk-lauseen mukaan
yhdenmuotoiset. Yhdenmuotoisten kuvioiden vastinpituuksien suhde
on vakio.

Kolmion DEC sivun pituutta x vastaa kolmion ABC sivun pituus x + 2
ja sivun pituutta 4 vastaa sivun pituus 5.

Muodostetaan vastinosien pituuksien avulla verranto ja ratkaistaan siitéd
pituus x.

x _4
x+2 5
Sx=4(x+2)
5x=4x+8
x=8

Vastaus: x = &8
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202A. Kartan mittakaava on 1:2000, eli 1 mm kartalla vastaa 2000 mm
luonnossa.

Taten
92 mm =92 - 2000 mm = 184 000 mm = 184 m =180 m ja
73 mm="73 2000 mm = 146 000 mm = 146 m =~ 150 m.

Kolmion kahden pisimmaén sivun pituudet ovat 92 mm ja 73 mm, joten
kolmion hypotenuusan pituus on 92 mm ja tuntematon sivu x on kolmion
toinen kateetti. Ratkaistaan sen pituus Pythagoraan lauseella.

x*+732=922
x*=922-732
x> =3135
x=55,991...

Kolmannen sivun pituus luonnossa on
55,991... - 2000 mm =111 982,141... mm=111,982... m = 110 m.

Tontin pinta-ala on
146 m -111,982... m

A=
2

=8174,696... m* ~ 8200 m’.

Vastaus: 150 m, 110 m, 180 m ja 8200 m?
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203B. a) Piirretddn kuva tilanteesta.

by
) L]

N

8

Kolmio on suorakulmainen kolmio, jonka kateettien pituudet voidaan
laskea karkipisteiden koordinaattien avulla.

Pisteiden (-2, 4) ja (3, 4) vililla olevan vakaasuuntaisen kateetin
pituus on 3 — (—2) = 5.

Pisteiden (3, 4) ja (3, —3) valilld olevan pystysuuntaisen kateetin pituus
on4—(—3)=17.

Madritetddn kulman o suuruus tangentin avulla.

5
tana =2
an o 7
a=35,537...°
a=36°

Toinen terdava kulma on
180° —90° — 35,537...°=54,462...° = 54°

Kolmion pinta-ala on
_37_
A= 5 = 17,5.

Vastaus: 36° ja 54°; 17,5
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b) Piirretddn kolmio sopivalla ohjelmalla ja maéritetddn kolmion kulmien
suuruudet ja pinta-ala ohjelman avulla.

Ay

L]

90°

ABC:n pinta-ala=17.5

N\ .

35.54°

Videossa https://vimeo.com/280318825/9d7dbe9b7f ndytetdan, miten
ratkaisu voidaan tehdi ohjelman avulla.

Vastaus: 36° ja 54°; 17,5
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204A. Piirretddn kuvaan apuviivoja.

Elcm

2 cm 2 cm

Apuviivat jakavat suunnikkaan neljaén yhtenevédan pienempéain
suunnikkaaseen, joissa lavistdjd jakaa suunnikkaan puoliksi kolmioihin.
Kunkin kolmion kannan pituus on puolet ison suunnikkaan sivun
pituudesta eli 2 cm ja korkeus puolet ison suunnikkaan korkeudesta eli
1 cm.

Sisdén piirretty suunnikas koostuu neljisti téillaisesta kolmiosta, joten sen
pinta-ala saadaan kolmioiden pinta-alan avulla.

A=4_2cm2-1 M _ 4 om?

Pienen suunnikkaan pinta-ala on 4 cm?,

Vastaus: 4 cm?
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VAHVISTA OSAAMISTA
205A.

142°:een kulma on keskuskulma, jonka kanssa samaa kaarta vastaava
kehékulma on kulma a.

Kehédkulman suuruus on puolet sitd vastaavan keskuskulman suuruudesta,
142° _ 510

joten a = 5

Koska suora s on ympyrén tangentti, se on kohtisuorassa
sivuamispisteeseen piirrettyd sidettd vastaan. Siis kulma g = 90°.

Keskuskulman 142° ja tangenttikulman y summa on 180°, joten
y=180° — 142° = 38°.

Kulma ¢ on ristikulma kulman y kanssa. Ristikulmat ovat yhté suuret,
joten 0 =y =38°,

Vastaus: a =71°, §=90°, y =38°jad=38°
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206B. Piirretddn kuva.

13,8 cm
6,2 cm

B

a) Merkitddn kateetin 4B pituutta kirjaimella x. Maéritetdan kateetin AB
pituus Pythagoraan lauseen avulla. Ratkaistaan yhtilé ohjelman avulla.

X’ +6,2° =13,8

x=12,3

Kateetin BC pituus on noin 12,3 cm.

Vastaus: 12,3 cm

b) Madiritetddn kulman o suuruus kosinin avulla.

cosa = 62
13,8

o =63,302...°
o~ 63°

Kolmion kulmien summa on 180°, joten kulman £ suuruus on
L =180°—90°—63,302...° = 26,697...° = 27°.

Vastaus: 63° ja 27°
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¢) Valitaan kannaksi kateetti AB, jolloin korkeus on kateetin BC pituus.

Kolmion kanta on a = 12,328... cm ja korkeus 4 = 6,2 cm, joten pinta-
ala on
= 12,328...cm-6,2 cm

> =38,219... cm* ~38 cm’

Kolmion pinta-ala on noin 38 cm?.
Vastaus: 38 cm”

d) Piirretdén kolmio sopivalla ohjelmalla, ja méiritetdén kateetin BC
pituus, terdvien kulmien suuruudet ja kolmion pinta-ala.

Videossa https://vimeo.com/280318598/c3612278c7 ndytetidn, miten
kolmio voidaan piirtdd sopivalla ohjelmalla.

6,2 cm
BAC:n pinta-ala = 38.22

1233 |—|

A B

Ohjelman avulla piirretysté kolmiosta huomataan, ettd a-c-kohdissa
lasketut tulokset ovat oikeita.

Vastaus: —
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207A. a) Kolmion sivut ovat 5,0 cm, 5,0 cm ja 8,9 cm. Tarkistetaan
toteuttavatko sivujen pituudet Pythagoraan lauseen. Kaksi lyhinti
sivua olisivat suorakulmaisen kolmion kateetit ja pisin hypotenuusa.

kateettien nelididen summa: 5% + 5% = 50
hypotenuusan nelié: 8,9% = 79,21

Pythagoraan lause ei toteudu, joten kolmio ei ole suorakulmainen.
Kolmiossa on kuitenkin kaksi yhté pitkéé sivua, joten kolmio on
tasakylkinen.

Vastaus: epétosi, tasakylkinen

b) Tasasivuisen kolmion kaikki kulmat ovat 60°, joten tasasivuinen
kolmio ei voi olla suorakulmainen.

Vastaus: epétosi, ei voi olla

¢) Tasakylkisessd kolmiossa on kaksi yhté pitkéa sivua. Jos liséksi
kolmaskin sivu on yhti pitké, niin sanotaan, ettd kolmio on
tasasivuinen. Viite on tosi.
Vastaus: tosi

d) Sadnnollisessd monikulmiossa kaikki sivut ovat yhté pitkia ja kaikki
kulmat yhti suuria. Tasasivuisen kolmion kaikki sivut ovat yhté pitkid

ja kaikki kulmat ovat 60°.

Vastaus: tosi
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208A. Merkitddn tasasivuisen kolmion korkeusjanaa kirjaimella 4. Korkeusjana
jakaa kannan kahteen yhté pitkdén osaan. Kannan puolikas on
2,5cm

=1,25cm.

2

]

1525 em

Ratkaistaan kolmion korkeus Pythagoraan lauseen avulla.

W +1,25=25"
W=25"-125
h*=4,687...
h=2,165...

Kolmion pinta-ala on

A =a—2h= 2,5 cm'22’165"‘ M _ 5 .706... cm?® ~ 2,7 cm?.

Vastaus: 2,7 cm?
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209A. Merkitddn tasakylkisen kolmion korkeusjanaa kirjaimella 4. Korkeusjana
puolittaa huippukulman ja kannan.

20 m 20 m

a) Maédritetddn huippukulman puolikas o suorakulmaisen kolmion
trigonometrian avulla.

ing =29
sSimno = 920
a=12,839..°

Huippukulman suuruus on 2a =2 - 12,839...° = 25,679...° = 26°

Vastaus: 26°
b) Médiritetddn kolmion korkeus /# Pythagoraan lauseen avulla.

R+ 20> =90°
h* =7700
h=+,87,749....(m)

Kolmion pinta-ala on
40 m-87,749... m
A= >

=1754,992... m> ~1755 m’.

Vastaus: 1755 m?
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210B. Piirretddn kolmio koordinaatistoon ja tiydennetiddn kuvioon suorakulmio,
joka kulkee kolmion kérkien kautta ja jonka sivut ovat
koordinaattiakselien suuntaiset.

10 b
L] 5
8 (e}
&
7
6
8 5
9
.
=
¢ :
B yi
7" m )
6 -5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 S
6 4

a) Lasketaan kulman o suuruus kulmien ¢ ja ¢ avulla.

8
tano = 10
0=36,659...°
tan ¢ = i
9
£=23,962...°

a=90°-36,659...°-23,962...°=27,377..°~ 27,4°

Lasketaan kulman g suuruus kulmien { ja # avulla.
tang = %
$=51,340...°
_6
tan 7= ]

1=280,537...°
[B=180°—51,340...° — 80,537...° = 48,122..° ~ 48,1°

Kulman y suuruus on
180° —27,377...° — 48,122...° = 104,500° = 104,5°.

Vastaus: 27,4°, 48,1° ja 104,5°
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b) Kolmion pinta-ala saadaan vdhentdmalla suorakulmion pinta-alasta
kulmiin jéévien suorakulmaisten kolmioiden pinta-alat.

~10.9-10-8_49_6-1_
A=10-9-755 22 -272=29

Kolmion pinta-ala on 29,0.

Vastaus: 29,0

211B. Piirretddn hahmotelma tilanteesta.

384 400 km

Maata katsellaan kuun pinnalta pisteessd B. Nakokulma on kuvion
merkinnéillé 2.

Kuvioon muodostuu suorakulmainen kolmio, kateetin pituus on
maapallon sdde 6378 km ja hypotenuusan
384 400 km — 1738 km = 382 662 km.

Ratkaistaan kulman a suuruus sinin avulla.

sina = 6378
382662
a=0,990...°

Maapallon nékyy kulmassa, jonka suuruus on
20=2-0,990...°=1,910...°= 1,9°.

Vastaus: 1,9°
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212B. Piirretddn hahmotelma tilanteesta.

6370 km

6370 km

Etiisyys, joka tornista voidaan nidhdé, on sektorin kaaren pituus b.
Kuvioon muodostuu suorakulmainen kolmio, jonka kateetin pituus on
6370 km ja hypotenuusan pituus on 6370 km + 1 km = 6371 km.

Sektorin keskuskulma a on suorakulmaisen kolmion terdva kulma.
Lasketaan kulman a suuruus kosinin avulla.

6370 km
COS&="6371 km
a=1,0151..°

Lasketaan sektorin kaaren pituus b.

_1,0151..°

b= 360° :2-1-6370 km=112,864... km =113 km

Pilvenpiirtdjén huipulta voi enimmilldén ndhdé noin 113 km:n padihin
merelle.

Vastaus: 113 km:n pddhén
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213A.

214B.

Sijoitetaan sektorin kaaren pituus » = 15 cm ja keskuskulman suuruus
o = 90° sektorin kaaren pituuden kaavaan ja ratkaistaan siitd ympyrén
sdde r.

bh==2_.2mr

360°
_90°
15—3600 2nr
15=0,57r |:0,5%
r=9,549...
r=9,5

Ympyrén siteen pituus on noin 9,5 cm.

Vastaus: ¥ = 9,5 cm

Merkitdan keittion todellista pinta-alaa kirjaimella x ja taulukoidaan
tehtdvdnannon tietoja.

Pinta-ala | Mittakaava

3 1

X 200

Pohjapiirustus on yhdenmuotoinen todellisen keittién kanssa.
Yhdenmuotoisten kuvioiden pinta-alojen suhde on mittakaavan nelid.

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan siité keittion todellinen pinta-ala x.

i_(L)z
x 1200
3_ 1

x 40000
x=3-40000
x=120000

Keittion todellinen pinta-ala on 120 000 cm? = 12 m?.

Vastaus: 12 m?
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215B. Merkitddn hypotenuusan pituutta kirjaimella x ja ratkaistaan se
Pythagoraan lauseen avulla.

x*=3,2"+5"7
x*=42,73
x=4/42,73
x=6,536...
x=6,5

C

D
an
3,2 cm
Y
A 5,7 cm B

Kolmioissa ABC ja ADC on molemmissa 90°:een kulma ja kulma C on
yhteinen. Kolmiot ovat siis yhdenmuotoisia kk-lauseen nojalla.
Yhdenmuotoisten kuvioiden vastinpituuksien suhde on vakio.
Muodostetaan verranto ja ratkaistaan siitd suoran kulman kérjen etiisyys

hypotenuusasta y.
y 57
3,2 6,536...
6,536...y=3,2-5,7 | :6,536...
y=2,790...
y=2,8

Hypotenuusan pituus on noin 6,5 cm ja suoran kulman kérjen etdisyys
origosta on noin 2,8 cm.

Vastaus: 6,5 cm ja 2,8 cm
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216A.

33cm

Koska silityslauta on yhdensuuntainen lattian kanssa, lattian ja pidemmén
jalan vilinen kulma on yhti suuri kuin laudan ja pidemmaén jalan vilinen
kulma. My6s alemman kolmion yldosassa oleva kulma on yhté suuri kuin
ylemmén kolmion alaosan kulma, koska kulmat ovat ristikulmia. Siis
jalkojen muodostamat kolmiot ovat yhdenmuotoisia kk-lauseen nojalla.

Merkitddn ylemman kolmion korkeutta kirjaimella x ja muodostetaan
verranto yhdenmuotoisuuden avulla.

X 3
33763
63x=55-33  |:63
x=28,809...

Silityslaudan korkeus lattiasta on
55 cm + 28,809... cm = 83,809... cm = 84 cm.

Vastaus: 84 cm
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217A. a) Mittakaava on vastinpituuksien suhde. Maéritetddn mittakaava
annettujen pituuksien avulla.

= M _ 75em _ 5

T 165cm 11

Osmo
Muotokuvan mittakaava on 5:11.
Vastaus: 5:11

b) Lasketaan Osmon pituus pienenndksessa.

pieni — l
hiso 6
6hpieni = hiso " : 6

hiso

pieni = 6

_75cm
pieni — 6
ieni = 12,5 cm

Madritetddn pienennoksen mittakaava Osmon pituuden pienessi
kuvassa ja todellisuudessa avulla.

hpieni _ 12,5 cm _i
ho., 165cm 66

Osmo

Pienennds on suhteessa 5:66.

Vastaus: 5:66
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218B.

Punaisen nelién sivun pituus on puolet ison nelion sivun pituudesta, joten
Apunaiset nelist = 2 * 2,5 . 2,5 = 12,5

Sinisen nelidn sivun pituus on kulmaan jadvan suorakulmaisen kolmion
hypotenuusan pituus. Merkitéén sinisen nelidn sivun pituutta kirjaimella s.
Muodostetaan yhtédlo Pythagoraan lauseen avulla ja ratkaistaan siitd sivun
pituus s.

2,5 +2,55 =57
s?=12,5
s=4/12,5

Sinisen nelidn pinta-ala on

Asininen neli = V 12,5-412,5=12,5
Pinta-alat ovat yht suuret.

Vastaus: —



Huippu Kertaus ¢ Tehtévien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

219B. Piirretddn kuva tilanteesta.

Neljakkéan lavistéjat leikkaavat toisensa kohtisuorasti, joten lavistdja
jakaa neljakkaéan kahteen tasakylkiseen kolmioon.

Merkitéén lavistdjan puolikkaan pituutta kirjaimella x. Lasketaan
lavistdjan puolikkaan pituus x Pythagoraan lauseen avulla.

2,0 + x> =8,0°
x> =60,0

Lavistdjin pituus on 2x =2 - 7,745... cm = 15,491... cm = 15 cm.

Vastaus: 15 cm
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220B. Merkitddn sivun pituuden lisdysta kirjaimella x.

1,5m aw

Alkuperiisen ikkunan pinta-alaon 1,0 m - 1,5 m= 1,5 m%

Uuden ikkunan pinta-ala on tllin 2 - 1,5 m* = 3,0 m?.
Uuden ikkunan sivut ovat 1 +x ja 1,5 + x.
Uuden ikkunan pinta-ala sivujen avulla lausuttuna on (1 + x)(1,5 + x).

Muodostetaan yhtélo ikkunan pinta-alan avulla ja ratkaistaan siitd sivun
pituuden lisdys x.

(I1+x)(1,5+x)=3
Ratkaistaan yhtdlo symbolisen laskennan ohjelmalla.

1 Ratkaise((1+x)(1.5+x)=3, x)

{x=—-3.x=0.5}

Hylétdan negatiivinen ratkaisu.

Sivua on kasvatettava 0,5 m = 50 cm.
Uuden ikkunan sivujen pituudet ovat
Im+0,5m=1,5m=150cmja

,5m+0,5m=2,0m=200 cm.

Vastaus: 150 cm ja 200 cm
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221B. Piirretddn kuva tilanteesta. Merkitdan kolmion DEF hypotenuusan
pituutta kirjaimella x ja kateetin DF pituutta kirjaimella y.

F

Ratkaistaan ensin kolmion DEF kateetin DF pituus. Kolmiot ABC ja DEF
ovat yhdenmuotoisia, joten vastinsivujen pituuksista saadaan

4
verranto — = =.
y 5

Ratkaistaan verrannosta kateetin y pituus.

4_3

y_5

3y=20 |3
_20

Y=

y ~ 6,666...

Lasketaan kolmion DEF hypotenuusan pituus Pythagoraan lauseen avulla.

5% +6,666..° =x’

x> =69,444...
x=+8,333...
x~38,3

Kolmion DEF hypotenuusan pituus on noin 8,3.

Vastaus: 8,3
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222B. Merkitddn kimpoamiskohdan etdisyyttéd aloitusalustan reunasta
kirjaimella x.

Kuvassa on kaksi suorakulmaista kolmioita, joissa on yhté suuret terdvét
kulmat f. kk-lauseen perusteella kolmiot ovat yhdenmuotoiset.

Vasemmanpuoleisen kolmion 3,9 metrin pituista kateettia vastaa
oikeanpuoleisessa kolmiossa 2,6 metrin pituinen kateetti. Vastaavasti
5,0 — x ja x ovat vastinpituuksia.

Muodostetaan vastinsivujen pituuksista verranto ja ratkaistaan siitd
etdisyys x ohjelmalla.

5,0—-x 3,9
x 2.6
x=2

Tahtayskohta on 2,0 metrin paéssa aloituspaikan reunasta.

Vastaus: 2,0 metrin pddhan aloituspaikan reunasta
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223B. a) Piirretddn ympyra, jonka sidde on 4,60 cm ja ympyralle jdnne, jonka
sdde on 4,60 cm. Piirretdén sitten sektori, jonka kaaren pituus on
jénteen rajoittama lyhempi osuus ympyrén kehésti. Piirretdén lopuksi
kolmio, jonka kérjet ovat ympyrén keskipisteessa ja janteen
paétepisteissd. Madritetdén sektorin ja kolmion pinta-alat pinta-
alatyokalulla. Janteen erottaman pienemmaén segmentin pinta-ala on
sektorin ja kolmion pinta-alojen erotus.

Pienemmin segmentin pinta-ala on
11,0794 cm® - 9,1625 cm’
=1,9169 cm* =~ 1,92 cm®.

BAC:n pinta-ala = 9.1625
_ \
sektori;,on pinta-ala = 110794

Piirretddn suuremman segmentin pinta-alan maérittdmistd varten
sektori, jonka kaaren pituus on jénteen rajoittama pidempi osuus
ympyrén kehdstd. Janteen erottaman suuremman segmentin pinta-ala
on sektorin ja kolmion pinta-alojen summa.

BAC:n pinta-ala = 9.1625

)

sektori. :n pinta-ala = 55.3968

iso

Suuremman segmentin pinta-ala on
55,3968 cm?*9,1625 cm? = 64,5593 cm?® = 64,6 cm”.

Videossa https://vimeo.com/280318654/f6db896bf8 néytetdin, miten
tehtéva voidaan ratkaista ohjelman avulla.

Vastaus: 1,92 cm?ja 64,6 cm?
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b) Kolmion sivut ovat yhtd pitkid, joten kolmio on tasasivuinen.
Tasasivuisen kolmion kaikki kulmat ovat 60°.

Pienemmin segmentin pinta-ala:
Lasketaan sektorin pinta-ala.

60°
Asektori = 3 600

-1+ (4,60 cm)’ =11,079...cm’

Kolmion korkeusjana puolittaa keskuskulman, joten sen suuruus on
30°. Lasketaan kolmion korkeus /4 kosinin avulla.

4,60 cm

4,60 cm

cos30 =4,60

h=3,983...
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Kolmion pinta-ala on

A :a_zhz 4,60 cm-’j;983... B _9,162...cm”.

Pienemmin segmentin pinta-ala on

Asegmentti = Asektori - Akolmio
=11,079... cm>— 9,162... cm®

=1,916... cm?
~ 1,92 cm®.

Suuremman segmentin pinta-ala:

Lasketaan sektorin pinta-ala. Sektorin keskuskulman suuruus on
360° — 60° = 300°.

300°

— 2V . 2 — 2
ASektori - 360° T (4960 Cm) 55,396cm

Suuremman segmentin pinta-ala on

Asegmentti = Asektori + Akolmio
=55,396... cm>+ 9,162... cm?

=64,559... cm®
~ 64,6 cm>.

Vastaus: 1,92 cm? ja 64,6 cm?
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224B. Merkitidn kuvaan rdystddn reunan korkeudelle suoraan pisteen A
alapuolelle piste C. Merkitdén pisteiden 4 ja C vilistd etdisyytté
kirjaimella y ja janan 4B pituutta kirjaimella x.

1,80 m

Y < ] ™~

3,82 m+0,54 m =4,36 m C

Kuvaan piirretty katon rajan ja katon lappeen osan rajaama kolmio on
yhdenmuotoinen kolmion ABC kanssa.

Muodostetaan verranto ja ratkaistaan siitd katon lappeen korkeus y.

vy 436
1,80 ~ 3,82
3,82y=1,80-4,36  |:3,82
y=2,0544...

Kolmio ABC on suorakulmainen ja x on sen hypotenuusa. Ratkaistaan
lappeen pituus x Pythagoraan lauseen avulla.

4.36% +2,0544..7 = x*
x? =23,230....
x:(i)4,819...

Lappeen pituus on 4,819... m = 4,82 m.

Vastaus: 4,82 m
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225B.

~
N\
\

S : .
. auringon sdde

keppi A

varjo

a) Otto voi asettaa puukepin pystysuoraan maahan ja mitata puukepin

maan péille jadvan osan pituuden. Lisdksi Oton tulee mitata
puukepistéd syntyvén varjon pituus. Tdméin jdlkeen Otto voi laskea
syntyvisti suorakulmaisesta kolmiosta tangentin avulla Auringon
séteiden ja maan vilisen kulman suuruuden.

Vastaus: —

b) Oton tulee ensin selvittdd a-kohdan tavalla Auringon séteiden ja

maanpinnan vélisen kulman suuruus. Tdmén jélkeen Otto voi
hy6dyntdé puun varjoa ja juuri médrittimadnsa kulmaa. Hénen tulee
mitata puun varjon pituus ja muodostaa tangentin avulla yhtilo puun
korkeuden laskemiseksi.

Toisaalta, puun korkeuden ja puun varjon pituuden muodostama
kolmio on yhdenmuotoinen puukepin pituuden ja puukepin varjon
pituuden muodostaman kolmion kanssa, joten Otto voi laskea puun
korkeuden my6s yhdenmuotoisten kolmioiden avulla.

Vastaus: —
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SYVENNA YMMARRYSTA

226A. Merkitdén nelidn sivun pituutta kirjaimella a. Nelion piirin on télloin
Prelic = 4a.

Merkitéddn ympyrén sédetté kirjaimella . Ympyrén kehén pituus on
Pympyri = 277

Nelion piiri on yhté pitkd kuin ympyrén kehén pituus, joten saadaan
yhtél6 4a = 2nr. Ratkaistaan yhtélostd ympyrén siteen lauseke.

4a=2nr |:2n
_4a
i
_2a
===
T

Nelién pinta-ala on Aneis = a” ja ympyrin pinta-ala on
4 2_a)2:n_4a2 4a’

ympyrd (7-c =

T’ T

a) Lasketaan suhde.

2
a

4d>
b

=0,78539...

Al |—

Nelion pinta-ala on 100 % — 78,539... % =21,460... % = 21,5 %
pienempi kuin ympyrén pinta-ala.

Vastaus: 21,5 %

b) Lasketaan suhde.

4d>
= o4 107323
a T

Ympyrin pinta-ala on 127,323... % — 100 % = 27,323... % =27,3 %
suurempi kuin nelidn pinta-ala.

Vastaus: 27,3 %
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227B. Piirretdédn jana, jonka pituus on 1. Rajataan janasta pituus x (> 0,5), jolloin
janan toisen osan pituus on 1 — x.

1—=x

8

Muodostetaan yhtéld suhteiden avulla. Ratkaistaan yhtdlo ohjelman
avulla.

1 1

Vastaus: 1:0,618
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228B. Piirretddn kuva tilanteesta. Merkitddn kuvan korkeutta 3a ja leveyttd 4a ja
television korkeutta 95 ja leveyttd 16b.

3a 9b

4a

16b

Asetetaan kuva televisioruutuun niin, ettd kuva peittdd ruudun
pystysuunnassa. Télloin vaakasuuntaan jdi tyhjai tilaa.

Koska kuvan korkeus ja ruudun korkeus ovat yhté pitkét, niin 3a = 9b.
Tésti ratkaisuna saadaan a = 3b.

Lausutaan kuvan pinta-ala kirjaimen b avulla:
Awva 3a-4a=12a*=12 - (3b)* = 108b*

Lausutaan ruudun pinta-ala kirjaimen b avulla:
Aruua=9b - 16b = 144b*

Lasketaan kuinka monta prosenttia kuva vie ruudusta.

3
Hana =3.0,75=75%
A 144p° 4 °

Koska kuva peittdd ruudusta 75 %, tyhjaa tilaa jaa 100 % — 75 % = 25 %.

Vastaus: 25 %
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229B. Piirretddn kuva.

4 by
©
3
2
' B
A X
-1 0 1 2 3

a) Lasketaan janojen 4B ja AC pituudet.

|4B|=J(2-0)* +(1-0)* =+/5
|4C|=J(1-0)* +(3-0)* =10

[4C _ V1o _ [10 _
TﬁVﬁ_ﬁ:ﬁ

Vastaus: /2
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b)

Kulman puolittaja jakaa vastaisen sivun viereisten sivujen suhteessa.
€Dl _ 2
[DC| 1

Nadin ollen

Janan jakopisteen koordinaatit saadaan oheisella kaavalla.

px, +gx,  py, gy, ) (0 ) p (x5 y3)

janapiste P:( )
ptq ptg (q) (p)

Pisteen D koordinaatit ovat

(11422 1:3+/2 1)
s =(1,585...;1,828..) = (1,59;1,83).
e ) )=( )

Vastaus: (1,59; 1,83)
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230B. Merkitddn ympyran keskipistettd kirjaimella D ja hypotenuusan ja
ympyrén sivuamispistettd kirjaimella E.

Kulmat CBA ja DEC ovat suoria kulmia.

Kulma BAE on kulmaa BDE vastaava 2

tangenttikulma.

B D C
Niin ollen <BAE =180°—«BDE. U

Kulmat BDE ja CDE ovat vieruskulmia,
joten <CDE =180°—<BDE. ;s <BAE = <CDE.

Kolmioilla CED ja CBA on kaksi yhté suurta vastinkulmaa, joten CED ja
CBA ovat yhdenmuotoisia.

Pythagoraan lauseen nojalla:
|BC|* +|4B[* =|CA|’

4 +3 =|c4]
|cAl* =25
4B = |AE]

Siis |[EC| = |CA| — |AE| =5 -3 =2.

Merkitéén sédetté kirjaimella » ja muodostetaan verranto kolmioiden
yhdenmuotoisuuden perusteella. Sivun £C vastinsivu on sivu BC ja sivun
DE vastinsivu on 4B. Ratkaistaan verrannosta sdteen pituus 7.

r_2
3 4
4r=6 ||:4
r=8
4
r=3
2
Vastaus:é

2
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231B. Yhdenmuotoisten kuvioiden pinta-alojen suhde on mittakaavan nelio.
Merkitéén luonnon pinta-alaa 4; ja A3-kokoisen kartan pinta-alaa A».

4, (1Y

Talloin pétee y) =(25000) -

Ratkaistaan verrannosta pinta-ala A4;.

4 (1Y
4, (25000/
4, 1

4, 25000

A =25000"- 4,

Merkitddn A2-kokoisen kartan pinta-alaa A3. Kopioinnissa kartan
pinta-ala kaksinkertaistuu, eli 43 = 24>.

Muodostetaan suurennetun kartan pinta-alan ja luonnon pinta-alan vélinen
suhde ja ratkaistaan siitd mittakaava k.

A3 2
4 =k
2-4, 2
4 =k
2- 4, )
25000° - 4,
i -2
625 000 000
k2 S S
312500 000
e |1
312500 000
k=1
17 677,669...

Suurennoksen mittakaava on likimain 1:17 678.

Vastaus: 1:17 678
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232B. Piirretddn kuva tilanteesta.

Piste B on kohta, joka juuri ja juuri néhdién Eiffel-tornin
nikoalatasanteelta 264 km:n padssa. Merkitiddn pisteen B etdisyytta
maanpinnasta kirjaimella x. Mikéli pituus x on korkeintaan 190 m,
Eteldtornin huippu voidaan ndhda. Katseen suuntaa kuvaava tangentti ja
maapallo sivuavat toisiaan yhdessé pisteessd. Tangentti on kohtisuorassa
maapallon sddettd vasten.

Merkitddn y = o + S.

Koska Pariisin ja Brysselin vilinen etdisyys on 264 km. Miaritetdan
kulma y sektorin kaaren pituuden avulla.

264=-2—_.40 000 ||:40 000-360°

360°
y=2,376°
Maidériteran kulman a suuruus suorakulmaisen kolmion OPA avulla.
.. 40 000 km _
Maapallon side on R = D - 6366,197... km.

_ 6366,197...

©6366,197...4+ 0,279

cosa =0,999956...
a=0,536...°

coSa

Néinollen f=y—a=2,376°—0,536...° = 1,839...°
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Muodostetaan suorakulmaisen kolmion OAB avulla yhtild korkeuden x
madrittimiseksi.

o 6366,197... .
c0S1,839.. = xE 1| (6366,197...+ x)
(6366,197...+ x)- cos1,839...° = 6366,197... I|:cos1,839...°
6366,197...
6366,197...+X—m
6366,197...
X—W 6366,197
x=3,282...

Koska x = 3,282... km > 190 m, niin Eiffel-tornin ndkoalatasanteelta ei
voida ndhda Eteldtornin huippua.

Vastaus: Ei voida.
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233B. Kosinilause on a® = b> + ¢* — 2bc - cos a.

a) Sijoitetaan b = 5,8, ¢ = 7,0 ja o = 31° kosinilauseeseen ja maaritetdan
kolmannen sivun pituus a.

a’*=5,8+7,00-2-58-7,0-cos31°

a’ =13,038...
a= (i)3,610
a~3,6

Kolmannen sivun pituus on noin 3,6 m.

Vastaus: 3,6 m
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b) Sijoitetaan a = 4,3 b= 2,0 ja ¢ = 3,5 kosinilauseeseen ja maaritetddn
sivun a vastakkaisen kulman suuruus.

43 =2,0"+3,5-2-2,0-3,5-cos
—14-cosa =18,49—4,0-12,25

—l4cosa=2,24 |: (—14)
cosa=-0,16
a=99,206...°
a~99,2°

Sijoitetaan a =2,0 b = 4,3 ja ¢ = 3,5 kosinilauseeseen ja miaritetddn
sivun a vastakkaisen kulman suuruus.

2,0°=4,3"+3,5"-2-4,3-3,5-cos
-30,1-cos f=4,0-18,49-12,25
-30,1cos f=-26,74 I: (=30,1)
cos #=0,888...
£=27,330...°
P=~27,3°

Viimeisen kulman suuruus on
180° —99,206...° —27,330...°=53,462...° = 53,5°.

Kulmien suuruudet ovat 99,2°; 27,3° ja 53,5°.

Vastaus: 99,2°, 27,3° ja 53,5°
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a _ b _ ¢
sing  sinf siny’

234B. Sinilause on

Valitaan a = 4,7 cm, joten a = 54°. Olkoon £ = 49°, joten sivun pituus b
on kulmaa f vastapéété olevan sivun pituus. Muodostetaan sinilauseen
avulla yhtilo sivun pituuden b ratkaisemiseksi.

a _ b
sina  sinf
4,7 b
sin54°  sin49°
sin54°-b=4,7-sin49° | :sin54°
b=4,384....
b~4,4

Olkoon y = 77°, joten sivun pituus ¢ on kulmaa y vastapéita olevan sivun
pituus. Muodostetaan sinilauseen avulla yhtélé sivun pituuden ¢

ratkaisemiseksi.
a _ ¢
sina  siny
47 ¢
sin54°  sin77°
sin54°c=4,7-sin77° | :sin54°
c=5,6060....
c~=5,7

Sivujen pituudet ovat 4,4 cm, 4,7 cm ja 5,7 cm.

Vastaus: 4,4 cm, 4,7 cm ja 5,7 cm
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235B. Piirretdédn tehtdvdnannon kuvassa olevalle kolmiolle korkeusjana ja
madritetddn kulmien o, f ja y suuruudet.

a=90° - 25° = 65°
f=180° = 90° — 65° = 25°
y=90° = 10° - 25° = 55°

Lasketaan korkeusjanan pituus / suorakulmaisen kolmion trigonometrian

avulla.
. o_ h
sin 65 —1’1
h=11-sin65°
h=0,9969....

Merkitédén markiisin pituutta kirjaimella x ja ratkaistaan se suorakulmaisen
kolmion trigonometrian avulla.

c0555°=0’99x69"' |x
x-c0855°=0,9969... ||:cos55°
x=1,738...
x=1,7

Markiisin pituuden tulee olla noin 1,7 m.

Vastaus: 1,7 m
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236B. Piirretddn kuva tilanteesta.

C

Joki

Jos kuvanmukaisessa tilanteessa tunnetaan janojen AB, AE ja EG pituudet,
voidaan yhdenmuotoisten kolmioiden avulla muodostaa verranto janan
CA pituuden ratkaisemiseksi.

CA+AE ~ EG

Nain ollen tulee pystyd mittaamaan likimain vastaavan kaltaiset mitat
siten, ettd joen toisella puolella on kéytettdvana kiintopiste C, johon
kohdistetaan pisteiden B ja G kautta kulkeva jana BC ja pisteiden 4 ja E
kautta kulkeva jana CE. Kolmion ECG ei tarvitse olla suorakulmainen.

Vastaus: —
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237B. Piirretddn kuvaan apuviivoja.

Olkoon pienen ympyrén side r.
Janan BD pituus on 3 ja janan BC pituus 3 + 2 = 5. Merkitddn jana CD
pituutta kirjaimella s ja méaritetddn se Pythagoraan lauseen avulla.

P +s2=5
§°=25-9
s =16
s=+4

Janan BE pituus on 3 + r ja janan DE pituuson4 —2 —r=2 —r.
Kolmio BDE on suorakulmainen kolmio. Muodostetaan Pythagoraan
lauseen avulla yhtélo siteen r ratkaisemiseksi.

¥ +Q2-r)Y=C@+ry
9+4-2r+r"=9+6r+r’
—8r=—4 1:(=8)

=

1
2

1
Vastaus: 2
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6 AVARUUSGEOMETRIA

238A. a) Kappale II on likimain sérmio.
Vastaus: II
b) Kappaleet II ja III ovat likimain lierioita.
Vastaus: II ja III
¢) Kappaleet I, V ja VI ovat likimain kartioita.

Vastaus: I, V ja VI

239A. a) Kappale on kuutio, joka sdrman pituus on 4,2 cm.

4.2cm

Tilavuus on V' =s* = (4,2 cm)’ = 74,088 cm’® = 74 cm’.
Pinta-alaon 4 =6 - s* =6 - (4,2 cm)* = 105,84 cm®* = 110 cm?,

Vastaus: 74 cm® ja 110 cm?



Huippu Kertaus ¢ Tehtdvien ratkaisut ¢ Kustannusosakeyhti6 Otava  pdivitetty 30.7.2018

b) Kappale on suorakulmainen sarmid, jonka sdrmien pituudet ovat 5,0 m,
2,0 mja 3,0 m.

30m

50m 20m

Tilavuus on V= Aponja - A=5,0m - 2,0m- 3,0 m =30 m’.

Kokonaispinta-ala saadaan laskemalla yhteen kaikkien tahkojen pinta-
alat.

A=2-50m-2,0m+2-50m-3.0m+2-20m-3,0m=62m’

Vastaus: 30 m’® ja 62 m?
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240A. a) Kappale on suora ympyrakartio, jonka pohjaympyrén sdde on
r= 3,0 dm ja korkeus # = 4,0 dm.

Tilavuus on

V=%Apohja h :%nrzh =%~n-(3,0 dm)? -4,0 dm

=37,699... dm® ~ 38 dm’.

Madritetdédn sivujanan s pituus Pythagoraan lauseen avulla.

4,0 dm

3,0 dm

Avaippa = 1rs =1 - 3,0 dm - 5,0 dm = 47,123... dm* = 47 dm?

Vastaus: 38 dm® ja 47 dm?
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b) Kappale on ympyrépohjainen lierié, joka pohjaympyrian kehdn pituus
on 22 cm ja korkeus 1,0 cm.

h=10cm

p=22cm

Madritetddn pohjaympyrin sidde » ympyrin kehdn pituuden p avulla.

p=2nr
22 =2mr | : 27
r=23,501...

Tilavuus on
V=4, -h=m’hn-(3,501...cm)*-1,0 cm
=38,515... cm® =39 cm’.

Vaippa on suorakulmio, jonka toinen sivu on lierién korkeus ja toinen
sivu pohjaympyrén kehén pituus.

Avaippa =22 ¢cm - 1,0 cm = 22 cm?

Vastaus: 39 cm’ ja 22 cm?
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241A. a) Kappale on pallo, jonka sdde on 5,0 mm.

Tilavuus on
% =§nr3 - %W(S,O mm)’ = 523,598... mm"® ~ 520 mm’.

Pinta-ala on
A=4n”"4n - (5,0 mm)> = 314,159... mm’ = 310 mm?,

Vastaus: 520 mm® ja 310 mm?
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b) Kappale on puolipallo, jonka sdde on 3,0 m.

Tilavuus on

o B . 3 3 57 m®
=5 3m =53m (3,0 m)” =56,548... m" =57 m".

Puolipallon pinta-ala koostuu pallopinnan puolikkaasta ja ympyrésta.

Akok = Apuolipallo + Aympyréi

= %~4nr2 +
1

=54m:(3,0 m)’ +7-(3,0 m)’
=84,823... m’
~85m’

Vastaus: 57 m® ja 85 m?
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242A. a) Varaston sivujen pituudet ovata =2,0m, b =2,0 mjac =2,5 m.

Lasketaan varaston avaruuslivistijin pituus
d=~a*+b* +c* =~2,0° +2,0* +2,5* =3,7749...~ 3,8 .

Varaston avaruuslévistdjan pituus on noin 3,8 m.
Vastaus: 3,8 m
b) Oksasahan varsi mahtuu varastoon, jos varaston avaruuslavistéji on

pidempi kuin varsi. Avaruuslavistdja 3,7749... m on suurempi kuin
oksasahan varren pituus 3,4 m, joten oksasahan varsi mahtuu
varastoon.
Vastaus: mahtuu

243A. a) Putken ulkohalkaisija on 53 mm ja putken paksuus on 4 mm. Putken
sisdhalkaisija on 53 mm — 2 - 4 mm = 45 mm.

Vastaus: 45 mm

b) Putken tilavuus saadaan kertomalla pohjan pinta-ala putken

korkeudella. Pohja on ympyri, jonka sidde on 45 mm

=22,5 mm.

Muutetaan pituudet desimetreiksi.

22,5 mm = 0,225 dm
190 cm =19 dm

Putken tilavuus on
V= Apohja * h =m - h=m- (0,225 dm)* - 19 dm = 3,021... dm’.

Putkeen mahtuu vettd noin 3,0 litraa.

Vastaus: 3,0 litraa
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244A. a) Sijoitetaan kappaleen tilavuus ¥ = 905 m*® ja korkeus # = 8,00 m

lierion tilavuuden lausekkeeseen ja ratkaistaan siitd pohjan pinta-ala

Apohja-
V = A‘pohja ’ h
905=4,,-8,00  [:8,00
905
Apohja = T
A o =113,125
Ay ~113

Kappaleen pohjan pinta-ala on noin 113 m?,

Vastaus: Apohja = 113 m?

b) Sijoitetaan kappaleen tilavuus ¥ = 905 m” ja korkeus / = 8,00 m
kartion tilavuuden lausekkeeseen ja ratkaistaan siitd pohjan pinta-ala

Apohja-
v=Lu . -n
3 ohja
905=L 4 .8.00

3 pohja
905 =2,666...- 4, ||:2,666..
A e =339,375
A e ©339 m?

Kappaleen pohjan pinta-ala on noin 339 m?.

Vastaus: Apohja = 339 m?
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245A. a) 1,51=1,5 dm’ = 1500 cm’
Vastaus: 1500 cm®

b) Merkitddn kuution muotoisen pakkauksen sarmén pituutta kirjaimella
a. Pakkauksen tilavuus on V' = a’.

Koska tilavuus on toisaalta V= 1500 cm’, saadaan yhtild 1500 = a”.

Ratkaistaan yhtélostd sdrmén pituus a.

1500 = &
a=3/1500
a=11,447...

Pakkauksen sédrmén pituus on noin 11 cm.
Vastaus: 11 cm

¢) Pakkaus muodostuu kuudesta samanlaisesta neliostd. Yhden nelion
sivun pituus on b-kohdan mukaan 11,447... cm, joten yhden nelién

pinta-alaon 4 =11,447...cm - 11,447... cm = 131,037... cm’.

Pakkaukseen tarvitaan pahvia
6-131,037... cm*>=786,222... cm*~790 cm?.

Pahvia tarvitaan noin 790 cm’.

Vastaus: 790 cm?
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246A. a) Katto muodostuu suoran ympyralierion vaipan puolikkaasta.
Vaippa on suorakulmio, jonka toinen sivu on 40 m ja toinen sivu
paddyssé olevan puoliympyrén kehén pituus. Lasketaan kehén pituus,
kun piin likiarvona kéytetdan lukua 3.

_ 2mr
ppuoliympyréi - 2
ppuoliympyréi =nr
ppuoliympyréi = 3 Sm= 15 m

Lassen arvio katon pinta-alalle on
15m - 40 m =600 m*.

Vastaus: 600 m’

b) Lasketaan kuinka monta prosenttia 630 m? on suurempi kuin 600 m?.

2
630 1 05-105%
600 m

Todellinen tulos on 105 % arvion tuloksesta, joten todellinen tulos on
105 % — 100 % = 5 % suurempi.

Vastaus: 5 % suurempi
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247A. a) Suurennoksen mittakaava on 2:1, joten sdrmén pituus kaksinkertaistuu.
Alkuperdinen sdrmén pituus on 5 cm, joten suurennoksessa se on
2 -5 cm = 10 cm. Viite on oikein.

Vastaus: oikein

b) Alkuperdisen kuution sdrmén pituus on 5 cm, joten sen tilavuus on
(5 cm)® = 125 cm’. Viite on oikein.

Vastaus: oikein

¢) Suurennoksen sdrmén pituus on 10 cm, joten sen tilavuus on
(10 cm)® = 1000 cm®.

3
Koska 1000—0111 =8, niin suurennoksen tilavuus on 8-kertainen
125cm

alkuperdisen kuution tilavuuteen ndhden. Viite on vaérin.
Vastaus: vadrin, 8-kertainen

d) Alkuperdisen kuution sdrmén pituus on 5 cm, ja kuution pinta-ala
koostuu kuudesta samanlaisesta nelidstd. Yhden nelion pinta-ala on
(5 cm)? = 25 cm?, joten koko kuution pinta-ala on
6 - 25 cm” = 150 cm’.

Suurennoksen sdrmén pituus on 10 cm, joten yhden nelion pinta-ala on
(10 cm)® = 100 cm?. Koko kuution pinta-ala on 6 - 100 cm* = 600 cm?.

150 1
600 4°
suurennoksen pinta-alasta. Viite on oikein.

Koska niin alkuperdisen kuution pinta-ala on neljdsosa

Vastaus: oikein
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6,7 cm
2

V:%M =§n-(3,35 cm)’ =157,479...cm’ ~ 160 cm’.

248B. a) Tennispallon sdde on » = = 3,35 cm. Tennispallon tilavuus on

Vastaus: 160 cm’

b) Pakkaus on suoran ympyrilieridn muotoinen, sen korkeus on
3-6,7cm=20,1 cm ja pohjaympyrin sdde 3,35 cm.

Pakkauksen tilavuus on
V=nrh=mn-(3,35cm)*- 20,1 cm = 708,656... cm®> = 710 cm’.

Vastaus: 710 cm®

¢) Pakkauksen sisille jadvat tyhjan tilan tilavuus saadaan, kun
pakkauksen tilavuudesta véhennetéén kolmen pallon tilavuus.

Tyhjén tilan tilavuus on
V'=708,656...cm®> — 3 - 157,479... cm® = 236,218... cm® = 240 cm’.

Vastaus: 240 cm’
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249B. a) Paperista kddritddn suora ympyralierio. Médritetdén lierion
pohjaympyrén séde, kun pohjan piiri on paperin pidempi sivu.

p=2mr
29,7 cm=2nr ||:2n
r=4,726... cm

Lierion tilavuus on

V =mr’h
=m-(4,726...cm)°-21,0 cm
=1474,084... cm’
~1470 cm®

Vastaus: 1470 cm’

b) Paperista kddritddn suora ympyralierié. Méadritetddn lierion
pohjaympyrén séde, kun pohjan piiri on paperin lyhempi sivu.

p=2mnr
21,0cm =2nr |27
r=3,342... cm

Lierion tilavuus on

V =mr’h
=m-(3,342...cm)*-29,7 cm
=1042,281... cm’
~1040 cm’

Vastaus: 1040 cm’
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VAHVISTA OSAAMISTA

250B. Pallon sisdlli ei ole tyhjéd tilaa, jos pallon mitatuista tiedoista laskettu
tiheys on sama kuin kuparin annettu tiheys.

Merkitéén kuparipallon sédetté kirjaimella 7. Muodostetaan yht&l6 pallon
ymparysmitan avulla ja ratkaistaan siitd séde 7.

64,2 cm=2nr ||:2m
r=10,217...

Tiheys saadaan jakamalla massa tilavuudella. Mééritetdén kuparipallon
tilavuus.

4 =%n-(10,217... cm)’ =4468,421... cm’

Lasketaan tiheys jakamalla pallon massa 37,9 kg = 37 900 g pallon
tilavuudella.

37 900 g

2268 0L om =8,481...g/cm’

Koska kuparipallon tiheys on pienempi kuin puhtaan kuparin tiheys,
pallon siséllé on tyhjai tilaa.

Vastaus: on
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251A. Sérmien pituuksien suhde on 1:2:3. Merkitddn lyhimmén sdrmén pituutta
kirjaimella a, jolloin sdrmét ovat a, 2a ja 3a.

Sarmiodn tilavuus on V= a - 2a - 3a. Toisaalta sirmion tilavuus on 48 cm®.
Saadaan yhtélo a - 2a - 3a = 48. Ratkaistaan siité pituusyksikko a.

a-2a-3a=48
6a’ =48 ||:6

a =8

a=1/8

a=2

Sédrmidn mitat ovat @ =2 cm, 2a =4 cm ja 3a = 6 cm.

Vastaus: 2 cm, 4 cm ja 6 cm

252B. a) Tiheys 550 kg/m® tarkoittaa, ettd yksi kuutiometri lautaa painaa 550
kilogrammaa. Linnun p6ntdn massa saadaan laskemalla osien
yhteistilavuus ja kertomalla se tiheydella.

Linnunpdnttd koostuu kuudesta suorakulmaisesta sdrmidsti, joiden
kaikkien korkeus on 2 cm. Lasketaan sdrmididen pohjan yhteispinta-
ala ja kerrotaan se korkeudella.

V=026cm:-14cm-2+14cm-18cm+10cm- 10 cm
+26cm-10cm-2)-2cm

=3200 cm’

=0,0032 m’

Lasketaan linnunp6ntén massa kertomalla tiheys tilavuudella.
550 kg/m® - 0,0032 m* = 1,76 kg = 1,8 kg

Vastaus: 1,8 kg
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b) Piirretddn kuva tilanteesta. Linnunpontdsséd pystyssd on vastakkain
kokoa 10 cm - 26 cm olevat osat ja vastakkain kokoa 14 cm - 26 cm
olevat osat. Koska pohja on 2 cm paksu, sisdpuolen korkeudeksi tulee
26 cm—2 cm =24 cm.

I = 26 cm — 2 cm = 24 em

\

Viimeinen osa asettuu katoksi kuvan péélle, jolloin sisdtilavuus loppuu
kuvan seindlautojen yldreunaan. Sisdtilavuus on suorakulmainen
sdrmid, jonka pohjana on 10 cm - 10 cm pala ja jonka korkeus on

24 cm. Lasketaan sisétilavuus.

V=10cm - 10 cm - 24 cm = 2400 cm®
Linnunpéntén sisitilavuus on 2400 cm’.

Vastaus: 2400 cm®
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253B. Vesi muodostaa lierion, jonka pohja on sektori.
Lierion korkeus on 4 mm = 0,04 dm, pohjasektorin keskuskulma 105° ja
pohjasektorin sdde 14 m = 140 dm.

Piirretddn kuva tilanteesta.

105°

Lasketaan muodostuvan lierion pohjan pinta-ala.

_105°

pohjasektori — 360°

-7-(140 dm)® =17 959,433... dm’

Muodostuvan lierion tilavuus on
V'=17959,439... dm® - 0,04 dm = 718,377... dm’>.

Vetti tarvitaan 718,377... dm® = 718,377... 1. Lasketaan, kuinka monta
minuuttia sadetinta on pidettévé pédlld, kun se suihkuttaa 32 litraa
minuutissa.

718,377...1

—=22,449...min # 22 min 27 s
32 1/min

22 minuuttia ei vield riitd, joten sadetinta on pidettiva toiminnassa
23 minuuttia.

Vastaus: 23 minuuttia
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254B. Merkitddn sivutahkon korkeutta kirjaimella % ja sivutahkon ja pohjan
vilistd kulmaa kirjaimella a. Piirretddn kuva tilanteesta.

Pyramidin sisélle muodostuu suorakulmainen kolmio, jonka toinen
kateetti on 8 ja toinen kateetti pohjanelion sivun puolikas 6. Maéritetddn
sivutahkon korkeus /# Pythagoraan lauseen avulla.

8 +6>=h’
h* =100
h = (i) \Y 100
h=10
Sivutahko on kolmio, jonka pinta-ala on
~L2.40=
A= 5 12-10 = 60.

Madritetddn kulman o suuruus tangentin avulla.

_8
tana = 6
a=53,130...°
a~53,13°

Vastaus: 60 ja 53,13°
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255B. Piirretdan kuva tilanteesta.

25m

Uima-altaan sisépinta koostuu kahdesta samanlaisesta puolisuunnikkaasta
sivuilla ja kolmesta erikokoisesta suorakulmiosta paéddyissi ja pohjassa.

I,1m

25 m 3,0m

3.0m—1,1m=19m
]

10 m 10 m

I.1m
3.0m

10 m

Lasketaan pohjasuorakulmion sivun pituus s sivuseindéin muodostuvan
suorakulmaisen kolmion ja Pythagoraan lauseen avulla.

257 +1,9% =5*
s? =628,61
§=25,072...
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Lasketaan osien pinta-alat yhteen.

L,LIm+3,0m
kokozzlf

=394,220... m’

A 25m+10m-1,Im+10m-3,0 m+10 m-25,072... m

Yhden laatan pinta-ala on 0,30 m - 0,20 m = 0,06 m?. Lasketaan kuinka
monta laattaa uima-altaan pintaan tarvitaan.

394,220... m*

0.06 i =6570,349...
,06 m

Laattoja tarvitaan vahintédn 6571 kappaletta. Lasketaan, kuinka monta
laatikkoa on ostettava, jotta saadaan tarvittavat laatat.

6571 _
30 - 219,033...

Tarvitaan siis vahintddn 220 laatikkoa laattoja.

Vastaus: 220 laattalaatikkoa



Huippu Kertaus ¢ Tehtévien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

256B. Tommin ostaman kompostikdymaélédn sisdosa koostuu suorasta

ympyrépohjaisesta lieridstd ja suorasta katkaistusta ympyrékartiosta.

Lasketaan osien pituudet kuvan avulla.

Nyliosn = 97 em — 32 cm = 65 |em

65em—4em |,
= ——————— =[30,5 cm

Rotnose = 32 cm —2 cm = 30 c¢m

Tpohjn = 45.:“1 =22,5 cm
Katkaistu ympyrakartio
Yldosan lierion tilavuus on 1
V=m-(30,5cm)’ - 65cm= 189 960,326... cm’. -

Katkaistun kartion tilavuus voidaan laskea oheisella
kaavalla.

V:%’—I(r‘lﬂirhﬂf)

= 130Em (22,5 cm)? +22,5 em-30,5 cm + (30,5 em)?)

alaosa 3

=66688,158... cm’

Sisdtilavuus on yhteensd
189 960,326... cm® + 66 688,158... cm’
=256 648,484... cm’ = 260 000 cm’® = 260 dm’ = 260 1.

Vastaus: 260 litraa
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257B. Sulava jaa muuttuu vedeksi. Veden voidaan ajatella muodostavan lierion,
jonka korkeus on vedenpinnan kohoama. Lasketaan veden tilavuus, kun
30 % jadstd sulaa.

Vsulavajia = 0,3 - 1 834 000 km* - 2 km = 1 100 400 km’

Sulavan jadn massa on yhté suuri kuin sulamisesta syntyvian veden massa.
Lasketaan sulavan jadn massa, joka saadaan kertomalla jdén tilavuus sen
tiheydella.

m=1100 400 km® - 0,9 kg/dm’
=1100 400 000 000 000 000 dm’ -0,9 kg/dm’
=9,9036-10"kg

Lasketaan veden tilavuus tiheyden avulla. Veden tilavuus saadaan
jakamalla sen massa tiheydell4.

17
2903610 ke _ 5 9036.10" dm’® =990 360 ki’
1 kg/dm

Lasketaan merien pinta-ala, joka on sulavan veden lierién pohja.
Ameret = 0,71 + 4 - 7 - (6400 km)* = 365 450 163,658... km*
Merkitdan vedeksi sulaneen jain muodostaman lierién korkeutta

kirjaimella 4. Muodostetaan yhtilo lierion tilavuuden kaavan avulla ja
ratkaistaan siitd veden pinnan kokouma /.

V=Ah
14
990 360 =365 450 163,658...-h  ]|:365 450 163,658...
h=0,002709...

Veden pinta nousisi 0,002709... km =2,709... m = 2,7 m.

Vastaus: 2,7 m
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258B. Lasketaan valmistettavan pelinappulan tilavuus. Merkitddn pyramidin
muotoisen nappulan korkeutta kirjaimella /4 ja pohjan lavistdjan puolikasta
kirjaimella a. Piirretdédn kuva tilanteesta.

3cm

Koska pohja on nelid, pohjan lévistdjén puolikas a on hypotenuusa
suorakulmaisessa kolmiossa, jonka kateetit ovat 1,5 cm pitkié.

Madritetdén pohjan lavistdjéan puolikkaan pituus a Pythagoraan lauseen
avulla.

1L,5° +1,5* =d?

a*=4,5
a= (i)\l4,5
a=2,121...

Korkeusjana # muodostaa suorakulmaisen kolmion sivusérmén ja pohjan
halkaisijan puolikkaan a kanssa. Muodostetaan yhtélo Pythagoraan
lauseen avulla ja ratkaistaan siitd korkeus 4.

P +2,121.7 =3

h* =45
h = (i) 4,5
=2,121..

Kuuden pyramidin tilavuus on
V= 6%- (3 em)?-2,121... cm = 38,183... cm’.

Raakamuovihelmen sdde on 2 mm = 0,2 cm.
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Yhden raakamuovihelmen tilavuus on V' = % n-(0,2 cm)’ =0,033... cm’.

Lasketaan, kuinka monta helmed peliin tarvitaan.

38,183... cm’

oas o =1139,462..
) ... Cm

Helmié tarvitaan yhteen peliin noin 1140 kappaletta.

Vastaus: 1140 helmed
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259B. Styrox-palloilla tiytettiva tila lasketaan vihentdmaélld kuution tilavuudesta
kartion tilavuus. Kartion ja laatikon reunojen véliin on jditéva 3 cm
pehmustetta, joten kartion korkeus voi olla enintddn
15 cm—2 - 3 cm =9 cm ja pohjaympyrén halkaisija
I15em—2 -3 cm =9 cm. Piirretddn kuva tilanteesta.

15 cr

Lasketaan kartion tilavuus.

V %«-(4,5 cm)®-9 cm =190,851... cm’

kartio

Lasketaan kuution tilavuus.
Vkuutio = (15 CIl’l)3 =3375 CIl’l3

Styrox-palloilla taytettava tilavuus on
3375 cm® — 190,851... cm® =3184,148... cm’.

Pallojen viliin jaa 40 % tyhjéa tilaa, joten styrox-pallojen yhteistilavuus
on oltava 0,60 - 3184,148... cm® = 1910,488... cm’.

Lasketaan yhden styrox-pallon tilavuus.
% =§n-(o,3 cm)’ = 0,113... cm’®

helmi

Lasketaan, kuinka monta palloa tarvitaan.
1910,488... cm’
0,113...cm’

=16892,431...~17 000

Palloja mahtuu laatikkoon noin 17 000 kappaletta.

Vastaus: 17 000 palloa
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260B. Leikattavan sektorin sdde on kartion sivujana ja sektorin kaaren pituus
kartion pohjan kehén pituus. Merkitddn sivujanan pituutta kirjaimella s.
Piirretddn kuva.

Lasketaan sektorin sdde s Pythagoraan lauseen avulla.

24 +12,5° =57

s* =732,25
§= (i‘)\[ 732, 25
s =27,060...

Sektorin keskuskulma voidaan méérittdd sektorin kaaren pituuden kaavan
avulla. Lasketaan sektorin kaaren pituus méérittdmalla kartion
pohjaympyran kehén pituus.

p=2r-12,5cm=78,539... cm

Muodostetaan yhtélo sektorin kaaren pituuden avulla ja ratkaistaan siitd
sektorin keskuskulma .

78,539..==%_.21-27,060... ||:27

~360°
[24 _ .
3607 27:060..=12.5 I: 27,060...
a 2ENO
Tege = 0-461... 11-360
a=166,296...°
o ~166°

Sektorin sdde on 27 cm ja keskuskulma 166°.

Vastaus: 27 cm ja 166°
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261A. Merkitddn suuremman lasimaljakon korkeutta kirjaimella 4.
Pienemmain lasimaljakon korkeus on tdlloin 0,6/.

Mittakaava on k = 0’—}?h =0,6.
Tilavuuksien suhde on mittakaavan kuutio, joten

V. .
_plcnl = 3 = 3 =
P =k =0,6°=0,216.

iso

Pienemmain lasimaljakon tilavuus on 21,6 % suuremman lasimaljakon
tilavuudesta.

Vastaus: 21,6 %
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262A. Merkitddn pienemman kuution sdrmén pituutta kirjaimella g, jolloin
suuremman kuution sdrmén pituus on 2a.

2a a

a) Lasketaan kuutioiden tilavuudet.
Vpieni = 613

Vio = 2a)’ = 8a°

Lasketaan, kuinka monta prosenttia pienen kuution tilavuus on ison
kuution tilavuudesta.
3

a 1
——===0,125
8a’ 8
Pienen kuution tilavuus on siis 1 — 0,125 = 0,875 = 87,5 % pienempi
kuin iso kuution tilavuus, joten sérmén puolittaminen pienentda
kuution tilavuutta 87,5 %.

Vastaus: 87,5 %

b) Lasketaan kuutioiden sivutahkojen pinta-alat.
Apieni =6- aZ
Aiso =6 - (2a)* = 244’

Lasketaan, kuinka monta prosenttia pienen kuution pinta-ala on ison

kuution pinta-alasta.
6a’ _ 1
=—-=0,25
240> 4

Pienen kuution pinta-ala on siis 1 — 0,25 = 0,75 =75 % pienempi kuin
iso kuution pinta-ala, joten sdrmén puolittaminen pienentéé kuution
pinta-alaa 75 %.

Vastaus: 75 %
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263B. Merkitddn kuution sdrmén pituutta kirjaimella s.

Kuution tilavuus on Viuuio = 5°.

Pyramidin pohjan pinta-ala on s* ja korkeus ls. Pyramidin tilavuus on

2
%A -h:l-sz-ls=ls3 1

V pohja 3 2 6 = E I/kuutio .

pyramidi =

Koska pyramidin tilavuus on kuudesosa kuution tilavuudesta, pyramidin
tilavuuden suhde kuution tilavuuteen on 1:6.

Vastaus: 1:6
264B. Yhdenmuotoisten kuvioiden pinta-alojen suhde on mittakaavan nelid,

joten
A

k2 _ “pieni l

A150 _4
_1_1
i

Yhdenmuotoisen kappaleiden tilavuuksien suhde on mittakaavan kuutio,

joten

V. .

pieni _ 3

Ve

3,0 (1Y

7 =2 I
Viso.%:370 ||.8

V =

Isomman laatikon tilavuus on 24 1.

Vastaus: 24 litraa
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265B. Piirretddn kuva tilanteesta.

r = 6371 km
P
L7 60,0121°

Pohjoisen leveyspiirin asteluku ilmaisee kulman, jonka kyseinen
leveyspiiri poikkeaa pdivéintasaajasta. Talldin lyhin matka Oulusta
paivéntasaajalle Maapallon pintaa pitkin on kuvaan muodostuneen
sektorin kaaren pituus. Lasketaan matka Oulusta pdivéntasaajalle.

~60,0121°

b= 360° -2m-6371 km=6673,041... km = 6673 km

Lyhin matka Maapallon pintaa pitkin Oulusta péivéntasaajalle on
noin 6673 km.

Vastaus: 6673 km

266B. a) Linsirajan pituus on kuvassa kulman « rajaaman sektorin kaaren
pituus. Sektorin séde on maapallon séde 6371 km ja keskuskulma o on
41°—37°=4°,

Lasketaan sektorin kaaren pituus.

o

27 -6371 km =444,779... km ~ 445 km

00
Coloradon osavaltion lénsirajan pituus on noin 445 km.

Vastaus: 445 km
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b) Coloradon osavaltion eteldraja kulkee 37. leveyspiirid ja pohjoisranta
41. leveyspiirid pitkin. Molemmat ovat saman asteluvun suuruisia
ympyrén kaaria. Leveyspiiri on sitd pidempi, mitd ldhempéna
pdivédntasaajaa se on, joten samaa astelukua vastaavista leveyspiirin
osista lahempéni paivintasaajaa oleva on pidempi. Siis Coloradon
osavaltion eteléraja on pohjoisrajaa pidempi.

Vastaus: eteldraja
267B. Lyhin matka, jonka kivihiiliesiintyméa on kulkenut, on pituuspiirié pitkin.

Talldin lyhin kuljettu matka on Maapallon pintaa pitkin siten, ettd matka
on 55° —23° = 22° sektorin kaaren pituus. Piirretddn kuva tilanteesta.

Lasketaan kivihiiliesiintyméan kulkema matka.

_22° _
b= 360° 21-6370 km = 2445,904... km

Kivihiiliesiintyma ja samalla my0s Britannia on liikkunut vahintédan
2446 km matkan. Tahan kului 300 000 000 vuotta. Lasketaan, kuinka
pitkén matkan Britannia liikkui keskiméarin vuodessa.

2445,904... km

300 000 000 a =0,000008153... km/a =8,153... mm/a = §,15 mm/a

Britannia liikkui keskimédarin 8,15 mm vuodessa.

Vastaus: 2446 km ja 8,15 mm vuodessa
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268B. Koska kolmio on suorakulmainen, terdvien kulmien suuruudet ovat 54° ja
90° — 54° = 36°. Pidempi kateeteista on suurempaa kulmaa vastapaata.
Merkitddn pidemmaén kateetin sivun pituutta kirjaimella / ja kolmion
hypotenuusaa eli muodostuvan kartion sivujanaa kirjaimella s. Piirretdan
kuva tilanteesta.

Lasketaan kolmion toisen kateetin pituus /4 ja hypotenuusan pituus s
suorakulmaisen kolmion trigonometrian avulla.

o__h .
tan54° = 145 |-14,5
h=19,957...
cosS4°=147’5 [|-s
s-cos54°=14,5 ||: cos45°
s =24,6068...

Lasketaan tietojen avulla kartion tilavuus.
14 =%-n~(14,5 cm)2 -19,957... cm = 4394,116... cm® ~ 4390 cm’

Lasketaan tietojen avulla kartion vaipan pinta-ala.
A=7-14,5cm - 24,668...cm= 1123,743... cm* = 1120 cm®

Vastaus: 4390 cm’® ja 1120 cm?
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SYVENNA YMMARRYSTA

269B. Piirretddn kuvaan apuviivoja. Johtimen halkaisija on d = 1 mm, joten sidde
on 7 =0,5 mm.

b

Tasoon levitettyné kuori muodostaa suorakulmion, jonka toinen sivu
koostuu kuudesta johtimen halkaisijan mittaisesta osasta ja kuudesta
sektorin kaaren pituudesta b. Asettamalla kuvaan piirretyt sektorit
vierekkiin havaitaan sektorien muodostavan yhteensd yhden kokonaisen
ympyran.

Kuoren sivun pituus on siis 6d + 2mur.
6-1mm+2-m-0,5mm=9,1415... mm = 0,91415... cm

Kuoren suorakulmion toisen sivun pituus on 2 m = 200 cm. Lasketaan
kuoren pinta-ala.

A4=0,91415... cm - 200 cm = 182,831... cm* = 183 cm®

Vastaus: 183 cm?
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270B. Havainnollistetaan pakkaamista kuvalla.

0000

L J N A

Olkoon pakkauksen sdrmén pituus a ja mandariinin séde b, jolloin
appelsiinin sédde on 2b. Médritetddn mandariinin ja appelsiinin tilavuudet
b:n avulla.

=§nb3 ja v =—n(2b) - 32 nb®

Laatikon tilavuus on .

Mandariineja mahtuu yhteen riviin vierekkain 2a_b kappaletta, joten niitd

mahtuu laatikkoon ( — kappaletta

2b) 8b

Appelsiineja mahtuu yhteen riviin vierekkéin kappaletta,

22b 4b

3
joten niitd mahtuu laatikkoon ( 7] b) kappaletta.

64b3

“)@'cf _?

645°

a 3 3
Lukumaéérien suhde on (( 8b° ) —a_ 64 _84 o

Mandariineja mahtuu 8-kertainen maéra suhteessa appelsiineihin, joten
niitd mahtuu 800% — 100 % = 700 % enemmén.
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Lasketaan tyhjin tilan maérat, kun appelsiineja pakataan n kappaletta ja
mandariineja pakataan 8n kappaletta.

V. =a’—n- —71;b3

tyhjd,a
Vipam =@ —8n-2ab* =a* —n- 32 npy’
whigm =@ —8n- b =a’ —n-=Em

Tyhjan tilan madrd on yhta suuri.

Vastaus: 700 % enemmaén, yhté paljon tyhjaa tilaa
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271B. Havainnollistetaan tilannetta kuvan avulla.

Jos Whitehorsen ja Keravan yhteenlaskettu poikkeama nollapituuspiiristéd
on alle 180°, on Keravalta lyhempi kulkea nollapituuspiirin suuntaan eli
lanteen. Lasketaan poikkeamien summa.

25,10° + 135,06° = 160,16°

Keravalta on lyhempi matka kulkea pituuspiirid pitkin suoraan linteen,
jotta padstdan Whitehorseen.

Matka on pallon pinnalle muodostuneen kulman o = 160,16° rajaaman
sektorin kaaren pituus. Sektorin sdde » voidaan maérittdd pallon sisélle
muodostuneen suorakulmaisen kolmion avulla.

r

\ O

6370 km!
90° — 60, 4° = 29, 6°

Muodostetaan yhtild sinin avulla ja ratkaistaan siitd séde r.

. o _ v )
$in29,6° = o |-6370
r =3146,409...

Lasketaan sektorin kaaren pituus.

b= 12%’306 21-3146,409... km =8795,219... km = 8800 km

Vastaus: lanteen, 8800 km
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272B. Sekstantin avulla voidaan mitata kulma, jossa vuoren huippu nikyy.
Esimerkiksi mitataan kulma $, jossa vuori nikyy jossakin kohdassa.
Tadmaén jélkeen kuljetaan suoraan kohti vuorta, jokin tietty matka a ja
mitataan uudestaan kulma «, jossa vuori ndkyy. Nédiden tietojen avulla
voidaan laskea vuoren korkeus.

Muodostetaan yhtdlopari

__h
tan = "y

a
_h
tana—b

Yhtiloparista voidaan ratkaista vuoren korkeus /4, kun tunnetaan a, a ja f.

Vastaus: —



Huippu Kertaus ¢ Tehtévien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

273B. Merkitddn pienen munkin sddettd kirjaimella 7 ja ison munkin sidetta

kirjaimella R, jolloin pienen munkin tilavuus on %nﬁ ja ison munkin

tilavuus %TER3 )

Molempiin vaihtoehtoihin kéytettdvén taikinan tilavuus on yhta suuri.

3I/iso = 24Vpieni
AR =242 00 I:
3 3 R =24 T [|: 7
4R =32/° |:4
R =81
R=X/8r
R=2r

Ison munkin sidde on siis kaksi kertaa pienen munkin séde.
Lasketaan molempien pinta-alat.

Aiot =3 - 4m - (2r)* = 487
Apienet = 24 - 41 - 17 = 96m1”

Lasketaan pinta-alojen suhde.

9671 _
487

Pieniin munkkeihin tarvitaan kaksinkertainen méaéra sokeria suhteessa
1soithin munkkeihin. Suhde on tilldin 1:2.

Vastaus: 1:2
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274B. Piirretdan kuva tilanteesta.

P

Suoran ympyrakartion vaippa on sektori, jonka pinta-ala voidaan laskea

kaavalla 4= 366:)" -7s”, jossa s on sektorin séde.

Toisaalta sektorin kaari ja kartion pohjaympyrén kehé ovat yhta pitkat.

p=>b
__« .
2nr = 360° 2ns  ||:27;s
a__r .360°
360° s I-360
a=360°"
s

Sijoitetaan keskuskulman lauseke sektorin pinta-alan kaavaan.

_360°% g

A==3600

Vastaus: —
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275B. a) Ympyrikartion korkeus on /2 = 30 cm ja pohjan halkaisija on
d =30 cm. Pohjan sdde on =15 cm.

Poisleikatun osan korkeus £ = 10 c¢m, joten varjostimen korkeus on
[=30cm—10 cm =20 cm.

Piirretdan poikkileikkauskuva tilanteesta. Merkitddn kuvaan
varjostimen sivujana S, alkuperdisen ympyréakartion sivujana x ja

poisleikatun ympyrakartion sivujanan y.

Kuvioon muodostuu kaksi suorakulmaista kolmiota, joilla on yksi
yhteinen kulma. Kolmiot ovat yhdenmuotoisia.

10 cm

30 cm

20 cm

«

15 cm
Ratkaistaan sivujanan x pituus Pythagoraan lauseen avulla.

2730+ 152
x=133,541...(cm)

Ratkaistaan kulman a suuruus tangentin avulla.

_30
tanot—15

a=63,434..°
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Ratkaistaan sivujanan y pituus sinin avulla.

$in63,434..° =% |-y
sin63,434..°y =10 [ :sin63,434...°

3 =11,180... (cm)

Varjostimen sivujanan pituus on
S=x—y=33,541...cm — 11,180... cm = 22,360... cm = 22,4 cm.

Vastaus: § = 22,4 cm

b) Kun varjostin levitetddn tasoon, se ndyttdd ympyrasektorilta, jonka

keskeltd on leikattu pois pieni sektori.

Ison sektorin sdde on x = 33,541... cm ja pienen sektorin sdde
y=11,180... cm.

Keskuskulmien suuruus f saadaan laskettua sopivalla ohjelmalla
sektorin pohjaympyrén kehén pituuden p ja sektorin kaaren pituuden b
avulla.

P pohjaympyra = biso sektori
__ B on
2n-r 360° 2n-x
B o
2m15 =505 2w 33,541
S=160,996...°
p~161°

Hahmotellaan kuva tilanteesta. Varjostin on kuvassa oleva sininen osa.

160, 996...°

Y

11,180... cm
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¢) Varjostimen pinta-ala saadaan, ison sektorin pinta-alasta ja
vihennetddn pienen sektorin pinta-ala.

Bop o 160.99..0

= D ST 2 _ 2
Aoseon =30 T X Sg00  T033,541..7 =1580,583... (cm’)
_ B, _160,99..° 2 )
A soion =300 TV = 3¢50 % 11,1807 =175,620... (cm”)

Avarjostin = 1580,583... cm* — 175,620 cm?
= 1404,962...cm* = 1405 cm?

Vastaus: 1405 cm?
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276B. a) Poistuneen veden miéra voidaan laskea vahentdmalla kaukalon
tilavuudesta jéljelld olevan veden mééra.

b=200cmjaa=30cm

Kaukalo on sdarmid, jonka pohjana on tasasivuinen kolmio ja jéljelld
olevan veden miiré on kartio, jonka pohjana on sama tasasivuinen
kolmio.

Viaukalo = Akolmio + 200 cm

1
Vjéiljelléi olevavesi >4 -200 cm

3 kolmio

Tyhjai tilaa on tdlloin
Vighja =V,

kaukalo l7j€iljelléi oleva vesi

—A 200 cm—L4 200 cm

— ““kolmio 3 kolmio

=24 200 cm

3 kolmio

Tyhja tila on siis %z 0,666...~ 0,67 = 67 % kaukalon tilavuudesta.

Vastaus: 67 %
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b) Piirretddn kuva paadysta.

h /

Paitykolmio ja veden peittdmé kolmio ovat yhdenmuotoiset. Koska
veden tilavuus sdrmidsséd on a-kohdan mukaan kolmasosa
alkuperdisestd, veden peittdimén kolmion pinta-ala on kolmasosa
padtykolmion pinta-alasta.

30 cm

Merkitdan padtykolmion korkeutta kirjaimella H ja veden peittdmén
kolmion korkeutta kirjaimella /. Pinta-alojen suhde 1:3 on mittakaavan
h:H nelio. Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan siitd korkeuksien 4 ja H
suhde.

() =3
H] 3
ho_ 1
H \3
h_ 1
H 3

H?+15% =307
H? =675

H = +,25,980...

Muodostetaan mittakaavan avulla yhtélo ja ratkaistaan siitd veden
Syvyys A.

ho 1.
25,980...cm /3 I|-25,980... cm

h=15cm
Veden syvyys kaukalossa kallistuksen jilkeen on 15 cm.

Vastaus: 15 cm
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7 TODENNAKOISYYSLASKENTAA

277A. a) 8!=40320

Vastaus: 40 320
b) (165)= 5005

Vastaus: 5005

0 (;)=1

Vastaus: 1

278A. Tuloperiaatteen mukaan asukokonaisuuksiaon4 -2 -2 = 16.
Vastaus: 16 asukokonaisuutta

279A. a) Koska 303:sta lukiolaisesta 282 asuu vanhempiensa luona, on kysytty

todennikdisyys % ~0,930...~ 0,93.

Vastaus: 0,93
b) Tapahtuma “ei asu vanhempiensa luona” on a-kohdan tapahtuman
vastatapahtuma, joten todennékdisyys on

1-10,930... =0,0693... = 0,069.

Vastaus: 0,069
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280A. a) Tapahtuman “arpakuution silmdluku” kaikki alkeistapaukset ovat
silmiluvut 1, 2, 3,4, 5 ja 6.

Vastaus: silméluvut 1, 2, 3,4,5ja 6

b) Tapahtumalle ”arpakuution silméluku on vihintddn 5 suotuisat
alkeistapaukset ovat silméluvut 5 ja 6.

Vastaus: silméluvut 5 ja 6

¢) a-kohdan perusteella nopalla on 6 mahdollista silmélukua ja b-kohdan
perusteella suotuisia silmélukuja on 2.

P(arpakuution heitossa silméluku on véhintéén 5) = % = %
1

Noppaa heittdmailld silméluku on véhintdén 5 todenndkoisyydelld 3

1
t. L=
Vastaus 3

281A. a) Mustikoita on yhteensd 5 + 9 = 14 ja niistd 9 on kypsid, joten kysytty

todennékdisyys on %

.9
Vastaus: 1

b) Jos kulhosta otetaan yksi kypsd mustikka, kulhoon jda 13 mustikkaa.
Jéljelle jadvistd mustikoista kypsid on 8, joten kysytty todennidkdisyys

8
on 13-

Vastaus: 3

13
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¢) Kun ensimméiinen mustikka nostetaan, niin todennidkdisyys saada
kypsd mustikka a-kohdan mukaan on % Toista mustikkaa
nostettaessa todenndkoisyys saada kypsé mustikka b-kohdan mukaan

on % Todenndkoisyys, ettd kulhosta umpiméahkéén otetut kaksi

mustikkaa ovat molemmat kypsié, saadaan kertolaskusédénnolla

9.8 _36
14 13 91°

. 36
Vastaus: o1

282A. a) Kuusi opiskelijaa voivat olla 6! = 720 eri jarjestyksessa.
Vastaus: 720 jarjestyksessd

b) a-kohdan jérjestyksistd yksi on sellainen, jossa opiskelijat ovat
pituusjérjestyksessd lyhimmista pisimpaén ja yksi jirjestyksistd on
sellainen, jossa opiskelijat ovat pituusjarjestyksessa pisimmasti
lyhimpaan.

2 1

Kysytty todennékdisyys on 750 = 360"

Vastaus: L
360

283A. Merkitddn 4 = “esitys on tanssiesitys” ja B = “esitys on lauluesitys”.
Néin ollen P(4) = 0,30 ja P(B) = 0,40.
a) Oletetaan, ettd sama esitys on vain tanssiesitys tai vain lauluesitys,
joten 4 ja B oletetaan erillisiksi. Koska tapahtumat 4 ja B ovat erillisié,
niin P(4 tai B) = P(4) + P(B) = 0,30 + 0,40 = 0,70 = 70 %.

Vastaus: 70 %
b) Tapahtuma “esitys ei ole tanssi- eiké lauluesitys” on tapahtuman
esitys on tanssi- tai lauluesitys” vastatapahtuma, joten

P(esitys ei ole tanssi- eiké lauluesitys) = 1 — 0,70 = 0,30 = 30 %.

Vastaus: 30 %
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284A.

285A.

286A.

a) A ="Nenna tulee huomenna ajoissa kouluun”

Tapahtuman A vastatapahtuma on 4 = "Nenna ei tule huomenna
ajoissa kouluun”

Vastaus: ”Nenna ei tule huomenna ajoissa kouluun”

b) A4 ="Nenna tulee ainakin joskus ajoissa kouluun”

Tapahtuman A4 vastatapahtuma on 4 = ”Nenna ei koskaan tule ajoissa
kouluun”

Vastaus: “Nenna ei koskaan tule ajoissa kouluun”
A Alkeistapaukset ovat satunnaisilmion mahdollisia tuloksia, joten A ja
IV kuuluvat yhteen.

B Riippumattomat tapahtumat eivét vaikuta toistensa todennékdisyyteen,
joten B ja II kuuluvat yhteen.

C Erilliset tapahtumat ovat toisensa poissulkevia eli ne eivit voi
molemmat tapahtua, joten C ja I kuuluvat yhteen.

D Kombinaatiot ovat joukon osajoukkoja, joten D ja III kuuluvat yhteen.

E Permutaatiot ovat jarjestettyjd jonoja, joten E ja V kuuluvat yhteen.
Vastaus: A: IV; B: I, C: [, D: llTjaE: V

Kéytetdéin geometrisena mittana alueen pinta-alaa. Koko parkkialueen
pinta-ala on 7,0 m - 6,0 m = 42 m? ja suotuisan alueen pinta-ala on
3,0m-2,0m=6,0m%.

2
P(avain j&i auton alle) = 462rn ~=0,142...~ 0,14
m

Avain jai auton alle todennékdisyydella 0,14,

Vastaus: 0,14
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287A.

1. nopan

1. nopan

a) Havainnollistetaan heittotuloksia ja niiden summaa taulukon avulla.
Merkitéén kaikki alkeistapaukset taulukkoon.

2. nopan silmédluku

1 2 3 4 5 6
2 1 2 3 4 5 6 7
= 2 3 4 5 6 7 8
E 3 4 5 6 7 B 9
@ 4 5 6 7 8 9 10

5 6 7 3 9 10 11

6 7 8 9 10 11 12

Havaitaan, ettd alkeistapauksista 15 on sellaisia, joissa silmélukujen
summa on vihintddn kahdeksan.

ol s 15_5

Kysytty todennédkdisyys on 3612
.5
Vastaus: B

b) Havainnollistetaan heittotuloksia ja niiden tuloa taulukon avulla.
Merkitdan kaikki alkeistapaukset taulukkoon.

2. nopan silméluku

1 2 3 4 5 6
3 1 1 2 3 4 5 6
= 2 2 4 6 3 10 12
£ 3 3 6 9 12 15 18
@ 4 4 8 12 16 20 24

5 5 10 15 20 25 30

6 6 12 18 24 30 36

Verrataan taulukkoa a-kohdan taulukkoon ja havaitaan, etta
alkeistapauksista 11 on sellaisia, joissa silmélukujen summa on
suurempi kuin niiden tulo.

Kysytty todennékdisyys on %

Vastaus: —

11
36
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288A. TAPA 1:
Todennikoisyys, ettd ensimmadinen kirja on sellainen, jota en ole lukenut,

on % Todennikoisyys, ettd toinen kirja on sellainen, jota en ole lukenut,

on 2 Kertolaskusdédnnon mukaan todennikoisyys, ettd molemmat kirjat

4
1
ovat sellaisia, joita en ole lukenut on 3. Z_31 = —.
5 45
2
TAPA 2:

Kolmesta kirjasta, joita en ole lukenut voidaan valita kaksi (;) =3 tavalla.

Viidesta valittavan olevasta kirjasta voidaan valita kaksi (5) =10 tavalla.

2

Todenndkoisyys, ettd valitsen kaksi kirjaa joita en ole lukenut on %

.3
Vastaus: 10
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289A. a) Kyseessd on kombinaatioiden maard, joten 15:sta tummahiuksisesta

15) =455 tavalla.

voidaan valita kolme ( 3

Vastaus: 455 tavalla

b) Kyseessd on kombinaatioiden maéri, joten 28:sta henkilosti voidaan
valita kolme (238) =3276 tavalla.

Vastaus: 3276 tavalla

¢) Kohtien a ja b perusteella kaikki satunnaistarkastukseen joutuvat ovat

455 _ 0.138...~ 0,14,

tummahiuksisia todennédkoisyydelld 3976

455

Vastaus: 3976

~ 0,14
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290A. Jos tdnéddn sataa, huomenna sataa todenniakdisyydella %

Jos ténién sataa, huomenna ei sada todennékoisyydelléd 1 —% = %
Jos ténién ei sada, huomenna sataa todennikoisyydella %

Piirretdén tilanteesta puukaavio ja merkitddn tapahtumalle ’ylihuomenna
sataa, jos tindédn sataa” suotuisat haarat oranssilla.

1 1
- 2

2
) @ L 1 @ :
2 3 3
Lasketaan kysytty todennékdisyys kertolasku- ja yhteenlaskusdintojen
avulla.

P(ylihuomenna sataa, jos tdniédn sataa)

= P(huomenna sataa) - P(ylihuomenna sataa, kun huomenna
satoi) + P(huomenna ei sada) - P(ylihuomenna sataa, kun huomenna
ei satanut)

11,11
“2272°3
_5

12
Vastaus:i

12
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291A. a) Havainnollistetaan noppien silmilukujen summia taulukolla.
Merkitéédn suotuisat summat vihredlld ja muut mahdolliset summat

harmaalla.

1 2 3 4 5 6
f 2 3| 4 3| o6 7
2 3| 4 5 6 T &
3 4 5| 6| F B 9
4 3| 6| 7| 8] 9 10
3l e 7| & 9 10] 11
el J| 8| 9 10| 11] 12

Suotuisia summia on 10 ja mahdollisia summia on 36.

P(silmélukujen summa on 6 tai 8) = ; =

S

S ~
g =0,277..~0,28.

)}

Vastaus: 0,28
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b) Havainnollistetaan mahdollisia kahden nopan heiton tuloksia
taulukolla. Merkitdén tuloksia, joissa noppien silméiluvut ovat samat
vihredlld ja muita tuloksia harmaalla.

1 2 3 4 5 6

= e

Heittotuloksia, joissa silméluvut ovat samat, on 6 ja tuloksia on
yhteensé 36.

P(silméluvut ovat samat yhdelld kahden nopan heitolla) = % = %

Pelaaja joutuu vankilaan, jos hin heittdd molemmilla nopilla kolmesti
perdkkiin saman silméluvun. Eri heittokerrat ovat riippumattomia
toisistaan. Riippumattomien tapahtumien kertolaskusidénnon
perusteella

P(silméluvut ovat samat kolmella perdkkaiselld kahden nopan heitolla)
= P(silmiluvut ovat samat yhdelld kahden nopan heitolla)®

() ot -
_(6) — 1 =0,00462... x 0,0046.

Vastaus: 0,0046
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VAHVISTA OSAAMISTA

292A. a) Opettajia on yhteensd 12, joten heistd voidaan valita viisi opettajaa

(152 ) =792 tavalla.

Vastaus: 792 tavalla

b) Matemaattisten aineiden opettajia on nelji, joista kaksi voidaan valita

4
( 2) =6 tavalla.

Vastaus: 6 tavalla

¢) Matemaattisten aineiden opettajia on nelja, joista kaksi voidaan valita

(3) = 6 tavalla. Kieltenopettajia on viisi, joista kolme voidaan valita

3
voidaan valita kolmella tavalla.

(5) =10 tavalla. Taito- ja taitoaineiden opettajia on kolme, joista yksi

Kaksi matemaattisten aineiden opettajaa, kolme kieltenopettajaa ja yksi
taito- ja taideaineiden opettaja voidaan valita tuloperiaatteen mukaan
6 - 10 - 3 =180 tavalla.

Vastaus: 180 tavalla
293A. Jokaisessa kuudessa paikassa on kaksi mahdollisuutta: joko siiné on piste
tai ei. Mahdollisuuksia on siis yhteensi 2° = 64. Miiristi on viihennettivi
tilanne, jossa missdédn paikassa ei ole pistettd, jolloin erilaisia merkkeja

voidaan esittdd 64 — 1 = 63.

Vastaus: 63 erilaista merkkid
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294A. Perusvirin médrdn ilmoittamisessa kdytettdvid merkkejd on 16 erilaista.
Naistd kahden perdkkdisen merkin jonoja voidaan muodostaa
16 - 16 = 256 erilaista.

Koska perusvireji on kolme, voidaan eri vérisévyja ilmaista
256 - 256 - 256 = 16 777 216 erilaista.

Vastaus: 16 777 216 erilaista varisdvya

295B. a) Lyhyen matematiikan pakollisena kirjoittaneilla kouluarvosanaa 9 oli
eniten (1048), ylimdérdisena kirjoittaneilla oli eniten arvosanaa 7
(1292) ja koetta kirjoittamattomilla oli eniten arvosanaa 6 (2146).
Tyypillisimmat arvosanat ovat siis 9, 7 ja 6.

Vastaus: 9, 7ja 6

b) Kouluarvosanan 10 saaneita lyhyen matematiikan kokeeseen
osallistuneita oli 282 + 184 = 466.
Heisté sai laudaturin 210 + 70 = 280.

280 _140 _ 600~ 0,60.

Kysytty todennékdisyys on = 266 233

Vastaus: 0,60

¢) Kouluarvosanaksi vdhintdin 5 saaneita lyhyen matematiikan
kokeeseen osallistuneita oli 3665 — 32 =3633.
Heisté hyléattiin 139 — 3 = 136, joten hyvéksyttyja oli
3633 — 136 = 3497.

Kysytty todennékdisyys on 3497

3633 =0,962...~0,96.

Vastaus: 0,96
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296A. a) Tilaston mukaan havaintoarvoja on 7 + 56 + 43 + 14 = 120. Ndiistd
56 + 43 =99 on aikavililld klo 11-15.

9 _33_0.825~0,83.

Kysytty todenndkoisyys on —~ 120 = 40

33
Vastaus: 20 ~ 0,83

b) Tilaston mukaan posti tuli klo 13 jélkeen yhteensd 43 + 14 = 57 kertaa.
Oletetaan, ettd postin saapuminen eriaikoina on toisistaan
riippumatonta.

57 57 _ 361

120 120 = 1600 =0,2256...~ 0,23.

Kysytty todennékdisyys on ——

361

Vastaus: 1600

~0,23

¢) Tilaston mukaan posti tuli klo 13 jélkeen 43 + 14 = 57 kertaa, joista
14 kertaa tuli klo 15 jélkeen.

Kysytty todennédkdisyys on % =0,245...~0,25.

14
Vastaus: 57 ~ 0,25
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297B. a) Tilaston mukaan suoritettuja tutkintoja oli yhteensa 31 881 ja ndista oli
748 maa- ja metsitalousalalta.

748

Kysytty todennékdisyys on ———-— 31881

=0,0234...~0,023.

Vastaus: 0,023

b) Tilaston mukaan naisten suorittamia tutkintoja oli yhteensd 18 020 ja
ndistd oli 502 maa- ja metsétalousalalta.

502 _ 251
18020 ~ 9010

Kysytty todennédkdisyys on =0,0278...~0,028.

Vastaus: 0,028

¢) Tilaston mukaan miesten suorittamia tutkintoja oli yhteensé 13 861 ja
ndistd oli 1290 luonnontieteistd ja 359 palvelualalta.

Kysytty todennikoisyys on 13861

..~ 0,12.

Vastaus: 0,12
298A. a) Ensimmadinen voidaan valita kahdella tavalla, toinen yhdelld, seuraava
kolmella, sitd seuraava kahdella ja viimeinen yhdell4 tavalla.

2:1:3:21_ 1

Kysytty todenndkoisyys on 5 =10"

L
Vastaus: 10
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b) Ensimmainen voi olla kuka tahansa neljdsta, toinen kolmesta, kolmas
kahdesta ja neljés voi olla vain yksi. Neljd ensimmadistd voivat siis
muodostaa 4 - 3 - 2 - 1 = 4! eri jérjestystd. Viimeinen voidaan valita
yhdellé tavalla.

411
Kysytty todenndkoisyys on a7 -

N |—

1
Vastaus: —
astaus 5

¢) Viimeinen haastateltava voidaan valita yhdelld tavalla, ensimmaéinen
haastateltava kahdella tavalla, toinen yhdella tavalla, kolmas kahdella
tavalla ja neljds yhdelld tavalla.

Kysytty todennékdisyys on % = %
Vastaus: 1
30

299A. Pakassa on 52 korttia + jokeri eli 53 korttia. Niistd voidaan jakaa viisi

korttia (53 eri tavalla. Suotuisia alkeistapauksia ovat ne viiden kortin

5

joukot, joissa on jokeri ja neljd samanarvoista korttia. Jokereita on vain
yksi, joten se voidaan valita yhdelld tavalla. Pakassa on 13 eri arvoista
korttia, joten jokerin liséksi mahdollisia 4 saman arvoista korttia -jakoja
on 13 erilaista.

Kysytty todennikoisyys on

P(viisi samanarvoista korttia)

113 13 1 ~
= (53) = 5860685 — 220 745 =0,00000453...~ 0,0000045.
5

Vastaus: 0,000 0045
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300A.

301A.

Lasketaan ensin todennédkdisyys, ettd ensimmadiseksi kortiksi saadaan
musta, toiseksi punainen jne. Télloin kysytty todennékdisyys on

Jos ensimmaéinen on punainen, saadaan sama todennékdisyys, joten
P(joka toinen kortti on punainen ja joka toinen musta)

_ 650 _ 1300 _ N
=2 30787 =36 157 = 0+ 0332...~ 0,033,

Vastaus: 0,033

a) Riippumattomilla tapahtumilla tarkoitetaan tapahtumia, jotka eivét
vaikuta toistensa todennikoisyyksiin. Esimerkiksi, jos heitetdsin ensin
kolikkoa ja sitten noppaa, tapahtumat ovat riippumattomia.

Vastaus: Riippumattomilla tapahtumilla tarkoitetaan tapahtumia, jotka
eivit vaikuta toistensa todennédkdisyyksiin. Esimerkiksi heitetddn ensin
kolikkoa ja sitten noppaa.

b) Erilliset tapahtumat ovat toisensa poissulkevia eli ne eivét voi tapahtua
yhtd aikaa. Esimerkiksi arpakuution heitossa tapahtumat ”saadaan
silméluku 17 ja ’saadaan silmédluku 2” ovat erillisid tapahtumia.

Vastaus: Erilliset tapahtumat ovat toisensa poissulkevia eli ne eivit voi
tapahtua yhté aikaa. Esimerkiksi arpakuutiota heitettiessé tapahtumat
”saadaan silméluku 1” ja ’saadaan silmiluku 2”.
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302A.

303A.

Merkitédén 4 = "henkil6lld on farkut” ja B = "henkil6llé on villapaita”.
Kéytetdén yleistd yhteenlaskusdantoa.

P(4 tai B tapahtuu) = P(4 tapahtuu) + P(B tapahtuu) — P(4 ja B
tapahtuvat).

Sijoitetaan kaavaan P(A4 tai B tapahtuu) = 0,56,
P(A tapahtuu) = % =0,48 ja P(B tapahtuu)= 2i5 =0,16 ja ratkaistaan
yhtélosta P(A4 ja B tapahtuvat).

0,56=0,48+0,16— P(4 ja B)
—P(4jaB)=0,56—0,48-0,16
—P(4 ja B)=-0,08

P(A4 jaB)=0,08

HenkilGitd, joilla on farkut ja villapaita on 0,08 - 25 = 2.

Vastaus: kahdella henkilolla

Merkitddn 4 =" suosikkijalkapallojoukkue voittaa” ja

B =" suosikkijadkiekkojoukkue voittaa”.

Tapahtumat ovat riippumattomat, joten P(4 ja B) = P(4) - P(B).
Sijoitetaan kaavaan P(4) = 0,73 ja P(4 ja B) = 0,36 ja ratkaistaan
yhtélostd P(B).

P(4 ja B) = P(4) - P(B)
0,36=0,73 - P(B) |:0,73
P(B)=0,493...
P(B)=493... %

P(B) = 49 %

Vastaus: 49 %
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304A. a) Tapahtuman A4 = "’kaikki opiskelijat tulevat kouluun autolla”

vastatapahtuma on 4 = “on ainakin yksi opiskelija, joka ei tule
kouluun autolla”.

P(4)=0,3’ja

P(A)=1-P(4)=1-0,3"=0,99757 ~ 0,998

Vastaus: 4 = on ainakin yksi opiskelija, joka ei tule kouluun
autolla”; 0,998

b) Tapahtuman A4 = "ainakin yksi opiskelija tulee kouluun autolla”

vastatapahtuma on 4 = “kukaan ei tule kouluun autolla”.
Koska P(opiskelija tulee autolla kouluun) = 0,3, on
P(opiskelija ei tule autolla kouluun) =1 - 0,3 =0,7.

Talléin P(A ) =0,7°=0,1680... ~ 0,168
Vastaus: 4 = “kukaan ei tule kouluun autolla”; 0,168

Tapahtuman A4 = "tdsmalleen yksi opiskelija tulee kouluun autolla”
vastatapahtuma on A = ”0, 2, 3, 4 tai 5 opiskelijaa tulee kouluun
autolla”.

Lasketaan ensin P(A4).

Todenndkdisyys, ettd ensimméinen kouluun tuleva tulee autolla ja
muut eivit, on 0,3 -0,7-0,7-0,7 - 0,7.

Autolla kouluun tuleva voi olla kuka tahansa viidest4, joten tapahtuma,
ettd ensimmaéinen tulee kouluun autolla ja muut eivit voi tapahtua

viidella eri tavalla.
P(4)=5-03-0,7-0,7-0,7-0,7=0,36015.

Tallsin P(4 )= 1 —0,36015 = 0,639.. = 0,640

Vastaus: 4 = 70, 2, 3, 4 tai 5 opiskelijaa tulee kouluun autolla”; 0,640
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305A.

TAPA 1:
Viisi pakettia 17:sta voidaan valita (157 ) = 6188 tavalla.

=6 tavalla.

Neljastd Violan lahjapaketista voidaan 2 valita (;

Muiden 13:sta paketista voidaan 3 valita (133 ) =286 tavalla.

Todennidkdisyys, ettd Viola avaa tdsmélleen kolme jonkun muun pakettia

2(5)
\2A\3)_1716 _ 597, ~0.28.

17 6188

5
TAPA 2:
Todennikoisyys, ettd Violan avaamat kolme ensimmaisti pakettia ovat
jonkun muun, on B3 1211 4 3 . Kolme muille kuuluvaa pakettia

17 16 15 14 13

voivat olla avaamisjarjestyksessa

g) =10 eri tavalla, joten

P(Viola avaa tdsmilleen kolme jonkun muun pakettia)
13 12 11 4 3 _ 33

lo.ﬁ.ﬁ-ﬁ-ﬁul3 m20,277.z0,28

Vastaus: 0,28
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306A. a) Tapahtumat "hillo menee véirille hyllylle” ja ”maito menee vaérille
hyllylle” ovat riippumattomia. Esineen todenndkdisyys menné oikealle
hyllylle on % ja vadrélle hyllylle %
Lasketaan tapahtuman hillo tai maito menee vaarélle hyllylle”
todenndkdisyys vastatapahtuman ™ hillo ja maito menevét oikealle
hyllylle” avulla.

P(hillo ja maito menevit oikealle hyllylle) = % T

A=

P(hillo tai maito menee véérille hyllylle)

o L_15_ ~
= 11 =13=0.9375~0,94

15
Vastaus: 16~ 0,94

b) Vastatapahtumaa "hillo ja maito menevét oikealle hyllylle”
laskettaessa on huomioitava, ettd maitoa ei laiteta samalle hyllylle kuin
hillo, joten alkeistapauksia on silloin enéé kolme.

P(hillo ja maito menevit oikealle hyllylle) =

A1
3712

NI

P(hillo tai maito menevét véarille hyllylle)
T N U ~
=1 T 0,916...~ 0,92

AL
Vastaus: T 0,92

¢) Jos valitsee sattumanvaraisesti hyllyn ja laittaa seka hillon ettd maidon
sille, jompikumpi tai molemmat menevit vadrille hyllylle. Téalloin

P(hillo tai maito menee véirille hyllylle) = 1.

Vastaus: 1
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307A.

308A.

Merkitdan yksittdisen arvan voittotodennakoisyyttd kirjaimella p.
Todennikdisyys, etté viidestd arvasta jokainen voittaa, on p°. Ratkaistaan
p yhtdlosta

p’ =0,006
p=1/0,006
p=0,359...
p=359..%
p=36%

Vastaus: 36 %

Merkitddn 4 = ”’saippua on lopussa” ja B = "pefletit ovat lopussa”.
P(4)=0,10
P(B)=0,15

P(A)- P(B)=0,10-0,15=0,015
Koska P(4 ja B) = 0,06 ei ole yht suuri kuin P(4):n ja P(B):n tulo,
voidaan todeta, ettd tapahtumat “’saippua on lopussa” ja pefletit ovat

lopussa” eivit ole riippumattomia.

Vastaus: eivit ole
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309B. Hahmotellaan tilanteesta kuva ja kdytetddn todennidkoisyyden mittana
kulman suuruutta. Jos puolisuora on y-akselin suuntainen, se ei leikkaa y-
akselia. Suotuisat puolisuoran tulee leikata y-akseli pisteessi, joka on
origosta ylospdin. Piirtdmalla mallikuva huomataan, ettd puolisuoran
ddriasentojen vilinen kulma on 146 astetta.

Kysytty todenniikdisyys on ;‘6‘82 - % —0,405...~ 0,41.
b

7
6
5
4
467
2
1

X

-3 -2 -1 0 1 2 3
-1
-2
=
-4

Vastaus: 0,41

310A. a) Vastatapahtuma sisaltiai kaikki ne alkeistapaukset, jotka eivét ole
tapahtumalle suotuisia alkeistapauksia. Tapahtuman ja
vastatapahtuman todennikoisyyksien summa on 1.

Vastaus: —
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b)

311A. a)

Pankkivirkailijoita, jotka ovat aktiivisia feministiliikkeessi on
vihemmaén kuin kaikkia pankkivirkailijoita, joten véitteen A
todenndkdisyys on suurempi kuin véitteen B.

Merkitdan kaikkien alkeistapausten méaraa kirjaimella 7,
feministiliikkeessd aktiivisten pankkivirkailijoiden mééraé kirjaimella f°
ja pankkivirkailijoiden, jotka eivit ole feministiliikkeessé aktiivisia,
méérad kirjaimella e.

P(A)=f;re ja P(B)=%

Siis P(4) > P(B).

Vastaus: —

Koska 40:std numerosta voidaan valita seitseméan

470) =18 643 560

eri tavalla ja on vain yksi oikea rivi, on kaikki seitsemén numeroa

1 =0,0000000536...~5,4-10",

oikein todenndkdisyydella 13 643 560

1

~ . -8
18 643 560 ~35,4-10

Vastaus:

b) Seitsemésti oikeasta numerosta voidaan valita nelja (1) eri tavalla.

Védrid numeroita on 40 — 7 = 33 ja niistd voidaan kolme valita (333) eri

tavalla.

4)\3) 4774 N
(40) _466089_0,0102...~0,01
7

P(tdsmélleen 4 oikein) =

Vastaus: A774 ~ 0,01

466089
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312B. a) Suotuisa mitta on taulun pinta-ala. Taulu on ympyra, jonka séde » on

millimetreiné 3—25 +9-17=170,5. Taulun pinta-ala on

nelidmillimetreind r* = -170,5%.

Taustalevyn pinta-ala on 1,0 m? = 1 000 000 mm?. Kysytty
todennékdisyys on

n-170,5°
m =0,0913...~0,09

Vastaus: 0,09

b) Tikalla saa vahintdén 8 pistettd, jos se osuu alueille 8-10. Niité alueita

vastaa ympyrd, jonka sdde on millimetreina % +2-17=51,5.

Ympyrin pinta-ala on nelidmillimetreind n-51,5”. Taulun pinta-ala on
neliomillimetreind nr* = n-170,5°. Kysytty todenniikdisyys on

2
LY 6 0912...%0,09,
n-170,5

Vastaus: 0,09

Tikalla saa korkeintaan 5 pistettd, jos se osuu alueille 5-1. Néiden
alueiden pinta-ala saadaan vihentdmaélla taulun pinta-alasta sisemmén
ympyrén eli pisteiden 6-10 muodostaman ympyréin pinta-ala, jonka

sdde on millimetreiné % +4-17=285,5. Kysytty todennikdisyys on

7n-170,5* — - 85,5
n-170,5

=0,748...~ 0,75

Vastaus: 0,75
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313A. a) Saksa voittaa Senegalin todennikoisyydelld 0,65 ja Suomi voittaa
Singaporen todenndkoisyydelld 1 — 0,50 = 0,50. Merkitdén
todenndkdisyydet kaavioon.

‘ Saksa | Suomi ‘ finaali
- ~
0,65 d ™~
Sl . 0,50
e
r '// A .
Saksa [Senega\ ‘ ‘Singapore] Suomi vélierat

P(Suomi pelaa finaalissa Saksaa vastaan)
=0,65-0,50=0,325=32,5 %.

Vastaus: 32,5 %

b) Tarkastellaan tilanteet, joissa Suomi ei kohtaa Saksaa, koska Saksa
voittaisi Suomen 100 %:n todennikdisyydella.

Senegal ja Suomi voittavat vélierissd todenndkoisyydelld
0,35-0,50=0,175.

Suomi voittaa Senegalin todennikdisyydelld 1 — 0,60 = 0,40. Talldin
P(Suomi voittaa koko kilpailun) = 0,40 - 0,35 - 0,50 = 0,07.

‘ Senegal| Suomi ‘ finaali
e AN
0,35 e . 0,50
e
e \ )
Saksa [Senegal ‘ ‘Singaporel Suomi vélierat

Toinen vaihtoehto, jossa Suomi ei kohtaa Saksaa on, jos pelataan
vilierdt Saksa-Singapore ja Suomi-Senegal.

Singapore ja Suomi voittavat vilierissd todennikoisyydelld 0,45-
0,40 =0,18.

Suomi voittaa Singaporen todennikoisyydelléd 0,50.
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Talloin
P(Suomi voittaa koko kilpailun) = 0,50 - 0,45 - 0,40 = 0,09.

éingapore | Suomi l finaali
L
0'47 0,40
Saksa Singapore ‘Senegai‘ Suomi | vélierat

Huomataan, ettd Suomen todennikoisyys voittaa koko kilpailu on
suurin vélierdpareilla Saksa—Singapore ja Senegal-Suomi.
Todennikdisyys, ettd Suomi voittaa koko kilpailun on 0,09.

Vastaus: vilierdpareilla Saksa-Singapore ja Senegal-Suomi,
todennékdisyys 0,09

SYVENNA YMMARRYSTA

314A. Jotta numeroiden summa olisi korkeintaan 3, luvussa voi olla vain
numeroita 0, 1, 2 ja 3.
Jos luvussa on numero 3, on luku 300 ainoa mahdollinen
kolminumeroinen positiivinen kokonaisluku.

Numerolla 2 alkavia ehdon tayttavia lukuja ovat 200, 201 ja 210.

Numerolla 1 alkavia ehdon tayttévid lukuja ovat 100, 101, 102, 110, 111
ja 120.

Kolminumeroisia positiivisia kokonaislukuja ovat luvut 100-999. Lukuja
on yhteensd 999 — 99 = 900.
10 _ 1

Kysytty todennédkdisyys on 90090~ 0,0111..=0,011.

Vastaus: 0,011
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tavalla, joista

315A. a) Koko vuoden piivistd voidaan 13 pidivéa valita (31635

yksi on suotuisa. Kysytty todennékdisyys on siis
L_ <3810

365
13
Vastaus: 3,8-107*

b) Vanhoista pyhépéivistd 2 voidaan valita tavalla. Muut

2

11 pyhépiivai, jotka eivét ole samoja kuin vanhat, voidaan valita
(365 - 13) B (352

1 1 ) tavalla.
(13 (352

11 ) =0,0649...~0,06.

JU 2
Kysytty todennikoisyys on W
13

Vastaus: 0,06

¢) Jos vuoden ensimméiinen pdivd on maanantai, 52 tiyteen viikkoon
kuluu 52 - 7 =364 piivad. 364. pdiva on siis sunnuntai ja 365. paiva
maanantai. Vuodessa on tdlloin 53 maanantaita ja 52 kutakin muuta
viikonpédivaa.

52
13

53

13 tavalla.

Pyhipéivit voidaan siis valita 6- +

Kysytty todennékdisyys on

6-(52)+(53)

13 13 _ -1 —~11

65 =1,761...-100" ~1,8-107".
13

Vastaus: 1,8-10_11
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316B.

317A.

Tapahtuma “ainakin yksi voittoarpa” on tapahtuman “’ei yhtdén
voittoarpaa” vastatapahtuma.

Todennékdisyys, ettd arpa ei voita on 1 —%0 =0,95. Todennékdisyys, ettd

n:ssé arvassa ei ole yhtddn voittoa, on 0,95”, joten
P(tulee ainakin yksi voitto) = 1 — 0,95".

Koska todenndkoisyys pitda olla yli 50 %, saadaan epayhtdlo
1 -0,95">0,50.

Ohjelman symbolisen laskennan toiminnolla saadaan ratkaisuksi
n>13,513...
On ostettava véhintién 14 arpaa.

Vastaus: vdhintddn 14 arpaa

470) =18 643 560 eri tavalla ja

33:sta jdljelld olevasta numerosta voidaan valita yksi lisinumero 33:1la
tavalla.

40:std numerosta voidaan valita seitseméin (

Seitsemaistd oikeasta numerosta voidaan valita kolme ( 3) eri tavalla.

Varsinaisessa rivissa tulee olla 33:sta vééristd neljé, jotka voidaan valita
33
4

). Oikean lisdanumeron on oltava jokin pelaajan valitsemista neljédsta

vadristd numerosta, joten lisinumero voidaan valita ( ) =4 tavalla.

1

P(tdsmilleen 3 ja liséinumero oikein)

1)
1R 4
=-———+—=0,009311...~0,0093

iiE

Vastaus: 0,0093
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318A. a) Kéytetddn alkeistapauksina viiden kortin joukkoja. Kaikkien

alkeistapausten lukuméiréd on 32 . Jokaista arvoa vastaa nelji korttia,

5

joista kolme voidaan valita (g) tavalla. Eri arvoja ovat 1-13, siis 13

kpl. Loput kaksi korttia on oltava muun arvoisia ja niitd on 52 — 4 = 48.

N tavalla.

P(tasmalleen kolme on samanarvoisia)

(33
_ 3 \2) 58656 _ 94 _ 055 ~0.023

(52) 2598960 4165
5

Kaksi 48:sta voidaan valita (48

Vastaus: 0,023

b) Jokaista arvoa vastaa neljé korttia, joista neljé voidaan valita (3)

tavalla. Eri arvoja on 13 kappaletta. 48:sta muun arvoisesta kortista

18 tavalla.

voidaan valita yksi kortti

P(tasmélleen neljé on samanarvoisia)

4\ (48
Plaf 624 |
B (52) =3598960 ~ 4165 »000240...~0,00024
5

Vastaus: 0,00024
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¢) On otettava huomioon, ettd kolmen muun arvoisen kortin joukossa ei
saa olla kahta keskenddn samanarvoista korttia. Kaksi samanarvoista

voidaan valita 13-(4) tavalla.

2

Ensimmaéinen muun arvoinen kortti voidaan valita 52 — 4 = 48 tavalla.
Seuraava muun arvoinen kortti voidaan valita 52 — 8 = 44 tavalla ja
kolmas muun arvoinen kortti voidaan valita 52 — 12 = 40 tavalla.
Kolme muun arvoista korttia voidaan valita 48 - 44 - 40 tavalla. Koska

korttien jérjestykselld ei ole vilid, valintatapoja on w =14080.
P(tasmilleen kaksi on samanarvoisia)
4
B 13'(2)'14080 _ 1098240 352 1o 0 4o
(52) 2598960 833 T
5

Vastaus: 0,42



Huippu kertaus e Tehtavien ratkaisut e Kustannusosakeyhti6 Otava e pdivitetty 30.7.2018

319A. Taulukoidaan jokaiseen kerrokseen liittyvd odotusaika.

Kerros Odotusaika (s)
Kellari 10+5=15

1 0

2 10+5=15

3 10+2-5=20
4 10+3-5=25
5 10+3-5=25
6 10+2-5=20
7 10+5=15

8 0

9 10+5=15
10 10+2-5=20
11 10+3-5=25
12 10+4-5=30
13 10+3-5=25
14 10+2-5=20
15 10+5=15
16 0

17 10+5=15
18 10+2-5=20
19 10+3-5=25
20 10+4-5=30

Kerrokset, joissa joutuu odottamaan yli 22 sekuntia, ovat 4, 5, 11, 12, 13,
19 ja 20, joten suotuisia kerroksia on 7. Jokaisen kerroksen kohdalla on
todenndkdisyys 0,025, joten kysytty todennédkoisyys on 7 - 0,025 = 0,175

Vastaus: 0,175
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320A. Piirretdén tilanteesta puukaavio, jossa T = "torjunta” ja E = "ei torjunta”.
Merkitéédn oranssilla ne vaihtoehdot, joissa on vahintdan kolme torjuntaa.

Kerto- ja yhteenlaskusdantdja soveltaen saadaan todennékoisyydeksi

P(torjuu neljastd laukauksesta véhintéén 3)
=0,9-0,9-0,9+0,9-0,9-0,1+0,9-0,1-0,45+0,1-0,45-0,45
—0,87075
~ 0,87

Vastaus: 0,87
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erilaista. Vastaavasti erilaisia kolmen

321A. a) Kahden tiytteen pitsoja on (124

30
valittavissa 13 muuta tiytettd, kahden taytteen pitsoja, joissa on

tonnikalaa, on 13 erilaista. Kolmen téytteen pitsassa kaksi muuta

janeljin tiytteen pitsoja on (14

lj) Koska tonnikalan lisdksi on

téytettd tonnikalan liséksi voidaan valita (123

tavalla. Neljin tiytteen

pitsassa téytteet voidaan valita (13 tavalla.

3

13} (13
13+(2)+(3) 377 _ 29
P(pitsassa on tonnikalaa) = = -7
(1241)+(1;1)+(1j) 1456 112

Todenndkoisyys, ettd toisessa pitsassa on tonnikalaa ja toisessa ei ole,

on
29 29\ 2407 _ N
112 (1_112)‘12544‘0’191“'~0’19

Vastaus: 0,19
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b) Tonnikalatdyte voidaan valita vain yhdelld tavalla ja muut taytteet
voidaan valita alla lasketuilla méérilld tapoja.

2]

Todennikoisyys, ettd kahden tdytteen pitsassa on tonnikalaa, on

Todennikoisyys, ettd kolmen tdytteen pitsassa on tonnikalaa, on

1.(123)

5

Todennékdisyys, ettd neljén téytteen pitsassa on tonnikalaa, on

13
5]
14\ -
4
Koska pitsan tdytteiden maérd arvotaan, jokaisen taytteen maaran

todennikoisyys on %

P(pitsassa on tonnikalaa)

13 13
T C R B
14 +§' 14 +§' 14 =H=O,214z0,21
2 3 4

1
3

Todenndkoisyys, ettd toisessa pitsassa on tonnikalaa ja toisessa ei ole,
on

3 (131233 _ o168 n
14~(1—14)—196—0,168...~0,17

Vastaus: 0,17
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322A. Kaksinumeroisia positiivisia kokonaislukuja ovat luvut 10-99.
Niditd on 99 — 9 = 90 kpl. Parillisia niistd on puolet eli 45. Kolmella
jaollisia on joka kolmas eli yhteenséd 30. Markuksen ja Marikan valitsemia
mahdollisia lukupareja on yhteensd 45 - 30 = 1350.

Kahdella ja kolmella jaollisia on joka kuudes luku eli ~ 15 kpl. Néin

100
6
ollen Markuksen ja Marikan valitsemia mahdollisia lukupareja, joissa

kummallakin on sama luku, on 15 kpl.

A5 _ 1 _50111~0,011

P(valitsevat saman luvun) = 7350 = 90

Vastaus: 0,011
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8 TILASTOT

323A.

324A.

Keskiarvo on pituuksien summan ja lukuméérén osamééré, joten
A ja III kuuluvat yhteen.

Keskihajonta mittaa havaintoarvojen ryhmittymisté keskiarvon ympdrille,
joten B ja I kuuluvat yhteen.

Mediaani on suuruusjérjestykseen asetetuista havaintoarvoista
keskimmadinen tai keskimmadisten keskiarvo, joten C ja II kuuluvat yhteen.

Moodi on havaintoarvoista se, jonka frekvenssi on suurin eli moodi on
yleisin havaintoarvo, joten D ja IV kuuluvat yhteen.

Vastaus: A: 11, B: I, C: I ja D: IV

a) Polkupydrien maérdt suuruusjarjestyksessd ovat: 0,0, 1, 2, 2,2, 3,4, 5,
5.
Vastaus: 0,0,1,2,2,2,3,4,5,5

b) Koska lukumaaraa kaksi on eniten, moodi on Mo = 2.
Lukuja on yhteensi 10, joten 5. ja 6. lukumédiri ovat keskimmaiset. 5.
lukumééré on 2 ja 6. lukumééri on 2. Néiden keskiarvo on 2, joten

mediaani on 2.

0+0+1+2+2+2+3+4+5+5 _
10

Keskiarvo on X = 2.4.

Vastaus: Mo =2, Md =2 ja x =2,4
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325B. a) Kopioidaan taulukon tiedot taulukkolaskentaohjelmaan ja piirretdan
pylvéskaavio.

Vastaus:

100
90
80
70
60
50

1%

40
30
20

0
Kay toissa Ei kay toissé

b) Kopioidaan taulukon tiedot taulukkolaskentaohjelmaan ja piirretdén
ympyrékaavio.

Vastaus:

| Kéy toissé
W Ei kay oissa
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326A. a) Kuvaajasta ndhdéén, ettd kun ikd on 15, suhteellinen summafrekvenssi
on noin 40, joten alle 15-vuotiaita on noin 40 %.

Vastaus: n. 40 %

b) Kuvaajasta nahddén, ettd kun suhteellinen summafrekvenssi on 50, ikd
on noin 20, joten mediaani-ikd on noin 20 vuotta.

Vastaus: n. 20 vuotta

¢) Kuvaajasta ndhddin, ettd kun suhteellinen summafrekvenssi on 90, ika
on noin 53 vuotta, joten sitd nuorempia on noin 90 % keski-
afrikkalaisista.
Vastaus: n. 53 vuotta

327A. Tiaydennetdin taulukkoon summafrekvenssit sf, suhteelliset frekvenssit
f % ja suhteelliset summafrekvenssit sf %.

Lumitdiden tekemiskertojen f sf f% sf %
maara

0 19 19
Yoetw | Lroiw
31 31

1 6 19+6=25
Sc19% | Lg%
31 31

2 4 25+4=29
A3 | 2roay
31 31

3 2 29+2=31
Zx6% | A=100%
31 31

Vastaus:
Lumit6iden f sf 1% sf'%
tekemiskertojen méérd

0 19 19 61 % 61 %

1 6 25 19 % 81 %

2 4 29 13% 94 %

3 2 31 6 % 100 %
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328A.

329A.

Jakauman B suurimmat frekvenssit ovat 1dhelld toisiaan ja pienimmat
molemmin puolin laitimmaisina, joten siind on pienin keskihajonta.

Jakauman A suurimmat frekvenssit ovat ddrilaidoilla, joten sen
keskihajonta on suurin.

Jakauman C arvot ovat jakautuneet melko tasaisesti koko vaihteluvilille,
joten sen keskihajonta A:n ja C:n keskihajonnan vélissa.

Jakaumien A—C keskihajonnan mukainen suuruusjérjestys pienimmasta
alkaen on B, C, A.

Vastaus: B, C, A

Kuvan A havaintoarvot asettuvat varsin hyvin nousevan suoran
laheisyyteen, joten korrelaatio on selvisti positiivinen. A ja IV kuuluvat
yhteen.

Kuvan B havaintoarvot asettuvat varsin hyvin laskevan suoran
laheisyyteen, joten korrelaatio on selvésti negatiivinen. B ja I kuuluvat
yhteen.

Kuvan C havaintoarvot ndyttavit asettuvan paraabelille, joten
muuttujien x ja y vélilld ei ole lineaarista riippuvuutta. C ja III kuuluvat
yhteen.

Kuvan D havaintoarvot asettuvat melko hyvin laskevan suoran
laheisyyteen, joten korrelaatio on jonkin verran negatiivinen. D ja II

kuuluvat yhteen.

Vastaus: A: IV, B: [, C: Il ja D: 11
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330B. Piirretddn aineistosta viivakaavio.

Vastaus:

Maidon hinta euroa/litra

1,20
1,00 .”//‘\§H
0,80
0,60
0,40
0,20

0,00
2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018

7+10+0+2+1+4:4

331A. a) Uintikertojen keskiarvo on x = 5

Vastaus: x =4 kertaa

b) Keskihajonta on

S_\/(7—4)2+(10—4)2+(0—4)2+(2—4)2+(1—4)2+(4—4)2
- 6-1

=3,847...

~3,8

Vastaus: s = 3,8 kertaa

332A. Niiden, jotka eivit ole ollenkaan kiytténeet, suhteellinen frekvenssi on
suurin, joten moodiluokka on 0.
Kahteen ensimmadiseen luokkaan kuuluu 27 % + 16 % =43 % ja
seuraavaan luokkaan 16 %. 50 %:n raja ylittyy luokan 3—5 kohdalla, joten

mediaaniluokka on 3-5.

Vastaus: moodiluokka: 0, mediaaniluokka: 3—5
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333A. a) Hammasldédkarissakayntikertojen keskiarvo on
_13-0+22-1+7-2+6-3+2-4
B 50

Vastaus: x =1,2

b) Keskihajonta on

_\/13-(0—;7)2+22-(1—7c)2+7.(2—;7)2+6.(3—;7)2+2-(4—;?)2
- 50—1

=1,098...

~1,10

Vastaus: s = 1,10

334B. Sopivalla ohjelmalla keskiarvoksi saadaan x =4,860...~ 4,86 ja
keskihajonnaksi s = 1,257...= 1,26.

n &6
Keskiarvo | 4 8605
a 2498
s 2571
2X 418
22 2166
Min 2
Q1 4
Mediaani |5

6
Max 7

Vastaus: x = 4,86, s =1,26
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335B. Tiaydennetdédn taulukkoon todelliset rajat ja luokkakeskukset.

Pituus (cm) Todellinen Todellinen Luokkakeskus (cm)
alaraja (cm) yléraja (cm)

150-159 149,5 159,5
149,5 ;— 159,5 ~154,5

160-169 159,5 169,5
169,5 42- 179,5 _ 164.5

170-179 169,5 179,5
> > 179,5;—189,5=]74’5

180-189 179,5 189,5
179,5;189,5 _ 1845

190-199 189,5 199,5
189,542—199,5 ~194,5

Lasketaan opiskelijoiden pituuksien keskiarvo luokkakeskusten ja
frekvenssien avulla.

Pituus (cm) Luokkakeskus (cm) | f
150-159 154,5 6
160-169 164,5 11
170-179 174,5 10
180-189 184,5 9
190-199 194,5 2

6-154,5+11-164,5+10-174,5+9-184,5+2-194,5
38

f:
=171,868...
~171,9

Piirretddn pylviskaavio sopivalla ohjelmalla.

Opiskelijoiden pituusjakauma
12

8
_ 6
4
2
: ]

150-159 160-169 170-179 180-189 190-199

Pituus (cm)
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Vastaus:
Pituus (cm) Luokkakeskus (cm)
150-159 154,5
160-169 164,5
170-179 174,5
180-189 184,5
190-199 194,5
x=171,9 cm
Opiskelijoiden pituusjakauma
12
10
8
[}
4
2
: ]
150-159 160-169 170-179 180-189 190-199

Pituus (cm)
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336A. Tiaydennetdédn taulukkoon todelliset rajat ja luokkakeskukset.

Hinta (€) Todellinen Todellinen Luokkakeskus (€) f
alaraja (€) ylaraja (€)

20,00-29,99 4
19,995 29,995 19,995 ; 29,995 _ 24,995

30,00-39,99 19
29,995 39,995 29,995 ; 39,995 _ 34,995

40,00—49,99 17
39,995 49,995 39,995 ; 49,995 _ 44,995

50,00-59,99 6
49,995 59,995 49,995 ; 59,995 _ 54,995

Lasketaan joulukuusien hintojen keskiarvo.

4-24,995+19-34,9951+17-44,995+ 6-54,995

f:

=40,429.

~ 40,43

46

Joulukuusien hintojen keskiarvo on 40,43 €.

Vastaus: 40,43 €

337B. a) Kopioidaan taulukon tiedot sopivaan ohjelmaan.

n 20
Keskiarvo | 202 82
a 9.3759
s 9.4711
X 10141
%2 2061193
Min 83
Q1 96
Mediaani | 204.5
Q3 21
Max 216

Keskiarvoksi saadaan x =202,8 cm ja keskihajonnaksi
s=9471...cm~9,47 cm.

Vastaus: x =202,8 cm, s =9,47 cm
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b) Koripalloilijoiden pituuden ja sijoituksen vilinen korrelaatiokerroin on
r=0,0682... =~ 0,068 ja selitysaste 7* = 0,00465... = 0,005.

KeskiarvoX | 202.82
KeskiarvoY [25.5

Sx 94711
Sy 14 5774
r 0.0682
p 0.0806
Sxx 439538
VarianssiY | 104125
Sxy 4615

Vastaus: 7= 0,068, 7* = 0,005
¢) Kohdan b perusteella pelaajan pituuden ja sijoituksen vililla ei ole
korrelaatiota, joten viite “Mité pidempi koripalloilija, sitd paremmin

hén pelaa” ei pida paikkaansa.

Vastaus: ei ole
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VAHVISTA OSAAMISTA

338A. a) Vaihteluvilin pituus saadaan laskemalla suurimman ja pienimmén
arvon erotus. Ldmpdtilan vaihteluvélin pituus maailmassa on
57 °C— (=89 °C) = 146 °C.
Vastaus: 146 °C

b) Merkitddn alinta Death Valleyssd mitattua lampdtilaa kirjaimella x.
Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan siitd lampdétila x.

57 —x=67
x=-10

Alin lampdétila Death Valleyssd on —10 °C.
Vastaus: —10 °C

¢) Merkitddn korkeinta Vostokissa mitattua lampotilaa kirjaimella x.
Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan siitd [ampdtila x.

x —(-89)=175
x=-14

Ylin ldmpétila Vostokissa on —14 °C.
Vastaus: —14 °C

339A. a) Kuvaajalta ndhdién, ettd 60 minuutin kestoaikaa vastaa suhteellisen
summafrekvensiin arvo noin 5 %, joten noin 5 prosenttia akuista kesti
korkeintaan tunnin.
Vastaus: n. 5 %

b) Kolme tuntia on 180 minuuttia, jota vastaava suhteellisen

summafrekvensiin arvo noin 55 %, joten likimain

100 % — 55 % = 45 % akuista kesti yli kolme tuntia.

Vastaus: n. 45 %
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¢) Suhteellisen summafrekvenssin arvoa 50 % vastaava kestoikd on
noin 170 minuuttia, joten kestoajan mediaani on noin 170 min.

Suhteellisen summafrekvenssin arvoa 25 % vastaava kestoikd on
noin 120 minuuttia, joten kestoajan alakvartiili Q; on noin 120 min.

Suhteellisen summafrekvenssin arvoa 75 % vastaava kestoikd on
noin 215 minuuttia, joten kestoajan ylakvartiili Q3 on noin 215 min.

Vastaus: Md = 170 min, Q; = 120 min, Q3 =215 min

d) Suhteellisen summafrekvenssin arvoa 90 % vastaava kestoikd on noin
240 minuuttia, joten parhaat 10 % akuista kestivét noin 240 min.

Vastaus: n. 240 min

340A. a) Selitysaste on > =0,59% = 0,3481 = 0,35 = 35 %. Muuttuja 4 selittii
35 % muuttujan B arvon vaihtelusta.
Vastaus: 35 %

b) Selitysaste * =74,2 % = 0,742 ratkaistaan korrelaatiokerroin r
yhtélosta

r?=0,742
r=+0,861...
r~0,86

Vastaus: = 0,86
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341B a) Piirretdén viivakaavio sopivalla ohjelmalla.

Vastaus:

Hannan lenkkeilykerrat viikottain

Viikko

b) Merkitddn seuraavan viikon lenkkeilykertojen mairdé kirjaimella x.
Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan siitd x.

3+4+3+2+1+x:3

6
13+x _ ]
5 =3 |-6
13+x=18
x=5

Hannan on kéytéva seuraavalla viikolla lenkilld véhintdén 5 kertaa,
jotta lenkkeilykertojen keskiarvo olisi vahintddn 3.

Vastaus: vahintdan 5 kertaa
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342A Tarkastellaan ohjelman ilmoittamia tunnuslukuja.

Havaintojen lukuméiri on n = 50. '?gg_ma
Keskiarvo on x =132,0323 ~132 ~ 60.9209
Keskihajonta on s = 61,5394 = 62. . 161.5394
Min on pienin havaintoarvo i
Alakvartiili on Q1 = 89,7786 ~ 90. L Haae
Mediaani on Md = 133,8062 =~ 134 01 897786
Ylikvartiili on Q3 = 172,3969 ~172. Medlaanl 1133.B062
Max = 290,9595 = 291 on suurin havaintoarvo. 03 1723969
Max  290.9595

Taydennetdén lauseet.

a) Aikojen keskiarvo on 132 minuuttia ja mediaani 134 minuuttia.

b) Aineiston vaihteluvéli on 6 min—291 min ja keskihajonta 62 minuuttia.

¢) Aineistossa on 50 havaintoarvoa.

d) Paivystyksessi kivijoistd 25 % oli terveyskeskuksessa korkeintaan 90
minuuttia.

e) Pidivystyksessd kévijoistd 25 % oli terveyskeskuksessa kauemmin kuin
172 minuuttia.

f) Alakvarttiilin ala puolella on 25 % havainnoista ja ylakvarttiilin
yldpuolella on 25 %, joten viliin jdd 50 %. Télloin aikavélilld
[90 min, 172 min] on 50 % havaintoarvoista.

Vastaus:

a) 132 min, 134 min

b) 6 min—291 min, 62 min
¢) 50

d) 90

e) 172

f) 50
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343B. Jotta aineistoa olisi mielekéstd kuvata viivakaaviolla, tulisi vaaka-akselilla
olla suuruusjérjestykseen asetettuja lukuarvoja. Kululajit eivét ole
sellaisia, joten yrityksen kuukausikuluja ei voi havainnollistaa
viivakaaviolla.

Yrityksen kuukauskulut kululajeittain

m yrittdjien palkat

m yrittajien elake- ja
tydttomyyskassamaksut
vuokra

m s&hkd ja vesi

m puhelin ja internet
vakuutukset

m huoltotarvikkeet

Ympyréikaavio sopii hyvin havainnollistamaan esimerkiksi kulujen
suhteellisia osuuksia. Pylviskaaviolla voi havainnollistaa euroméaéaraisia
kuluja.

Yrityksen kuukausikulut kululajeittain

Kulut (€)
NN 000 £
IO OO O
(oo elelele olele]
eslesalsslsslss)

Vastaus: Ympyrikaavio ja pylvéskaavio
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344B. Aineisto on luokiteltava viiteen tasaviliseen luokkaan. Jotta saataisiin
selville luokkavélin pituus, lasketaan tilaston pienimmén arvon ja
suurimman arvon erotus.
62—-19=43

Jos aineisto jaettaisiin viiteen luokkaan kéyttéen lukua 19 ensimmaéisen
luokan alarajana ja lukua 62 viimeisen luokan ylérajana, tulisi yhden

luokan pituudeksi % =8,6, joka ei ole kokonaisluku. Jotta taulukko olisi

mahdollisimman selked, valitaan ensimmadisen luokan alarajaksi 15 ja
luokan pituudeksi 10. Laaditaan luokitellusta aineistosta
frekvenssitaulukko.

1ké (vuotta)
15-24
25-34
3544
45-54
55-64

w|oo| SO~

Piirretdén pylvéskaavio.

Yrityksen tyontekijoiden ikdjakauma
12

10

8
. 6
4
2
0

15-24 25-34 35-44 45-54 55-64
Ik& (vuotta)
Vastaus:
Yrityksen tyontekijoiden ik&jakauma
Ikd (vuotta) | f .
15-24 7 *
2534 9 ’
35 44 10 -
4554 | 8 ) I
55-64 5 .

Ik (vuotta)
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345A. a) 100% vastaa tiysi ympyrad, joten 15,6 % vastaavan keskuskulman
suuruus on 0,156 - 360° = 56,16° = 56°.

Vastaus: 56°

b) 100 % vastaa tdysiympyréad. Talloin ympyrékaavion sektorin
keskuskulmaa 95,6° vastaava suhteellinen frekvenssi on

95,6° N o
360° =0,2655...2 26,6 %.

Vastaus: 26,6 %

346B. Taydennetddn taulukkoon summafrekvenssit ja suhteelliset

summafrekvenssit.
Puhelujen médrd f sf sf'%

0-19 2 2

2 ~3%
74

20-39 17 2+17=19
B 269
74

40-59 42 19+42=61
Lo
74

60-79 13 61+13=74 100 %

Luokka 20-39 on alakvartiililuokka, koska suhteellinen summafrekvenssi
ylittd4 sen kohdalla arvon 25 %.

Luokka 40-59 on yldkvartiililuokka, koska suhteellinen summafrekvenssi
ylittd4 sen kohdalla arvon 75 %.

Vastaus: alakvartiililuokka 20-39, yldkvartiililuokka 40-59
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347B. a) Taydennetddn taulukkoon todelliset rajat ja suhteelliset
summafrekvenssit. Ikd ilmoitetaan yleensd kokonaisina vuosina ja
pyOristetdin alaspédin. Esimerkiksi 24 vuotias lasketaan 24-vuotiaaksi,
vaikka hén tdyttdisi huomenna 25 vuotta. Luokan 18-24 todellinen
alaraja on siis 18 vuotta ja todellinen yldraja 25 vuotta.

1kéd (vuotta) Todellinen Todellinen | f % sf %
alaraja yldraja
(vuotta) (vuotta)
18-24 18 25 10 10
25-34 25 35 22 10+22=32
3544 35 45 23 32+23=55
45-54 45 55 25 | 55+25=280
55-74 55 75 20 | 80+20=100

Piirretddn suhteellisen summafrekvenssin kuvaaja.

Suorien y = 25 ja y = 75 ja suhteellisen summafrekvenssin kuvaajan
leikkauspisteet ovat (31,82; 25) ja (53, 75), joten alakvartiili on
noin 32 vuotta ja ylakvartiili 53 vuotta.

sf %
100
(75, 100)

90

(55, 80
80 y =175
70 (5131 57.5)!
60
50 45,55)
40 /

(35, 32)
. y=25 /
% (31.82, 25)
10
(25, 10)
(15_'/0) ika (vuotta)

0 s 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80

Vastaus: Alakvartiili n. 32 vuotta, ylékvartiili 53 vuotta.
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b) Kopioidaan taulukko taulukkolaskentaohjelmaan ja tdydennetédn
taulukkoon summafrekvenssit ja suhteelliset summafrekvenssit.

Huoneluku f sf sf %

1 274187 274187 9%
2 433415 707602 24 %
3 633471 1341073 46 %
4 619715 1960 788 68 %
5 517640 2478428 86 %
6 282129 2760557 96 %
Vahintdan 7 128 817 2 889 374 100 %

Suhteellisen summafrekvenssisarakkeesta ndhddén, ettd 25 %:n raja
ylittyy huoneluvun 3 kohdalla, joten alakvartiili on 3. Ylédkvartiili on 5,
koska 75 %:n raja ylittyy huoneluvun 5 kohdalla.

Vastaus: alakvartiili 3, ylékvartiili 5
348A  Suklaiden kilohintojen keskiarvo on 31,68 €/kg ja keskihajonta
17,23 €/kg.

Suklaiden A ja B kilohinnat poikkesivat keskiarvosta 0,23 ja —0,19
keskihajontaa.

Suklaan A kilohinta on
31,68 €/kg + 0,23 - 17,23 €/kg = 35,6429 €/kg =~ 35,64 €/kg.

Suklaan B kilohinta on
31,68 €/kg — 0,19 - 17,23 €/kg = 28,4063 €/kg ~ 28,41 €/kg

Vastaus: A: 35,64 €/kg, B: 28,41 €/kg
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349B.

350B.

Sopivalla ohjelmalla saadaan elinkustannusindeksin pisteluvun ja
syOpétapausten méadran viliseksi korrelaatiokertoimeksi » = 0,9728 = 0,97
ja selitysasteeksi 7* = 0,9464 = 0,95. Korrelaatio kertoo tilastollisesta
riippuvuudesta, mutta ei syy-seuraussuhteesta, joten ei voida péétella, ettd
korkeat hinnat aiheuttavat syopaa.

KeskiarvoX [ 878 1667
KeskiarvoY | 90961.3...
Sx 643 7741
Sy 38070.9...
r 0.9728

D

Sxx 455889...
VarianssiY | 159433 .
Sxy 262279..
Rz 0.9464
S8E 854043

Vastaus: 7 = 0,97, * = 0,95, ei voida piaitelld

Kaytetddn prosenttiosuuksia frekvensseind. Sopivalla ohjelmalla saadaan
keskiarvoksi x =3,103...~ 3,10 ja keskihajonnaksi s =1,568...~ 1,57.

n 100
Keskiarvo | 3.1037
o 1.5609
S 1.5687
X 310.37
2 120693
Min 0

Q1 2
Mediaani |3

Q3 4

Max 6

Vastaus: x =3,10, s =1,57
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351A. Tiaydennetdédn taulukkoon todelliset rajat ja luokkakeskukset. Koska
viimeisen luokan ylérajaa ei ole ilmoitettu, oletetaan sen olevan

499 (€/kK).
Rahamééra Todellinen Todellinen Luokkakeskus (€/kk) %
(€/kk) alaraja (€/kk) | yldraja (€/kk)

0-49 72 %
0 49,5 —0+;9’5 =24,75 ’

50-99 11 %
49,5 99,5 49,5;—99,5 ~74.75 0

100-149 8 %
99,5 149,5 99,6+2149,5 124,75 0

150-199 5%
149,5 199,5 149,5;199,5 ~174.5 o

200-249 3%
199,5 249,5 199,5 42- 2495 _ 224.5 )

250-499 249,5 499,5 249,5+499,5 .y & 1%

2 - 9

Koska vastanneiden kokonaisméaéraa ei ole kerrottu, merkitdédn sitd
kirjaimella n. Télloin luokkaan 0—49 kuuluvien méérd on 0,72# jne.
Lasketaan liikuntaan kuluvan rahamééiran keskiarvo.

0,72n-24,75+0,11n-74,5+...4 0,01n-374,5

n

=
_ 55,18n

n
_55,18n"

n
=55,18
~ 55

Lukiolaiselta litkuntaan kuluvan rahaméaéran keskiarvo on 55 €/kk.

Vastaus: 55 €/kk
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352A. Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan siité a.

a+3a+R2a-5)+(a+6)+(-a)

5 =3,44
6a5+1 ~3,44 |5
6a+1=17,2

6a=16,2 |:6
a=2,7

Vastaus: a = 2,7

353B. a) Sopivalla ohjelmalla saadaan lineaariseksi malliksi

y=10,00009302x + 76,060, jossa x on bruttokansantuote henkea kohti
dollareina ja y on elinidnodote vuosina.

KeskiarvoX

35498

KeskiarvoY

79.362

Y: Sarake B

Sx

19920

Sy

3.3957

r

0.54557

D

SXX

.63963
18253000000
0.43

=l
IR 5y

VarianssiY

Sxy

1697600

Rz

0.29765

SSE

372.55

20Bon 40000 60000 80000 100000

X Sarake A

Regressiomalli

Lineaarinen <]y =0.000093002 = + 76.060

Vastaus: y = 0,00009302x + 76,060
b) Kohdan a tunnuslukutaulukon perusteella bruttokansantuotteen ja
elinidnodotteen vilinen korrelaatiokerroin » = 0,545... = 0,55.

Korrelaatio on voimakkuudeltaan kohtalainen.

Vastaus: » = 0,55, kohtalainen
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¢) Kohdan a mallin mukaan elinidnodote on 80,710... vuotta = 81 vuotta,
jos bruttokansantuote henked kohti on 50 000 dollaria.

y = 0.000093002 x 4 76.060
Tarkka arvo: x= 50000| y= 80.710
Vastaus: 81 vuotta

d) Sopivalla ohjelmalla yhtilosta 80,0 = 0,000093002...x + 76,060...
saadaan x = 42 361,751... dollaria = 42 000 dollaria.

Libld
i@ listal = {(101450, 82.4), (80215, 83), (74735, 82.4), (74667, 78.5), (56328, 82.5), (55837, T

Picta

" k:=SovitaSuora[lista1]

L] — k:=y=10.0000930018x 4 76.0602799441
Ratkaise[Sijoita[k, y=80],x]

2

. 118187434032487362099635

- o 2789956255305443049

3 {x=118187434032487362099635 / 2789956255305443049}
~ {x=42361.75166107}

Vastaus: 42 000 dollaria
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354B. Tiaydennetdédn taulukkoon todelliset rajat, luokkakeskukset ja suhteelliset
summafrekvenssit. Merkitddn ylimmén tuloluokan yldrajaksi 500 000

dollaria.
Todellinen Todellinen Luokkakeskus ($) % sf %
alaraja ($) yléraja ($)
0 14 999,5 0+14999,5 _ 749975 112% | 11,2%
14 999,5 24 999,5 14999,5 i 24999.5 _ 19999.5 9,6 % | 20,8 %
24 999,5 34 999,5 24999,5 42- 34999.5 _ 29999.5 94% | 30.2%
34 999,5 49 999,5 34999,5 f 49999.5 _ 424995 129% | 43,1%
49 999,5 74 999,5 49999,5 -zr 74999,5 — 62499.5 17% | 60,1 %
74 999,5 99 999,5 74999,5 i 99999.5 _ 874995 123% | 72,4%
99 999,5 149 999,5 99999,5 +2149999,5 124999, 14,1% | 86,5%
149 999,5 199 999,5 149999,5 i 199999,5 1749995 6,6% | 93,1%
199 999,5 499 999,5 199999,52-12-499999,5 3499995 7% 100,1 %

Piirretdén suhteellisen summafrekvenssin kuvaaja. Mediaani méairitetdén
piirtdmalla suora y = 50. Mediaani on suoran ja suhteellisen
summafrekvenssin kuvaajan leikkauspisteen x-koordinaatti

x =60 146,56 =~ 60 147. Mediaanivuositulo on noin 60 147 $.
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100

f 9

99995, 72 4)
70
74999 5,60.1)
60
(60146 56, 50)
49999 5,43.1)

40

349995,30.2)
30

(249995, 20.8)
20
149995, 11.2)

10
0 Vuositulot E

50000 100000 150000 200000 250000 300000 350000 400000 450000 500000

Madritetdén vuositulojen keskiarvo ohjelmalla kéyttden frekvensseind

pr

osenttiosuuksia f %. Vuositulojen keskiarvo on

86 038,486... $ =86 038 $.

n

100.1

Keskiarvo | 86038.489

o 85732156

S 86163.6241
X 861245275
2 147673767 .
Min 749975

Q1 29999 5
Mediaani |62499.5

Q3 124999 5
Max 349999 5

Vastaus: Mediaanivuositulo 62 147 $, keskimédirdinen vuositulo 86 038 $
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355B. a) Taydennetddn taulukkoon todelliset rajat, luokkakeskukset,

summafrekvenssit ja suhteelliset summafrekvenssit. Frekvenssit ovat
tuhansia. Viimeisin luokan ylédraja ei ole tiedossa, mutta siti ei tarvita
mediaanin méérityksessa.

Todellinen Todellinen Luokkakeskus (€) f sf sf %
alaraja (€) yléraja (€)
0 4999,5 0+4999,5 442 | 442 442 _ o <o
4999,5 9999,5 4999,5+9999,5 _ 7499.5 457 | 899 899 19,39
2 4654
9999.5 14 999,5 9999,5+14999,5 ~12499.5 579 | 1478 | 1478 ~31.8%
2 4654
14 999,5 19999,5 14999,5+19999,5 _ 17499, 520 | 1998 | 1998 _ 42.9%
2 4654
19 999,5 24 999.5 19999,5;24999,5 = 22499.5 468 | 2466 42;222 ~53.0%
24 999,5 29999.5 24999,5 er 299995 _ 27499.5 463 | 2929 izgz ~62.9%
29 999.5 34 9995 29999,5 ;— 349995 _ 32499.5 425 | 3354 43122?1 ~72.1%
349995 399995 34999,5+39999,5 374995 331 | 3685 | 3685 ~79.2%
2 4654
399995 499995 39999,5+49999,5 000 s | 414 4099 | 4090 oo,
2 4654
499995 59999.5 49999,5+59999,5 _ (4000 5 | 218 [ 4317 | 4317 o) g0,
2 4654
599995 79 999.5 59999,5;79999,5 _69999.5 | 190 | 4507 3221 ~96.8%
799995 99 999.5 79999,5+99999,5 g9 5 | 69 | 4576 | 4576 _gg 50,
2 4654
99 999,5 78 | 4654 | 4654 _ 1400
2654 00"

x=23513,85 =23 514. Mediaanivuositulo on 23 514 €.

Piirretddn suhteellisen summafrekvenssin kuvaaja. Mediaani
médritetdédn piirtdmalld suora y = 50. Mediaani on suoran ja
suhteellisen summafrekvenssin kuvaajan leikkauspisteen x-koordinaatti
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ST %

100 (799995968 (99999.5, 98.3)
0
a0
70
79999 5, 62.9)
60
24939 5, 53)
(2351435, 50)
99995, 42.9)
40
49995, 3138)
30
20 999 5, 19.3)
" 999.5,9.5)
Vuositulo? (g

5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000 45000 50000 55000 60000 65000 70000 75000 80000 85000 90000 95000 100000

Vastaus: 23 514 €

b) Madiritetddn vuositulojen keskiarvo ohjelmalla kayttden

luokkakeskuksia. Viimeisen luokan keskimédérdinen tulo henked

14197000000 _ 45017 820... .

kohden on 73000

Kéytetddn viimeisen luokan edustajana arvoa 182 012,820...
Vuositulojen keskiarvo on 28 939,046... € =~ 28 939 €.

n 4654
Keskiarvo | 289390465
a 27241.2598
S 27244 1869
X 134682322 5
X2 735124732
Min 249975

Q1 124995
Mediaani |[224995

Q3 37499.5

Max 182012.8205

Vastaus: 28 939 €
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¢) Tulojen keskiarvoa enemmaén ansainneiden osuus saadaan piirtimalla
suora x = 28 939. Suoran ja suhteellisen summafrekvenssin kuvaajan
leikkauspisteen y-koordinaatti on y = 60,8. Talldin keskiarvotuloja
vahemmaén ansaitsee 60,8 % ja enemmén ansaitsevia on
100 % — 60,8 % = 39,2 %.

sf %

100 (99999, 98.3)
WL

79999
9/.;5,9555,—927

/we 3, 88.1)
- /pa 999, 79.2)
4999, 72.1)

70
9999, 62.9)

40 (19999, 42.9)

0 / 9999, 19.3)
(4999, 11.2)

0, 0) Vuositulot (€)
0 10000 20000 30000 40000 50000 50000 70000 80000 30000 100000

Vastaus: 39,2 %
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356A.

357A.

a) Jos aineiston suurin havaintoarvo pienenee, niin keskiarvo pienenee,
koska havaintoarvojen summa pienenee.

Vastaus: pienenee

b) Jos aineiston suurin havaintoarvo kasvaa, niin mediaani pysyy samana,
koska mediaani on suuruusjérjestykseen asetetun havaintoaineiston
keskimmainen arvo ja se ei muutu, vaikka viimeisté arvoa muutetaan.

Vastaus: pysyy samana

¢) Jos aineiston pienin havaintoarvo pienenee, niin keskihajonta kasvaa,
koska pienimman luvun etéisyys keskiarvosta kasvaa.

Vastaus: kasvaa

a) Esimerkiksi aineiston 1, 2, 2, 4 moodi on Mo =2, Md =2 ja

9_
;=225

X=
Vastaus: Esim. 1, 2, 2, 4
b) Esimerkiksi aineiston 0, 1, 2, 3, 3, 9 moodi on Mo = 3,
2+3 .- 18
M :_:2 =—=2).
d > Jjax 5 3

Vastaus: Esim. 0, 1, 2, 3, 3,9

¢) Esimerkiksi aineiston 0, 1, 2, 2, 3, 3, 3 moodi on Mo =3, Md =2 ja
14

X=—=2.

7

Vastaus: Esim. 0, 1, 2,2, 3, 3,3
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358A.

359A.

360B.

Uusien arvosanojen summa saadaan kertomalla keskiarvo 7,2 arvosanojen
méérilld 25. Summa on 7,2 - 25 = 180. Koska opiskelijoista 7 korotti
arvosanaansa yhdelld, saadaan vanhojen arvosanojen summa
vahentdmadlld 7 uusien arvosanojen summasta. Vanhojen arvosanojen
summa on 180 — 7 = 173. Jakamalla saatu summa opiskelijoiden maéralla
saadaan vanha keskiarvo.

c 173 _
X =52 =6,92

Vastaus: x = 6,92

Merkitddn arvosanan 10 miarad kirjaimella n. Talloin arvosanan 9 mééra
on 2n ja arvosanan 8 madrd on 3n. Lasketaan keskiarvo.

n-10+2n-9+3n-8
n+2n+3n

_ S

"~ 6n

=8,660...

~ 8,7

X =

Vastaus: x =8,7

a) Sopivalla ohjelmalla saadaan matkatoimistotyontekijéiden madrén
keskiarvoksi X = 2878,8 = 2879 ja keskihajonnaksi
s =300,0995 = 300 vuosina 2010-2014.

Vastaus: x =2879, s =300

b) Sopivalla ohjelmalla saadaan lineaariseksi malliksi
y=-185,8x +3250,4 ja eksponentiaaliseksi malliksi
y=23259,11- 0,94". Malleissa muuttuja x on aika vuodesta 2010 ja
muuttuja y matkatoimistovirkailijoiden méaara.



Huippu Kertaus ¢ Tehtévien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

Aukumasra

\w

3000
2500

2000

y = 3259, 11 % 0, 94"
1500

1000 y = —185, 8z + 3250, 4

500

Aika vuodesta 2010 (vuot‘t_i)_

3 [} 2 4 6 8 10 12 14 16 \ 20 22 24 26 28 30

Symbolisen laskennan toiminnolla saadaan yhtdlon

—185,8x +3250,4 = 0 ratkaisuksi x = 17,494... . Lineaarisen mallin
mukaan matkatoimistovirkailijoita ei ole endi reilun seitsemantoista
vuoden kuluttua vuodesta 2010 eli vuonna 2028.

Ratkaise(-185.8x + 3250.4 = 0)
16252
- dx=—
929
$1
~ {x =17.49}

Symbolisen laskennan toiminnolla todetaan, ettd yhtalolla
3259,11- 0,94" = 0 ei ole ratkaisua.

Ratkaise(3259.1170.94*x=0)

= {}

Eksponentiaalisen mallin mukaan matkatoimistovirkailijoiden mééra ei
ole nolla misséén vaiheessa.

Vastaus: lineaarinen malli: y = —185,8x + 3250,4, eksponentiaalinen
malli: y =3259,11- 0,94" Lineaarisen mallin mukaan
matkatoimistovirkailijoita ei enéé ole Suomessa vuonna 2028,
eksponentiaalisen mallin mukaan virkailijoiden on Suomessa aina.
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¢) Ohjelma antaa lineaarisen mallin selitysasteeksi 0,9583 ~ 0,96 ja
eksponentiaalisen mallin selitysasteeksi 0,9665 = 0,97.

KeskiarvoX |2 KeskiarvoX | 2
KeskiarvoY |2878.8 KeskiarvoY | 2878.8
Sx 1.5811 Sx 1.5811
Sy 300.0995 Sy 300.0995
r -0.9789 r -0.9789
P -1 [ -1

Sxx 10 Sxx 10
VarianssiY |360238.8 VarianssiY |360238.8
Sxy -1858 Sxy -1858
R? 0.9583 R2 0.9665
SSE 15022.4 SSE 12065.1506

Vastaus: lineaarinen malli: 0,96, eksponentiaalinen malli: 0,97
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SYVENNA YMMARRYSTA

361B. a) Muodostetaan taulukko mitalipisteluvuista ja bruttokanstantuotteesta
(GDP). Lasketaan jokainen kultamitali kolmeksi pisteeksi, hopeamitali
kahdeksi ja pronssi yhdeksi pisteeksi.

Mitalipisteluku GDP
USA 250 18624
Britannia 144 2629
Kiina 140 11232
Vendji 112 1283
Saksa 86 3479
Ranska 80 2466
Japani 73 4937
Italia 56 1850
Australia 56 1262
Eteld-Korea 42 1411
Hollanti 42 778
Brasilia 39 1799
Espanja 35 1233
Uusi-Seelanti 35 182
Unkari 34 126
Kanada 33 1530
Kenia 31 69
Kazakstan 28 134
Azerbaidzhan 27 38
Jamaika 26 14
Tanska 25 307
Kroatia 23 50
Kuuba 23 87
Uzbekistan 23 67
Ruotsi 21 511
Eteld-Afrikka 20 350
Ukraina 20 93
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Puola 18 468
Kolumbia 16 282
Serbia 16 38
Sveitsi 15 669
Iran 15 377
Valko-Vendji 15 49
Pohjois-Korea 14 40
Tshekki 14 193
Kreikka 13 194
Turkki 13 863
Belgia 12 467
Thaimaa 12 407
Georgia 12 14

Sopivalla ohjelmalla saadaan bruttokansantuotteen ja mitalipisteluvun
viliseksi korrelaatiokertoimeksi » = 0,889... = 0,89 ja selitysasteeksi
¥ =0,791 = 0,79 seki regressiosuoran yhtiloksi

y=0,012355x + 24,007.

KeskiarvoxX | 15151
KeskiarvaY | 42 725
Sx 33957
Sy 47 171

r 0.88939
D 0.62045
Sxx 449690...
VarianssiY | 86780
Sxy 5555900
R2 0.79101
SSE 18136

Regressiomalli

Lineaarinen

A

Y. Sarake B

5000 10000 15000 20000

X Sarake A

y = 0.012355 = 4+ 24.007

Vastaus: 7= 0,89, 7* = 0,79, y = 0,012355x + 24,007
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b) Tilastollinen riippuvuus on voimakasta. Mahdollisia selityksend voi

c)

olla se, ettd bruttokansantuotteen kasvaessa on enemmaén varaa
panostaa valmennukseen yms. Selityksend voi olla my0s se, ettd miti
suurempi véestod on, sitd suurempi on maan bruttokansantuote. On
todenndkdisempédd, ettd suuren vieston joukossa on useampia
urheilulahjakkuuksia kuin pienemmaén vieston joukossa.

Vastaus: —
Sijoittamalla x = 237 regressiosuoran yhtéloon y = 0,012355x + 24,007

saadaan Suomen mitalipistemadriksi 26,935 = 27. Tama on paljon
suurempi kuin Suomen saavuttama yhden pronssimitalin pistemaéra 1.

y = 0.012355 = + 24.007

Tarkka arvo: x= 237 y= 26.935

Suomen tulos Rion vuoden 2016 olympialaisissa ei ollut a-kohdan
mallin mukainen.

Vastaus: ei ole
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362B. a) Maédritetdédn taulukkolaskentaohjelmalla kysytyt tunnusluvut.
Havaintoarvon etéisyys keskiarvosta kannattaa laskea
itseisarvofunktion avulla, jotta havaintoarvon ja keskiarvon erotus on
aina suurempi tai yhtd suuri kuin nolla.

c2 v | E = | =ITSEISARVO(B2-$B$12)

A | ¢ e o0

X Etaisyys keskiarvosta

1
2
3
4
5 0,5
6
E
8
9

11 10 45
12 |Keskiarvo 55 2,5
13 |Keskihajonta 3,027650354

Keskipoikkeama on 2,5 ja se on jonkin verran pienempi kuin
keskihajonta s = 3,027...

Vastaus: 2,5, pienempi kuin keskihajonta

b) Keskipoikkeama on 5 ja se on jonkin verran pienempi kuin
keskihajonta s = 5,270...

c12 v | 2 = | =KESKIARVO(C2:C11)
A | b e 0

1| X Etaisyys keskiarvosta
2 0 5
_3 | 0 5
_4 | 0 5
5 0 5
_6 | 0 5
7| 10 5
8 | 10 5
9 | 10 5
10 | 10 5

11 10 5

5

Keskiarvo
13 |Keskihajonta  5,270462767
14

Vastaus: 5, pienempi kuin keskihajonta
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363A.

364B.

Olkoon luvut 1, 2 ja 3. Ndiden aritmeettinen keskiarvo on

X = % =2 ja geometrinen keskiarvo on J/1-2-3 =1,817....

Aritmeettinen keskiarvo on suurempi, mutta esimerkiksi luvuilla 2, 2 ja 2.
2+2+2
3

on 23/2-2-2 =2, joten viite ei pidd yleisesti paikkansa. T#lloin ei yhden
tapauksen avulla voida péitelld yleisté tapausta.

Aritmeettinen keskiarvo on x = =2 ja geometrinen keskiarvo

Vastaus: aritmeettinen, ei voida péételld

a) Tilaston mukaan vdhintddn sadan vuoden ikiisid on 701 + 2045 = 2746
sataa tuhatta syntynyttd kohti. Tdmén mukaan
2746
200 000

100-vuotiaaksi.

=0,01373 ~1,4% vastasyntyneistd eldd vahintdin

Vastaus: 1,4 %

b) 20-vuotiaita miehid on 99 477 ja néistd eldd vahintddn 90-vuotiaaksi
18 465, joten 20-vuotiaista miehistd eldd vahintddn 90-vuotiaaksi
18465
99477

=0,185...~19%.

Vastaus: 19 %

¢) 20-vuotiaita naisia on 99 613. 60-vuotiaita naisia on 95 414 ja 90-
vuotiaita naisia 34 840. Naisia, jotka eldavét 60-vuotiaiksi, mutta eivit
90-vuotiaiksi on 95 414 — 34 840 = 60 574. Talloin 20-vuotiaista
naisista eldd 60-vuotiaaksi, mutta ei 90-vuotiaaksi

60748 Y
59673 = 0-609...~ 61%.

Vastaus: 61 %
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365A. Absoluuttinen virhe on 53 g — 52,69 g = 0,31 g ja suhteellinen virhe

0,31g ~ _ 0
52698 0,00588...~0,006=0,6 %.

Vastaus: absoluuttinen virhe 0,31 g, suhteellinen virhe 0,6 %

366B. a) Ylemmaésti taulukosta voidaan lukea, ettd 25 % vastaajista oli idltdén
15—19-vuotiaita.

Tkéluokka (vuotta)
Ryhmi 10-14 | 15-19 | 20-24 | 25-29 | yhteensi %
Pelaaja 27 29 26 18 100
Tiedonhakija | 30 20 21 29 100
Kommentoija | 13 27 31 29 100
yhteensi % 23 £ 25 ) 26 26 100

Vastaus: 25 %

b) Alemmasta taulukosta voidaan lukea, ettd Pelaaja-ryhméléaisistd 27 %
oli iéltdén 15—-19-vuotiaita.

Tkiiluokka (vuotta)
Ryhmi 10-14| 15-19 | 2024 | 25-29 | yhteensi %
Pelaaja 27 27 23 16 23
Tiedonhakija | 52 33 33 44 40
Kommentoija | 21 40 44 40 37
yhteensi % 100 100 100 100 100

Vastaus: 27 %
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¢) Alemmasta taulukosta voidaan lukea, ettd Tiedonhakija-ryhmééan
kuului 40 % vastaajista.

Tkiluokka (vuotta)
Ryhmi 10-14 | 15-19 | 20-24 | 25-29 | yhteensid %
Pelaaja 27 27 23 16 23
Tiedonhakija | 52 33 33 44 40 )|
Kommentoija | 21 40 44 40 37
yhteensid % 100 100 100 100 100

Vastaus: 40 %

367B. a) Kaikkien aineistojen keskiarvot ja keskihajonnat ovat kahden
desimaalin tarkkuudella yhta suuret.

Muuttuja x: keskiarvo 9,00 ja keskihajonta 3,32.
Muuttuja y: keskiarvo 7,50 ja keskihajonta 2,03.

Vastaus: Muuttuja x: X =9,00 ja s = 3,32, muuttuja y: x =7,50 ja
s = 2,03, kaikkien aineistojen keskiarvot ja keskihajonnat ovat kahden
desimaalin tarkkuudella yhtd suuret
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b) Piirretddn aineistojen hajontakuviot ja regressiosuorat sekd méadritetdan
kullekin aineistolle korrelaatiokerroin muuttujien x ja y viliselle
riippuvuudelle.

Aineisto |
eskiarvoX | 9.0000
eskiarvoY |7.5009 Y. B2B13
SX 3.3166
Sy 2.0316
r 0.
D l1] 1818
4

Sxx
VarianssiY .
Sxy 55.010

R? 066654
SSE 13.763

X A2A13
Regressiomalli
Lineaarinen o y = 0.50009 x + 3.0001

Aineisto I
KeskiarvoX |9.0000 | A
KeskiarvoY | 7.5009
Sx 3.3166
Sy 2.0317
r 0.81624
p 0.69091
Sxx 110.00
VarianssiY |41.276
Sxy 55.000

Y. D2:D13

v X C2:.C13

Regressiomalli
e - y = 0.50000 = + 3.0009

Aineisto III
KeskiarvoX | 9. 0000 ~
KeskiarvaY |7.5000
Sx 3.3166 °
Sy 2.0304
r 0.81629
p 099091
Sxx 110.00
VarianssiY |41.226
Sxy 54.970

Y: F2.F13

X E2E13

Regressiomalli

Lincaarinen o] y=0.49973 & +3.0025
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Aineisto IV
KeskiarvoX | 9.0000 Al -
KeskiarvoY | 7.5009 Y- HZHT3
Sx 33166
Sy 2.0306
r 081652 10
o 0.50000 8
St 110.00
VananssiY |41.232 g 10 12 14 16 18 20
Sxy 54990
W X G2:G13

Regressiomalli

Lineaarinen ~ y = 0.49991 = + 3.0017

Huomataan, ettd vaikka kaikkien aineistojen hajontakuvio on erilainen
ja vain aineistojen I ja III muuttujat ovat selkedsti lineaarisesti
riippuvia, on kaikissa korrelaatiokertoimen kahden desimaalin likiarvo
yhté suuri 7 = 0,82. Kaikkien aineistojen regressiosuoraksi saadaan
kahden desimaalin tarkkuudella sama suora y = 0,50x + 3,00.

Vastaus: Hajontakuviot ovat erilaiset, mutta kaikkien aineistojen
korrelaatiokerroin on » = 0,82 ja regressiosuoran yhtalo
y=10,50x + 3,00.

Aineisto I Aineisto II
] 6 3 10 12 14
12 14
Aineisto IV
10 10
— 8
° (]
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¢) Pelkka korrelaatiokerroin voi antaa harhaanjohtavan kuvan muuttujien
riippuvuudesta ja ilmion luonteesta. Aineistoissa Il ja IV hajontakuvio
paljastaa selkedsti, ettd muuttujien vélinen riippuvuus ei ole lineaarista.

Vastaus: Pelkké korrelaatiokerroin voi antaa harhaanjohtavan kuvan
muuttujien riippuvuudesta ja ilmion luonteesta. Aineistoissa II ja IV
hajontakuvio paljastaa selkedsti, ettd muuttujien vélinen riippuvuus ei
ole lineaarista.

368B. Valtion A tulojen keskiarvo on x =47 770 ja keskihajonta
s =40228,251....

n 49
Keskiarvo | 47770
o 398156433
s 40228.2517
X 2340730
e 1894956594
Min 0
Q1 25713
Mediaani | 43649
Q3 607365
Max 261003
. . . 40228,251...
Valtion A variaatiokerroin on —4 2 0 =0,842....
777

Valtion B tulojen keskiarvo on x =34 996,612... ja keskihajonta
s=36299,310....

n 49
Keskiarvo | 34996.6122
o 35926.9999
s 36299 3103
X 1714824
e 1232600972...
Min 0
Qi 140835
Mediaani | 29132
Q3 450125
Max 231921
Valtion B variaatiokerroin on 36299,310... _ 1,037....
34996,612...

Valtion A variaatiokerroin on pienempi kuin valtion B, joten valtiossa A
tulot jakautuvat otoksen perusteella suhteellisesti tasaisemmin.

Vastaus: valtiossa A
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369B. a) Koska otoskeskihajonnan jakajassa on pienempi luku, on
otoskeskihajonta suurempi kuin keskihajonta.

Vastaus: Otoskeskihajonta on suurempi kuin keskihajonta.

b) Kymmenen péivén ajanjaksolla keskihajonta on 57,099... = 57,1 ja
otoskeskihajonta 60,188... = 60,2.

n 10
Keskiarvo [620.8

a 57.0996
S 60.1882
X 6208
%2 3886530
Min 530

Q1 563
Mediaani [651.5
Q3 671
Max 673

Kolmenkymmenen piivén ajanjaksolla keskihajonta on
104,813... = 104,8 ja otoskeskihajonta 106,605... = 106,6.

n 30
Keskiarvo [ 633.9333
a 04.8138
s 06.6056
X 9018
T2 12385722
Min 399

Q1 599
Mediaani | 671

Q3 719

Max 737

Yhdeksankymmenen péivén ajanjaksolla keskihajonta on
106,494... = 106,5 ja otoskeskihajonta 107,090... = 107,1.

n 90
Keskiarvo | 597 2444
a 106.4944
S 107 091
}3 53752
x? 33123778
Min 360
a 529
Mediaani |621
Q3 680
Max 737

Huomataan, ettd hajontaluvut 1dhestyvit toisiaan otoskoon kasvaessa.

Vastaus: Hajontaluvut léhestyvit toisiaan otoskoon kasvaessa.
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¢) Koska otoskeskihajonta on suurempi kuin keskihajonta, on
otoskeskihajonnan avulla laskettu véli pidempi kuin keskihajonnalla
laskettu vili.

Pienten otosten perusteella tehdyt johtopaitokset ovat epdvarmempia
kuin suuremman otoksen perusteella tehdyt johtopéatokset. Télloin
pienilld otoksilla on jarkevad kayttdé jakajana lukua n — 1, koska
silloin saadaan suurempi varmuusvali.

Vastaus: Otoskeskihajonnan avulla laskettu véli pidempi kuin
keskihajonnalla laskettu véli. Saadaan suurempi varmuusvili.

d) Jos n on suuri, on n — 1 melkein yhti suuri, jolloin keskihajonta ja
otoskeskihajonta ovat melkein yhti suuret.

Vastaus: Jos n on suuri, on n — 1 melkein yhti suuri.
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9 VEROTUS, TALLETUKSET JA
LAINAT

ALOITA PERUSTEISTA

370A. Kunnallisveroprosentti oli 19,5, joten 31 200 € tuloista oli maksettava
kunnallisveroa
0,195 - 31 200 € = 6084 €.
Vastaus: 6084 euroa
371A. a) Hajuveden arvonlisdverokanta on 24 %. Hajuveden verottomaan
hintaan lisdtddn veroa 24 % eli 0,24 - 100,72 € =24,172... €= 24,17 €.
Vastaus: 24,17 euroa
b) Asiakas maksaa hajuvedesti 100,72 € + 24,17 € = 124,89 €.
Vastaus: 124,89 euroa
372A. Léhdeverokanta on 30 % ja tilin korkokanta 1,13 %, joten tilin

nettokorkokanta oli 0,7 - 1,13 % = 0,791 % = 0,00791.

a) Vuodessa talletus kasvoi korkoa
0,00791 - 1300 €=10,283 € = 10,28 €.

Vastaus: 10,28 euroa

213

b) Korkopdivid oli 213, joten korkoaika oli 365 vuotta. Talletus kasvoi
Korkoa 0,00791-1300 €22 =6,000... € 6,00 €.

Vastaus: 6,00 euroa
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373A. A Talletuspédivi ei ole korkopdivd, mutta nostopédivé on korkopdiva.

Korkopiivien mairé oli 31 — 2 = 29, joten korkoaika on % vuotta.

Paidomalle maksettu korko oli

r=kit =1650 € - o,oz-%: 2.621... €~2,62 €. Tlmaisua A vastaa

merkinta II.
B Talletuksen alkupdéoma oli £ = 1650 € ja vuosien lukumééri n = 2.
Koska nettokorkokanta oli 2 %, korkokerroin on ¢ = 1,02. Tilin

pisoma oli kahden vuoden jilkeen K = 1650 € - 1,02°, joten ilmaisua B
vastaa merkintd IV,

C Talletuspéiva ei ole korkopdiva, mutta nostopédiva on. Lasketaan
korkopéivien lukumaéara.

elokuu: 31 —5=26

syyskuu: 30

lokakuu: 12

Korkopiivié oli yhteensd 26 + 30 + 12 = 68, joten korkoaika oli

t= % IImaisua C vastaa merkinta II1.

D Tililld oli kahden vuoden jilkeen 1650 €, joten kasvanut pddoma oli
K =1650 €. Ilmaisua D vastaa merkint I.

Vastaus: A: II, B: IV, C: Il jaD: I
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374A. A Laina-aika on neljd vuotta ja sitd lyhennetdin kuukausittain, joten
maksukertoja on
4 - 12 = 48. Koska laina on tasalyhenteinen, sitd lyhennetdin jokaisella
5000
4

kerralla euroa. Tatd vastaa merkinta I1.

Lainan ensimmadinen korko on 5000 €-0,06 - % Téatd vastaa

merkinta III.

B Koska laina on tasaeré- eli annuiteettilaina ja sitd lyhennetién

0
kuukausittain, kuukausikorkokanta on 6’10 ZA) . Korkokerroin on
g=1+ % =1,005. Tati vastaa merkinté I.

Maksuerien lukuméird on n =4 - 12 = 48. Sijoitetaan annuiteetin
lausekkeeseen lainapddoma K = 5000 €, korkokerroin ¢ = 1,005 ja
maksuerien lukumééra n = 48, jolloin annuiteetti on

A =5000€-1,005% .1 =1.005

W. T4t vastaa merkintd I'V.

Vastaus: A: [jalll; B: 1ja IV
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375A. Tutkitaan tilannetta kuvaus kerrallaan.

I Lainaa lyhennetddn kuukausittain, joten lyhennysten méérd on 4 - 12.
Kussakin maksuerissd, myds ensimméiisessd, lainaa lyhennetdin siis
4800 € _ 4800 €

412~ a3 _I00€

Kuvaus I ja lauseke B kuuluvat yhteen.

IT Korkokanta on 6,00 % ja korkoaika ¢ =1 kuukausi = % vuotta, joten
ensimmaisen maksuerdn korko on r = kit = 4800 €-0,06- %

Kuvaus II ja lauseke D kuuluvat yhteen.

I11 Kunkin maksuerédn lyhennys on 100 €, joten lainapddoman suuruus
vuoden kuluttua on
4800 € — 12 - 100 € =3600 €.

Kuvaus I1II ja lauseke A kuuluvat yhteen.

IV Maksuerid on 4 - 12 = 48, joten ennen viimeistd maksuerad
lainpddoman suuruus on
k=4800 € —47 - 100 €.

Viimeisessd maksueréssd korkoaika on ¢ = 1 kuukausi = o vuotta ja
korkokanta i = 0,06. Viimeisen maksueran korko on siis

r:kit=(4800 €-47-100 €)-0,06-$.

Kuvaus IV ja lauseke C kuuluvat yhteen.

Vastaus: A: III, B: I, C: IV jaD: II
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376A. Vuositulot olivat vililld 42 400 €-74 200€, joten vero alarajan kohdalla
oli 3398,75 €.

Alarajan ylittdvista tuloista oli maksettava 21,25 % veroa.

Alarajan ylittévit tulot olivat
47 561,76 € —42 400 € =5161,76 €.

Veroa oli maksettava alarajan ylittédvalté osalta
0,2125 - 5161,76 € = 1096,874 € =~ 1096,87 €.

Valtion tuloveroa oli maksettava yhteensa
3398,75 € +1096,87 € = 4495,62 €.

Vastaus: 4495,62 €

377A. Alkupddoma k= 550 € ja vuosien lukuméérd n = 7.

Tilin nettokorkokanta 30 %:n ldhdeveron jélkeen on
0,7 - 0,89 % = 0,623 %, joten korkokerroin on ¢ = 1,00623.

Tililld olevan padoman suuruus on seitsemén vuoden kuluttua
K =kq"=550€ - 1,00623" = 574,438... € = 574,44 €.

Vastaus: 574,44 euron suuruiseksi
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378A. Kasvanut padoma K = 3000 €, korkokerroin ¢ = 1,02 ja vuosien
lukumaiiréd n = 5. Muodostetaan koronkoron K = & - ¢" avulla yhtalo ja
ratkaistaan siitd alkupdédoma k.

K=k-q"
3000 = k - 1,022 || :1,02°
k=2717,192...

Talletuksen arvon pitdé olla vahintdan 2717,192... €.

Tutkitaan, riittddko 2717,19 €:n suuruinen talletus, vai onko talletettava
2717,20 €.

2717,19 € - 1,02° =2999,997... €~ 2717,20 €, joten riittaa tallettaa
2717,19 €.

Vastaus: 2717,19 euroa
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379B.

Korkokerroin on ¢ = 1,05. Lasketaan taulukkolaskentaohjelmalla

talletuksen arvo viiden vuoden vilein.

_J A [ B
Vuosia

| 1 talletuksesta Padoma (€)
_2 |0 1000
315 =1000*1,05A3
_4 |10 =1000*1,05A4
.5 |15 =1000*1,05%A5
.6 |20 =1000*1,05A6
7 |25 =1000*1,05A7
8 |30 =1000*1,057A8
19 |35 =1000*1,05A9
10 |40 =1000*1,05~A10
11 |45 =1000*1,05*A11
12 |50 =1000*1,05*A12

- A B
Vuosia
1 | talletuksesta  Pddoma (€)
_2 | 0 1000,00
| = 5 1276,28
_4 | 10 1628,89
| = | 15 2078,93
_6 | 20 2653,30
B7E| 25 3386,35
.8 | 30 4321,94
L9 35 5516,02
10 | 40 7039,99
11 | 45 8985,01
A2 | 50 11467,40

Piirretdén pylvésdiagrammi talletuksen arvoista.

Vastaus:
14000

12000

10000

8000

6000

Pagoma (€)

4000

2000

. m N
]

Vuosia talletuksesta

40

45 50
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380A. Merkitdan elintarvikkeiden verotonta hintaa kirjaimella x. Verollinen hinta
54,35 € on 1,17-kertainen verottomaan hintaan verrattuna. Muodostetaan
yhtél6 verollisen hinnan avulla ja ratkaistaan siitd veroton hinta x.

1,17x=54,35 |:1,17
X=46,452...

Jos arvonliséveroa laskettaisiin 9 prosenttiyksikkdd,
arvonlisdveroprosentti on 17 — 9 = 8. Tdlloin ostoksen hinta olisi
1,08 - 46,452... € =50,166 € = 50,17 €.

Ostoksen hinta alenisi 54,35 € — 50,17 €=4,18 €.

Alennuksen osuus on
4,18 €
54,35€

=0,07690...=7,690...% = 7,7 %.

Vastaus: 4,18 euroa; 7,7 %
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381B. Maksueridon?2 -2 =4.

% =3000 €.

Lyhennyksen suuruus on
Korkoaika on % vuotta.

Ensimmaéisen maksuerdn korko on r = kit =12 000 €-0,08 - % =480 €.
Ensimmaéinen maksuerd on 3000 € + 480 € = 3480 €.

Taydennetdén taulukko taulukkolaskentaohjelmalla vastaavalla tavalla.

- A B C D E F
Jiljelld oleva laina Jiljelld oleva laina
1 |Maksukerta ennen lyhennystd (€) Korko (€) Lyhennys (€) Maksuerd (€) lyhennyksen jilkeen (€)
2 |1 12000 =B2*0,08*1/2 3000 =C2+D2 =B2-3000
3 |2 =B2-3000 =B3*0,08*1/2 3000 =C3+D3 =B3-3000
4 |3 =B3-3000 =B4*0,08*1/2 3000 =C4+D4 =B4-3000
5 4 =B4-3000 =B5*0,08*1/2 3000 =C5+D5 =B5-3000
= A B C D E F
Jidljelld oleva laina Jdljelld oleva laina
1 ' Maksukerta ennen lyhennystd (€) Korko (€) Lyhennys (€) Maksuerd (€) lyhennyksen jilkeen (€)
2 1 12000 480 3000 3480 9000
3 2 9000 360 3000 3360 6000
4 3 6000 240 3000 3240 3000
5H| 4 3000 120 3000 3120 0
Lasketaan vield korkojen summa.
A B C D E F
Jaljelld oleva laina
Jaljell oleva laina lyhennyksen
1 Maksukerta |ennen lyhennystd (€) |Korko (€) Lyhennys (€] [Maksuerd (€) |jalkeen (€)
2 (1 12000 =B2*0,08*1/2 3000 =C2+D2 =B2-3000
3 (2 =B2-3000 =B3*0,08*1/2 3000 =C3+D3 =B3-3000
4 3 =B3-3000 =B4*0,08*1/2 3000 =CA+D4 =B4-3000
5 (4 =B4-3000 =B5*0,08*1/2 3000 =C5+D5 =B5-3000
6 Yhteensd =SUMMA(C2:C5)
Korkojen summaksi saadaan 1200 €.
Vastaus:
Maksu- Jéljelld oleva laina Korko Lyhennys | Maksuerd Jéljelld oleva laina
kerta ennen lyhennysti (€) (€) (€) (€ Iyhennyksen jélkeen (€)
1 120 000 480 3000 3480 9000
2 9000 360 3000 3360 6000
3 6000 240 3000 3240 3000
4 3000 120 3000 3120 0

1200 €
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o
382B. a) Lainan kuukausikorkokanta on 6’7122 % =0,56 %, joten korkokerroin
g = 1,0056. Maksuerien mdéird on n = 12 - 2 = 24. Lasketaan tasaerén

suuruus.

A=4000€-1,0056* - 119056 _17¢ 583 €~178,58€
1,0056

2

Vastaus: 178,58 euroa

b) Lasketaan jéljelld olevan lainan mééra sijoittamalla jiljelld olevan
lainan lausekkeeseen K = 4000 €, maksettujen erien lukumaérd k= 12,

q=1,0056ja4=178,58 €.

_ ko 1_qk

V=K-q' -4
= 2 _ 1-1,0056"
= 4000 €-1,0056" ~178,58 €. 5100

=2067,024...€ = 2067,02 €

Vastaus: 2067,02 euroa

¢) Laina-aikana lainaa maksetaan 24 - 178,58 € = 4285,92 €. Korkoa

lainasta maksetaan
4285,92 € — 4000 € = 285,92 €.

Vastaus: 285,92 euroa
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VAHVISTA OSAAMISTA

383A. a) Kuukausitulot 2000 € jéévét alle tulorajan 2058,33 €, joten palkasta
pidétetddn ennakkoa 16,0 %. Ennakonpiddtys on 0,16 - 2000 € = 320 €.

Vastaus: 320 euroa

b) Kuukausitulot ylittavat 2058,33 euron rajan
2500 € — 2058,33 € = 441,67 eurolla. Ennakonpiditys tulorajan
kohdalla on 0,16 - 2058,33 € =329,332... €. Tulorajan ylittavéaltd
osalta ennakonpiditys on 41,5 %, joten ennakonpidétys tulorajan

ylittavéltd osalta on 0,415 - 441,67 € = 183,293... €.

Ennakkoa pidatetdan
329,332... €+ 183,293... €=512,625... €= 512,63 €.

Vastaus: 512,63 euroa

384A. Perinndn saaja kuuluu I veroluokkaan. Perinnon arvo 32 000 € kuuluu
vilille 20 000 €-40 000 €, joten perintovero alarajan kohdalla on 100 €.
Alarajan ylittédvisti perinndstd on maksettava 7 % veroa.
Alarajan ylittdva perintd on 32 000 € — 20 000 € = 12 000 €.
Perintdveroa alarajan ylittivaltd osalta oli maksettava
0,07 - 12 000 € = 840 €.
Perintdveroa oli maksettava yhteensd 100 € + 840 € = 940 €.

Perinnostd jad verojen jilkeen 32 000 € — 940 € =31 060 €.

Vastaus: 940 euroa, 31 060 euroa
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385A. a) Linda kuuluu II veroluokkaan. Lahjan arvo 10 000 € on vililla 5000 €-
25 000 €, joten vero alarajan kohdalla on 100 €.

Alarajan ylittdvan lahjan arvo on 10 000 € — 5000 € = 5000 €.
Linda maksoi alarajan ylittdvistd osasta veroa 19 % eli
0,19 - 5000 € =950 €.

Linda maksoi lahjaveroa yhteensd 100 € + 950 € = 1050 €.
Vastaus: 1050 euroa

b) Aiti kuuluu I veroluokkaan. Lahjavero 6260 € on suurempi kuin
4700 € ja pienempi kuin 22 100 €, joten lahjan arvo on vililla
55 000 €-200 000 €. Vero alarajan kohdalla on 4700 € ja alarajan

ylittdvisti osasta maksetaan veroa 12 %. Merkitddn lahjan arvoa
kirjaimella x. Muodostetaan yht&lo ja ratkaistaan siité lahjan arvo x.

4700 + (x — 55 000) - 0,12 = 6260

(x — 55 000) - 0,12 = 1560 1:0,12
x— 55000 =13 000
x=68 000

Auton arvo oli 68 000 €.

Vastaus: 68 000 euroa
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200
365
r=12,50 €. Muodostetaan yksinkertaisen koron kaavan » = kit avulla
yht&lo ja ratkaistaan siitd nettokorkokanta i.

386A. a) Talletuksen padoma on k=15 000 €, korkoaika ¢ = ja korko

r = kit
_ .;.200
12,50=15000-; 365
8219,178...i=12,50 ||:8219,178...
i=0,00152...

Nettokorkokanta on 0,00152... =0,152... % = 0,15 %.
Lahdevero on 30 % korkokannasta, joten korkokannasta saadaan
nettokorkokanta kertomalla se luvulla 0,7. Merkitdan korkokantaa

kirjaimella x. Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan korkokanta x.

0,7x=0,00152... [:0,7
x=0,00217...

Korkokanta on 0,00217...=0,217... %~ 0,22 %.

Vastaus: 0,15 %; 0,22 %
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b) Talletuspéivé ei ole korkopdivd, mutta nostopdiva on.
Korkopiivié on yhteensé (31 — 12) + 21 = 40, joten korkoaika vuosina
on t= % Talletuksen pddoma on k£ =10 000 € ja korko = 2,36 €.
Muodostetaan yksinkertaisen koron kaavan r = kit avulla yhtilo ja

ratkaistaan siitd nettokorkokanta i.

r=kit
_ .40
2,36=10000-i 365
1095,890...i = 2,36 [ :1095,890...
i=0,00215...

Nettokorkokanta on 0,00215... =0,215... % = 0,22 %.
Lahdevero on 30 % korkokannasta, joten korkokannasta saadaan
nettokorkokanta kertomalla se luvulla 0,7. Merkitdan korkokantaa

kirjaimella x. Muodostetaan yht&lo ja ratkaistaan korkokanta x.

0,7x=0,00215... |:0,7
x=0,00307...

Korkokanta on 0,00307... = 0,307... %~ 0,31 %.

Vastaus: 0,22 %; 0,31 %
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387A. a) Jos tuotteen arvonlisdverokanta on 10 %, niin verottomaan hintaan

lisdtdén 10 % arvonliséveroa. Jos veroton hinta on a, myyntihinta eli
verollinen hinta on télléin 1,1a.
0,1a

L,1a

Veron osuus myyntihinnasta on =0,0909...=9,09...% eli

vahemmaén kuin 10 %.

Vastaus: vihemmaén

b) Valtion tulovero on progressiivinen, eli tulojen kasvaessa veroprosentti

nousee. Jos vero alarajan ylittdvésté tulon osasta on 21,25 %, vero
alarajan alittavasta tulon osasta on alle 21,25 %. Télloin henkild
maksaa osasta ansiotulojaan alle 21,25 % ja osasta tasan 21,25 %
veroa, joten hin maksaa kaikista ansiotuloistaan veroa vihemman kuin
21,25 %.

Vastaus: vihemmén

Leski kuuluu I veroluokkaan. Perinnén suuruus 300 000 € on vililla
200 000 € — 1 000 000 €, joten vero alarajan kohdalla on 21 700 €.

Vero ylittdd 200 000 euron alarajan 100 000 eurolla.

Leski maksaa veroa alarajan ylittdvésti perinnén osasta 16 % eli
0,16 - 100 000 € =16 000 €.

Perintdveron suuruus on yhteensd 21 700 € + 16 000 € =37 700 €.

Vastaus: yhti paljon
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d) Padomatuloverokanta on 30 % ja 30 000 € ylittavalta osalta 34 %.
100 000 € ylittdad 30 000 euron rajan 70 000 eurolla, joten 100 000
euron padomatulosta maksetaan veroa
0,3 -30000 €+ 0,34 - 70 000 € =32 800 €.

100 000 € ylittad valtion tuloveroasteikolla korkeimman rajan
74 200 €, joten vero alarajan kohdalla on 10 156,25 € ja vero alarajan
ylittavasti osasta 31,25 %.

100 000 € — 74 200 € = 25 800 €, joten vero alarajan ylittdvésti osasta
on
0,3125 - 25 800 € = 8062,50 €.

Valtion tulovero 100 000 euron ansiotuloista on yhteensi
10 156,25 € + 8062,50 € = 18 218,75 €.

Kunnallisveroprosentilla 16,5 kunnallisveron suuruus 100 000 euron
ansiotuloista on
0,165 - 100 000 € =16 500 €.

Valtion tuloveroa ja kunnallisveroa maksetaan siis 100 000 euron
ansiotuloista vdhintddn 18 218,75 € + 16 500 € =34 718,75 € eli
enemmaén kuin pddomatuloveroa. 100 000 euron pddomatulosta
maksetaan siis vihemmaén veroa kuin vastaavan suuruisesta
ansiotulosta.

Vastaus: vihemmén
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388B. a) Lahjoituksen arvo 30 000 € on vélilld 17 000 €-50 000€, joten vero
alarajan kohdalla on 1010 €. Alarajan ylittdvé lahjan arvo on
30 000 € — 17 000 € = 13 000 €. Alarajan ylittdvdn osan vero on 10 %
eli 0,10 - 13 000 € = 1300 €.
Lahjoituksesta maksetaan veroa yhteensd 1010 € + 1300 € = 2310 €.
Vastaus: 2310 euroa

b) Merkitdin lahjan arvoa kirjaimella x.

Kun lahjan arvo on vélilld 0 <x <4000, lahjaveron suuruus on 0 €.
Kun lahjan arvo on vililld 4000 <x < 17 000, lahjaveron suuruus on
100 € ja 4000 euron ylittavalta osalta 7 %. Lahjavero yhteensi on
100 + (x — 4000) - 0,07.
Kun lahjan arvo on vililld 17 000 < x < 50 000, lahjaveron suuruus on
1010 € ja 17 000 euron ylittavéltd osalta 10 %. Lahjavero yhteensd on
1010 + (x — 17 000) - 0,10.
Kun lahjan arvo on yli 50 000 €, lahjavero suuruus on 4310 € ja 50 000
euron ylittévaltd osalta 13 %. Lahjavero yhteensd on

4310 + (x — 50 000) - 0,13.

Piirretddn sen funktion kuvaaja, joka kuvaa lahjaveron riippuvuutta
lahjan arvosta.

3 lahjavero (€)

6000
4000

2000

lahjan arvo (€)
—
0 10000 20000 30000 40000 50000 60000
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389A.

390B.

Lainan korko helmikuussa 2018 oli »r =410 € —400 €= 10 €,
korkokerroin i = 0,06 ja korkoaika ¢ = % Muodostetaan kaavan r = kit

avulla yhtilo ja ratkaistaan lainapidéoma k.

—%-0.06- L
10=4-0,06-
0,005k =10 |:0,0005
k = 2000

Helmikuussa 2018 lainapddoma on 2000 €, joten lainan takaisinmaksuun
2000 €
400 €

helmikuussa, maaliskuussa, huhtikuussa, toukokuussa ja kesidkuussa.
Laina on maksettu kokonaan takaisin kesdkuussa 2018.

kuluu =15 kuukautta. Maksuerit suoritetaan vuoden 2018

Vastaus: kesdkuussa 2018

0
Lainan kuukausikorkokanta oli 6’16 2A) =0,55 %, joten korkokerroin oli
g = 1,0055. Lainan annuiteetti oli 4 = 222,96 € ja maksuerien lukumaéra
1—
n=2-12=24. Muodostetaan annuiteetin kaavan A=K -q" 1—qn
-9

avulla yhtalo ja ratkaistaan siitd lainapddoma K.

1-1,0055

222,96 =K -1,0055* - —————
1-1,0055

Symbolisen laskennan ohjelmalla ratkaisuksi saadaan
K =5000,060... = 5000.

Lainan suuruus oli 5000 €.

Vastaus: 5000 euroa
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391B. Madritetddn taulukkolaskentaohjelmalla ensimmadisen vuoden aikana
tehtdvista talletuksista saatava korko.

_J A [ B | ] A [ B |
1 |Korkoaika kuukausina Korko vuoden lopussa (€) 1 |Korkoaika kuukausina Korko vuoden lopussa (€)
L2 |12 =7%0,015*A2/12 2 12 0,11
.3 |10 =7*0,015*A3/12 3 10 0,09
_4 |8 =7%0,015*A4/12 4 8 0,07
.5 |6 =7*0,015*A5/12 5 6 0,05
6 |4 =7%0,015*A6/12 6 4 0,04
L7 |2 =7%0,015*A7/12 7 2 0,02
_ 8 |Summa =SUMMA(B2:87) 8 Summa 0,37

Vuoden aikana tehtdvit talletukset ja korot kasvavat pddomaa
6-7€+0,37€=4237¢€.

Tédmai vastaa yhtd vuoden lopussa tehtdvad 42,37 euron talletusta.

Madritetdédn taulukkolaskentaohjelmalla vuotuisia talletuksia korkoineen
40 vuoden ajalta.

| A [ B = A I B
A Korkokausien madrd vuosina Talletuksen arvo lopuksi 1 | Korkokausien maadrd vuosina Talletuksen arvo lopuksi
A 39 =42,37%1,015A2 j 39 75,72
3 |38 =42,37%1,015%A3 3 | 38 74,61
L\ 37 =42,37%1,015A4 4 | 37 73,50
ij 36 =42,37%1,015%A5 5 36 72,42
6 |35 =42,37*1,015%A6 6 35 71,35
7 [ 34 =42,37*1,015%A7 777} 34 70,25
8 |33 =42,37*1,015%A8 L8 | 33 69,25
37 |4 =42,37%1,0157A37 37 | 4 44,97
38 [3 =42,37*1,015%A38 38 | 3 44,31
39 |2 =42,37*1,015A39 39| 2 43,65
W 1 =42,37%1,015%A40 M 1 43,01
41 |0 =42,37*1,015%A41 41 | 0 42,37
_42 |Summa =SUMMA(B2:B41) 42 Summa 2299,33

Henkil6lle kertyisi rahaa 2299,33 €.

Vastaus: 2299,33 euroa
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392B. Elvi tekee vuosittain 12 talletusta. Talletusten nettokorkokanta on
0,7 - 0,60 % = 0,42 %. Madritetdan taulukkolaskentaohjelmalla
ensimmaisen vuoden aikana saatavat korot.

-y = [ JU— e A N - S——
1 | Korkoaika kuukausina Korko vuoden lopussa (€) 1 | Korkoaika kuukausina Korko vuoden lopussa (€)
2 |12 =150°0,0042*A2/12 2 | 12 0,63
3 11 =150°0,0042°A3/12 3 | 11 0,58

4 |10 =150*0,0042*A4/12 4 | 10 0,53

(5 |9 =150%0,0042*A5/12 | S | S 0,47

6 |8 =150*0,0042*A6/12 6 | 8 0,42
7 |7 =150°0,0042*A7/12 7 | 7 0,37
8 |6 =150°0,0042*A8/12 | 8 | 6 0,32
9 |5 =150°0,0042*A9/12 19 | 5 0,26

10 |4 =150*0,0042*A10/12 10 | 4 0,21

(11 |3 =150°0,0042*A11/12 11 | 3 0,16
12 |2 =150°0,0042*A12/12 12 | 2 0,11
13 |1 =150°0,0042*A13/12 (13 | 1 0,05

114 | Summa =SUMMA(B2:B13) |14 | Summa 4,10

Vuoden aikana tehtévit talletukset ja korot kasvattavat pddomaa
12-150 € +4,10 € = 1804,10 €.

Madritetdédn taulukkolaskentaohjelmalla pddoman suuruus viiden vuoden

jélkeen.
| A [ B J
1 | Korkokausien madrd vuosina Talletuksen arvo lopuksi
2 |4 =1804,1*1,0042"A2
3 3 =1804,1*1,00427A3
4 |2 =1804,1*1,00427A4
5 1 =1804,1*1,00427A5
6 |0 =1804,1*1,00427A6
| 7 | Summa =SUMMA(B2:B6)
| A [ B |
1 | Korkokausien madrd vuosina Talletuksen arvo lopuksi
| 2 | 4 1834,60
3 | 3 1826,93
4 | 2 1819,29
5 | 1 1811,68
6 | 0 1804,10
L7 | Summa 5096,59

Elvilla on tilill4 rahaa viiden vuoden jilkeen 9096,59 €.

Vastaus: 9096,59 euroa
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393B. Selvitetdin pikavipin todellinen vuosikorko koronkoron periaatteella.

Laina-aika on 2 kuukautta, joten korkoaika on % :% vuotta.

Lainapiddoma alussa on 75 € ja kasvanut pddoma 80 €. Muodostetaan
yhtdlo ja ratkaistaan siitd korkokerroin ¢.

1

75-9° =80
Symbolisen laskennan ohjelmalla saadaan ¢ = 1,47289...

Pikavipin todellinen vuosikorko on
147,289... % — 100 % = 47,289... = 47,29 %.

Vastaus: 47,29 %
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394B. Lainaa lyhennetdin 15 - 12 = 180 kertaa, joten kunkin lyhennyksen

suuruus on 141()1()% =777,7717...€ = 777,78 €.

Kolmen vuoden kuluttua lainaa on lyhennetty 3 - 12 = 36 kertaa eli lainaa
on jaljella

140 000 € —36 - 777,78 € =111 999,92 €.

Mairitetddn suurin mahdollinen korkokanta tille pddomalle, koska tdmén
jilkeen pddoma ja samalla korko pienenee.

Korko voi olla korkeintaan 1050 € — 777,78 € = 272,22 €. Sijoitetaan
kaavaan r = kit korko » = 272,22, lainapddoma k= 111 999,92 ja
korkoaika ¢ = % Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan siitd korkokerroin 7.
1

272,22:111999,92-1’-5

Symbolisen laskennan ohjelman avulla saadaan
i=0,029166... =2,9166... %.

Euribor voi nousta 2,9166... — 1,50 = 1,4166... = 1,416 prosenttiin, jotta
lainasta voi selvita.

Vastaus: 1,416 %:iin
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395B. Tilin nettokorkokanta on 1,750 %, joten korkokerroin on ¢ = 1,0175.
Ensimmadisen vuoden lopussa tililld on rahaa 1,0175 - 700 €, toisen
vuoden jélkeen 700 - 1,0175 + 700 - 1,0175%, kolmannen vuoden jélkeen
700 - 1,0175+ 700 - 1,0175%+ 700 - 1,0175° ja niin edelleen.

Tililld olevat rahaméarit muodostavat geometrisen summan. Sen
ensimmdiinen yhteenlaskettava on a; = 1,0175 - 700 = 712,25, suhdeluku
q = 1,0175 ja yhteenlaskettavien madird n. Muodostetaan ja sievennetidn
summan lauseke.

S, = 712’?_(1_011’705175 ) =-40700-(1-1,0175")=40700-1,0175" —40 700

Vuonna 2010 on n =5, joten
Ss =40 700 - 1,0175° — 40 700 = 3688,094... = 3688,09, joten
vuoden 2010 lopussa rahaa on 3688,09 euroa.

Ratkaistaan symbolisen laskennan ohjelmalla, kuinka monen vuoden
kuluttua rahaa on véhintdén 12 000 €.

40 700 - 1,0175" — 40 700 =12 000
n=14,893...

Aikaa kuluu 15 vuotta, jolloin ollaan vuoden 2020 lopussa.

Vastaus: 3688,09 €, 40 700 - 1,0175" — 40 700, jossa n on talletusten
lukumééra, vuoden 2020 lopussa
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396B. Vuositulot olivat 12 - 3373,00 € + 1686 € = 42 162 €. Verovdhennysten
jélkeen ansiotulo kunnallis- ja kirkollisverotuksessa oli
42 162 € — 3050 € =39 112 € ja valtion tuloverotuksessa
42 162 € —2630€=39 532 €.

Kunnallis- ja kirkollisveroa olisi pitdnyt maksaa
0,2195 -39 112 € = 8585,084 € =~ 8585,08 €.

Valtion tuloverotuksen verotettava tulo 39 532 € on vililla
25700 €-42 400 €.
Vero 25 700 euron alarajalla oli 518,00 €.

Alarajan ylittévit tulot olivat 39 532 € — 25 700 € = 13 832 €. Alarajan
ylittdvisti tuloista veroa pitdd maksaa 17,25 % eli
0,1725 - 13 832 € = 2386,02 €.

Valtion tuloveroa piti maksaa yhteensd 518,00 € + 2386,02 € = 2904,02 €.

Kunnallis-, kirkollis- ja valtion tuloveroa piti maksaa yhteensa
8585,08 € +2904,02 €= 11 489,10 €.

Kuukausitulot 3373,00 € jdivat muina kuukausina paitsi heinédkuussa alle
tulorajan 3500 €, joten ndind kuukausina palkasta tehtiin
0,28 - 3373,00 € = 944,44 € suuruinen ennakonpidétys.

Heindkuussa kuukausitulot olivat 3373,00 € + 1686,00 € = 5059,00 €.
Kuukausitulot ylittavéat 3500 euron rajan 5059,00 € — 3500 € = 1559,00
eurolla. Ennakonpiditys tulorajan kohdalla on 0,28 - 3500 € = 980 €.
Tulorajan ylittavilta osalta ennakonpiditys on 46 %, joten ennakonpidatys
tulorajan ylittdvalti osalta on 0,46 - 1559 € = 717,14 €. Heindkuussa
ennakonpidatysti pidatettiin 980 € + 717,14 € = 1697,14 €.

Vuoden aikana ennakonpiddtysté pidétettiin yhteensa
11-944,44 €+ 1697,14 € =12 085,98 €.

Ennakonpidétysté piditettiin enemmaén kuin veroa piti maksaa, joten Nelli
sai veronpalautusta

12 085,98 € — 11 489,10 € = 596,88 €.

Vastaus: veronpalautusta 596,88 euroa



Huippu Kertaus ¢ Tehtévien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

397A. Talletukset olivat yhteensd 120 € + 270 € + 160 € = 550 €. Talletukset
kasvoivat vuoden aikana korkoa 551,86 € — 550 € = 1,86 €.

Ensimmadinen talletus kasvaa korkoa 12 kk, toinen 10 kk ja kolmas 9 kk.
Muodostetaan yksinkertaisen koron kaavalla » = kit yhtdlo ja ratkaistaan
siitd nettokorkokanta i.

12 - 10 .9
120-i-15 +270+i- 35 +160-i- 75 = 1,86
465i=1,86 | :465
i=0,004

Ensimmainen talletus on kasvanut korkoa 0,004 - 120 € = 0,48 €.

Vastaus: 0,48 euroa
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398B.

Koko laina-aikana maksuerida on n = 20 - 12 = 240. Lainan korkokanta
ensimmdiisend vuonna on 1,363 % + 1,65 % = 3,013 %, joten

o
3,013% =0,251...% ja korkokerroin

kuukausikorkokanta on B

q=1,00251...

Lasketaan ensimmadisen vuoden annuiteetti sijoittamalla annuiteetin
lausekkeeseen K =190 000 €, ¢ = 1,00251... ja n = 240.

A=K-q" l;qn
l-¢q
190000 €-1,00251., 40 . 1 =100251..._

1-1,00251..2%
=1054,972...€ =1054,97 €

Ensimmaéisen vuoden aikana maksuerd on 1054,97 €.

Lasketaan, kuinka paljon lainaa on jéljelld ensimmaéisen vuoden jilkeen,
sijoittamalla jdljelld olevan lainapddoman lausekkeeseen K = 190 000 €,
k=12,¢q=1,00251... ja 4 =1054,97.

k
V:K.qk_A.ll_qq

=190 000 €-1,00251...> —1054,97 € -
=182968,456... € ~182 968,46 €

1-1,00251..2
1-1,00251

Lasketaan toisen vuoden maksuerin suuruus. Maksuerid on ensimmaisen
vuoden jélkeen jiljelld 240 — 12 = 228. Lainan korkokanta toisen vuoden
aikana on 0,891 % + 1,65 % = 2,541 %, joten kuukausikorkokanta on
0,211... % ja korkokerroin ¢ = 1,00211...

Lasketaan uusi maksuerd, kun lainapddoma on 182 968,46 €. Sijoitetaan
tiedot annuiteetin lausekkeeseen ja lasketaan annuiteetti.
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A=K-q"- 1_‘1”
l-q
=182968,46 €-1,00211..2* .

=1012,571...€ ~1012,57 €

1-1,00211...
1-1,00211..%*

Toisen vuoden aikana maksuerd on 1012,57 €.

Vastaus: 1054,97 euroa; 1012,57 euroa

SYVENNA YMMARRYSTA

399B. Nettokorkokanta on 0,72 - 2,2 % = 1,584 %, joten korkokerroin on
qg=1,01584.

Lasketaan diskonttausperiaatteella suoritettujen maksujen arvo
nykyrahassa.

2500 € - 1,015847' + 2500 € - 1,01584 %+ ... + 2500 € - 1,01584°
=11927,278... €= 11 927,28 €.

Vastaus: 11 927,28 euroa
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400B. a) Perint6 kuuluu kategoriaan 40 000 €-60 000 €, joten veron méérd on
1700 € + 0,11 - (58 000 € — 40 000 €) = 3680 €.

J089€ _0,06344..26,344...% ~ 6,3 %,

Veroa pitdd maksaa 383000 €

Vastaus: 3680 euroa; 6,3 %

b) Veron suuruus prosentteina saadaan laskemalla yhteen vero alarajan
kohdalla ja vero alarajan ylittdvastd osasta ja jakamalla summa
verotettavalla tulolla. Muodostetaan funktion lauseke.

0, kun 0 < x < 20 000
100+ O’OS(X" —20000) 4 1n 20000 < x < 40 000

fx)=

1700+0,1 1)(:‘ —40000) 4 1n 40 000 < x < 60 000

Piirretdén kuvaaja.

A veroprosentti

[

perinnén arvo (€)
0 10000 20000 30000 40000 50000 60000
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401B.

402B.

Tilin nettokorkokanta on 0,75 %, joten korkokerroin on 1,0075. Merkitdin
vuosittaista talletusta kirjaimella x. Taulukoidaan talletuksia korkoineen.

Korkoaika (a) Talletuksen arvo 5 vuoden kuluttua (€)
1. talletus 5 x - 1,00753
2. talletus 4 x - 1,0075%
3. talletus 3 x - 1,00753
4. talletus 2 x - 1,00752
5. talletus 1 x - 1,0075

Tililld on rahaa 5 vuoden kuluttua
x-1,0075° +x - 1,0075*+ ... +x - 1,0075 = 5,113.. x.

Muodostetaan yhtild ja ratkaistaan vuosittainen talletus x.

5113..x=10000 | :5,113...
x=1955,557...

Vuosittainen talletus pitdé olla 1956 €.

Vastaus: 1956 euroa

9 avulla yhtalo, kun

n

N 1-
Muodostetaan annuiteetin kaavan A=K -q" - ]

maksuerédn suuruus on 4 = 2000 €, lainapddoma K = 7500 € ja maksuerien
lukuméiaré n = 4. Ratkaistaan yhtilosti korkokerroin g.

4

200027500-q4-11_q

Symbolisen laskennan ohjelmalla saadaan ¢ = —0,61366... tai
q = 1,026324... Hyldtd4n negatiivinen ratkaisu.

Vuotuinen korkoprosentti on 102,624... — 100 = 2,624... = 2,6.

Vastaus: 2,6 %
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403B. a) Merkitddn ensimmdiisend vuonna jaettua summa euroina kirjaimella x.
Toisena vuonna jaettavaa on siten 1,1x ja sitd seuraavana
1,1x - 1,1 = 1,1x? ja niin edelleen.

Seitseménd vuonna jaettavaa on
x+ LI+ 1,12+ ..+ 1,1% = 9,487171x.

Yhtdlon 9,487171x = 800 000 ratkaisuksi saadaan
x =84 324,40 ~ 84 300.

Vastaus: 84 300 euroa

b) Merkitddn kasvukerrointa kirjaimella ¢. Koska ensimméiisend vuonna
jaetaan 70 000 euroa, niin seuraavana vuonna jaetaan 70 000q euroa,
sitd seuraavana vuona 70 000q - ¢ = 70 0004> euroa ja niin edelleen.
Muodostetaan yhtild ja ratkaistaan se symbolisen laskennan
ohjelmalla.

70 000 + 70 000g + 70 000g> + ... + 70 0004° = 800 000

Ohjelmalla saadaan ratkaisuksi ¢ =—1,61703... tai ¢ = 1,160416...
Hylatién negatiivinen ratkaisu.

Kasvuprosentin tulee olla
116,0416... % — 100 % = 16,0416... % =~ 16 %.

Vastaus: 16 %
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404A. a) Puhtaan ansiotulon arvo 38 400 € ylittdd 14 000 euron rajan
38 400 — 14 000 = 24 400 eurolla.

Viéhennysti pienennetddn 0,045 - 24 400 € = 1098 €.

Ansiotulovihennyksen mééré on
3570 € — 1098 € =2472 €.

Vastaus: 2472 euroa

b) Merkitdan puhdasta ansiotulo kirjaimella x. Ansiotulovdhennyksen
maard on
3570 — 0,045(x — 14 000) euroa. Vahennysté ei myonnetd, kun
ansiotulovihennyksen mééra on 0 € tai pienempi. Muodostetaan yhtilo
ja ratkaistaan siitd puhdas ansiotulo x.

3570 — 0,045(x — 14 000) =0

~0,045(x — 14 000) = 3570 | : (—0,045)
x— 14 000 =79 333,333...
x=93333,333...
X~ 93 333,33

Ansiotulovihennysti ei mydnneté, kun puhdas ansiotulo on 93 333,33
euroa tai suurempi.

Vastaus: 93 333,33 €
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405B. Vuoden 2017 lopussa talletusten arvioitu kokonaismiiré on

1,01 - 1,015 - 80 778 000 000 € = 82 809 566 700 €.

Vuoden 2017 lopussa arvioitu talletusten korkokanta on
0,32 % —2-0,05%=0,22 %.

TAPA 1:
Arvioitu talletuksille maksettu korko on
0,0022 - 82 809 566 700 € =182 181 046,74 €.

Arvioitu saatava ldhdevero vuonna 2017 on
0,30 - 182 181 046,74 € = 54 654 314,022 € = 55 000 000 €.

TAPA 2:
Koska talletusten arvioitu kokonaismaara vuoden 2017 alussa on
1,015 - 80 778 000 000 € = 81 989 670 000 €
ja vuoden 2017 lopussa 82 809 566 700 €,
arvioidaan sen olevan vuonna 2017 nédiden keskiarvo eli
81989 670 000 €42rS2 809566 700 € 22399618350 €.

Koska korkokannan arvioidaan olevan vuoden 2017 alussa 0,27 % ja
vuoden 2017 lopussa 0,22 %, arvioidaan korkokannan olevan vuonna

0 0
2017 naiden kahden keskiarvo eli 0,27% ; 0,22%

=0,245 %.

Arvioitu talletuksille maksettu korko on
0,00245 - 82399 618 350 € =201 879 064,9575 € = 201 879 064,96 €.

Arvioitu saatava ldhdevero vuonna 2017 on
0,30 - 201 879 064,96 € = 60 563 719,488 € = 61 000 000 €.

Molemmat laskutavat ja vastaukset hyviksytdén.

Vastaus: 55 000 000 euroa tai 61 000 000 euroa
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406B. Talletuksen nettokorkokanta on 0,71 - 2,00 % = 1,42 %, joten
korkokerroin on g = 1,0142. Ensimmaéinen talletus K kasvaa seitseméssa
vuodessa miiridn 1,01427 - K.

Toisen vuoden alusta ldhtien henkilo tekee 2 % inflaatiokorotuksen
talletukseen, joten talletus on 1,02-kertainen ensimmaisen vuoden
talletukseen verrattuna. Toisen vuoden talletus kasvaa kuudessa vuodessa
madraan 1,0142° - 1,02 - K. Vastaavasti kolmannen vuoden talletus kasvaa
viidessd vuodessa méiridn 1,0142° - 1,02% - K ja niin edelleen.
Seitseménnen vuoden talletus kasvaa yhdessd vuodessa mairdan

1,0142 - 1,02¢ - K.

TAPA 1:
Muodostetaan talletusten arvon lauseke ja sievennetdin se sopivalla
ohjelmalla.

1.0142°7"K+1.0142"6*1.02K+1.014245%1.022*K+1.014274*1.023"K+1.014243%1.02*4K+1.014242*1.02/5K+1.0142*1.02"6K

. 6.140606322E26
7.812500000E25

614060632157180817083900491 / 78125000000000000000000000 K
= 7.859976092 K

Saastosumma on 7,859...K.

Jos K =500 €, niin sddstésumma on
7,859... - 500 € =3929,988... €~ 3929,99 €.
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TAPA 2:

Sédstdsumma yhteensé on

S7=1,01427 - K+ 1,0142°- 1,02 - K+ ... + 1,0142 - 1,02° - K. Otetaan
summasta yhteiseksi tekijiksi 1,01427 - K. Tilloin summa saadaan

muotoon
1,02 6]
1,0142) }°

102 (1,02 ? L[ 102
1,0142 11,0142 11,0142
geometrisen summan, jonka ensimmaéinen yhteenlaskettava on a; = 1,

2
+..+

1,01427K[1+ 1,02 ( 1,02

1.0142 T\1,0122

6
Summasta osa 1+ ) muodostaa

9

1,0142
geometrinen summa.

suhdeluku g = ja yhteenlaskettavien lukuméaird n = 7. Lasketaan

1 (1-{i51) )
1y L02 (1,02 2+ (102 ¢ 1,0142
1,0142 11,0142 “\Lo142) _ 1,02
1,0142
7
(1-{i))
- . ; 1,0142
Sadstosumma on siis S =1,0142"K - 02 .
11,0142
Kun K =500 €, sddstosummaksi tulee
7
(1-{i55a) )
. 1,0142
1,0142"-500 €- L0 =3929,988...€~3929,99 €.
T 1,0142
7
' (1-{irs))
. 1,0142
Vastaus: S=1,0142"K - ~7,86K, 3929,99 €

1,02
1,0142
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10

RAHALIIKENNELASKELMIA

ALOITA PERUSTEISTA

407A.

408A.

Yrityksen kuukauden myyntituotto on yhteenséd 3100 € + 1600 € = 4700 €,
joten kuukauden liikevaihto on 4700 €.

Kuukauden kulut ovat yhteensa

1300 € + 1100 € + 140 € + 250 € + 90 € = 2880 €, joten kuukauden tulos
on 4700 € — 2880 € = 1820 €.

Vastaus: 4700 euroa ja 1820 euroa

Devalvoituminen tarkoittaa valuutan arvon alenemista muihin valuuttoihin

ndhden, joten kisite A ja selitys III kuuluvat yhteen.

Revalvoituminen tarkoittaa valuutan arvon nousemista muihin
valuuttoihin néhden, joten késite B ja selitys IV kuuluvat yhteen.

Inflaatio tarkoittaa hintatason nousemista, joten kisite C ja selitys I
kuuluvat yhteen.

Deflaatio tarkoittaa hintatason alenemista, joten késite D ja selitys II
kuuluvat yhteen.

Vastaus: A: III, B: IV, C: 1 ja D: 11
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409A. a) Merkitddn euromiidrdé kirjaimella x ja taulukoidaan tehtdvinannon

tiedot.

EUR AUD
0,641 1
X 600

Valuuttojen méérit ovat suoraan verrannolliset. Muodostetaan verranto
ja ratkaistaan siitd euromaara x.

0,641 1
x 600
x=0,641-600
x=384,60

Vastaus: 384,60 euroa

b) Merkitdan euroméaria kirjaimella x ja taulukoidaan tehtdvénannon

tiedot.
EUR AUD
1 1,531
X 600

Valuuttojen méérit ovat suoraan verrannolliset. Muodostetaan verranto
ja ratkaistaan siitd euromaéara x.

1 _ 1531
x 600

1,531x =600 | :1,531
x=391,900...
x=391,90

Vastaus: 391,90 euroa
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410A. Merkitddn takin kuluttajahintaindeksin mukaista hintaa kirjaimella x ja
taulukoidaan tehtdvanannon tiedot.

Takin hinta (€) KHI
x 104,6
129,90 107,3

Hinta ja indeksi ovat suoraan verrannolliset. Muodostetaan verranto ja
ratkaistaan siitd hinta x.

x _104,6
129,90 107,3
107,3x=104,6-129,90 ||:107,3

x=126,631...
x~126,63

Takin hinta aiemmin oli 126,63 €
Vastaus: 126,63 euroa
411A. a) Merkitdén viimeisen vuoden ostoskorin hintaa kirjaimella x. Hinta ja

indeksi ovat suoraan verrannolliset. Muodostetaan verranto ja
ratkaistaan siitd ostoskorin hinta x.

46,87 _108,8
S x 1092
108,8x=109,2-46,87 |:108,8
x=47,042...
x~47,04

Viimeisen vuoden ostoskorin hinta oli 47,04 €.

Vastaus: 47,04 euroa
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b) Merkitddn ensimmadisen vuoden indeksin pistelukua kirjaimella x.
Hinta ja indeksi ovat suoraan verrannolliset. Muodostetaan verranto ja
ratkaistaan siitd ensimmaéaisen vuoden indeksin pisteluku x.

46,96  x

46,87 108,8

46,87x =46,96-108,8 ||:46,87
x=109,008...
x~109,0

Ensimmaéisen vuoden indeksin pisteluku oli 109,0.
Vastaus: 109,0

¢) Lasketaan, kuinka monta prosenttia viimeisen vuoden indeksin
pisteluku on ensimmaéisen vuoden indeksin pisteluvusta.

09,2 i 0
109,008... 1,00175...=100,175...%

Hintataso nousi kolmen vuoden aikana
100,175... % — 100 % =0,175... % = 0,2 %.

Vastaus: 0,2 %

412A. a) Yhden tuotteen hinta ennen inflaatiota oli % =4,80 €.

Hinnat nousivat 5,2 %, joten inflaation jilkeen yhden tuotteen hinta oli
1,052 - 4,80 € =5,049... €= 5,05 €.

00 €
Inflaation jilkeen 600 eurolla tuotteita sai 505€ =118,81....
Kappalemééri on pyoristettdva alaspéin, joten tuotteita sai 118

kappaletta.

Vastaus: 118 kpl
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b) Tuotteita sai % =0,944 =94,4 % inflaatiota edeltivistd maarasta,

joten niitd pystyi ostamaan 100 % — 94,4 % = 5,6 % aiempaa
vihemmaén.

Vastaus: 5,6 %
413A. a) Valuutanvaihtopiste myy matkustajalle puntia, joten kiytetdén setelien

myyntikurssia. Merkitdin Egyptin puntien maéréa kirjaimella x ja
taulukoidaan tehtdvanannon tiedot.

EUR EGP
1 18,02
700 X

Muodostetaan verranto ja ratkaistaan siitd Egyptin puntien maara x.

1 18,02

700 x
x=700-18,02
x=12614

700 eurolla saa 12 614 Egyptin puntaa. Lasketaan, kuinka monta 200
punnan setelid summalla saa.

12614 EGP

200EGp ~ 0»07~63

200 punnan seteleitd saa 63 kappaletta.

Vastaus: 63 setelid
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b) Valuutanvaihtopiste ostaa puntia matkustajalta, joten kiytetdan setelien
ostokurssia. Valuutanvaihtopiste ottaa vastaan vain 200 punnan
seteleitd, joten matkustaja voi vaihtaa 1000 puntaa. Merkitéén
euromadrad kirjaimella x ja taulukoidaan tehtdvanannon tiedot.

EUR EGP
1 24,04
X 1000

Muodostetaan verranto ja ratkaistaan siitd Egyptin puntien maéra x.

124,04
x 1000
24,04x =1000 [ :24,04
x=41,597...
Matkustaja saa 41,60 €.

Vastaus: 41,60 €

¢) Matkustajalle jad 100 puntaa. Kéytetddn setelien ostokurssia.
Merkitéén euroméérdd kirjaimella x ja taulukoidaan tehtdvéinannon
tiedot.

EUR EGP
1 24,04
X 100

Muodostetaan verranto ja ratkaistaan siitd Egyptin puntien maara x.

1 _ 24,04
x 100
24,04x =100 | :24,04
x=4,159...
x~4,16

Matkustajalle jda Egyptin puntia 4,16 euron arvosta.

Vastaus: 4,16 €
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414A.

415A.

a) Maryam maksoi osakkeista ostokuluineen
125 - 16,69 € + 10 € =2096,25 €.

Vastaus: 2096,25 €

b) Maryam sai osakkeet myydessédén 125 - 23,48 € — 10 € = 2925,00 €.
Vastaus: 2925,00 €

¢) Myyntivoitto oli 2925,00 € — 2096,25 € = 828,75 €.
Myyntivoitosta perittiin paddomatuloveroa 30 %, joten myyntivoitosta
jéi verojen jdlkeen jéljelle 0,7 - 828,75 € = 580,125 € = 580,13 €.
Vastaus: 580,13 €

a) Koska emissiokurssi on 104 %, obligaatio maksoi
1,04 - 2000 € = 2080 €.
Vastaus: 2080 €

b) Obligaation yhden vuoden korko oli 0,038 - 2000 € = 76 €. Korosta
maksettiin 30 % ldahdeveroa, joten korosta jéi kéteen
0,7 -76 € =53,20 €.
Thomas sai viidessd vuodessa korkotuloja 5 - 53,20 € =266 €.
Vastaus: 266 €

¢) Thomas sai obligaatiosta takaisinmaksupdivané 2000 €. Koska hén oli
maksanut obligaatiosta enemmén kuin sai siité, ei pddomatuloveroa
mene. Thomas sai obligaatiosta yhteensd 2000 € + 266 € = 2266 €.
Verojen jilkeen voittoa jdi 2266 € — 2080 € = 186 €.

Vastaus: 186 €
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416A. a) Kun euro revalvoituu Ruotsin kruunuun nédhden, niin euron arvo
kruunuissa nousee. Télloin eurolla saa enemmaén kruunuja ja enemmén
ruotsalaisia tuotteita, joten ruotsalaisten tuotteiden hinta alenee
Suomessa. Viite on vairin.

Vastaus: védirin, alenee

b) Inflaatio tarkoittaa yleisen hintatason nousuprosenttia. Kun yleinen
hintataso nousee nopeasti, niin samalla rahalla saa koko ajan
vihemmén ja vihemman tavaroita ja palveluita, joten rahan ostovoima
alenee. Viite on oikein.
Vastaus: oikein

¢) Jos tilin nettokorko on inflaation suuruinen, talletuksen nimellisarvo
nousee inflaation verran, mutta reaaliarvo pysyy samana. Viite on
vadrin.
Vastaus: védrin, pysyy samana

d) Reaalipalkassa otetaan huomioon hintatason nousu ja nimellispalkassa
ei, joten nimellispalkat nousevat reaalipalkkoja nopeammin. Viite on

oikein.

Vastaus: oikein
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VAHVISTA OSAAMISTA

417B. Muodostetaan hinnan muutoksia kuvaavat prosenttikertoimet.

Vuosi Kuinka monta prosenttia edellisen Prosenttikerroin
vuoden hinnasta?

1 100 % 1

2 100 % —5,4% =94,6 % 0,946
3 100 % +1,2%=101,2% 1,012
4 100 % —2,3 % =97,7% 0,977
5 100 % + 3,7 % =103,7 % 1,037
6 100 % + 0,8 % = 100,8 % 1,008

Perusajankohdan indeksin pisteluku on 100. Seuraavat vuodet lasketaan
kertomalla edellistd muutosta kuvaavalla prosenttikertoimella.

Vuosi Indeksin pisteluku
1 100
2 100 - 0,946 = 94,6
3 94,6 - 1,012 =95,735... = 95,7
4 95,735... - 0,977 =93,533... # 93,5
5 93,533... - 1,037 =96,994... < 97,0
6 96,994... - 1,008 =97,769... = 97,8

Indeksistd ndhdéan, ettd kahvin kilohinta aleni kuudessa vuodessa
100 % — 97,8 % =2,2 %.

Vastaus:
Vuosi 1 2 3 4 5 6
Indeksin 100,0 94,6 95,7 93,5 97,0 97,8
pisteluku

aleni 2,2 %
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418B. Osakkeet maksoivat 30 - 99,90 € = 2997 €. Kaupankéayntipalkkio oli
0,005 - 2997 € = 14,985 € = 14,99 €. Antti maksoi osakkeista yhteensi
2997 € + 14,99 € =3011,99 €.

Myydessi osakkeista sai 30 - 105,41 € = 3162,30 €. Kaupankdyntipalkkio
oli 0,005 - 3162,30 € =15,811... €= 15,81 €. Antti sai osakkeista
3162,30 € — 15,81 €=3146,49 €.

Myyntivoitto oli 3146,49 € — 3011,99 € = 134,50 €. Myyntivoitosta
perittiin pddomaveroa 30 %, joten myyntivoitosta jai verojen jélkeen
0,7 - 134,50 €=94,15 €.

Vastaus: 94,15 euroa

419B. a) Vaihtopalkkio on 4 €, joten valuutan vaihtoon on kéytettdvissi
500 € — 4 € =496 €. Valuutanvaihtopiste myy matkustajalle Kanadan
dollareita, joten kéytetddn setelien myyntihintaa. Merkitddn dollarien
mairad kirjaimella x ja taulukoidaan tehtdvanannon tiedot.

EUR CAD
1 1,3554
496 X

Muodostetaan verranto ja ratkaistaan siitd Kanadan dollarien mééra x.

11,3554

496 x
x=1,3554-496
x=672,278...
x~672

Valuutanvaihtopisteelti saa 672 Kanadan dollaria.

Vastaus: 672 dollaria
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b) Yritys maksaa laskun tilisiirtona ja pankki myy Kanadan dollareita,
joten kdytetdén tilivaluutan myyntikurssia.
Merkitdan laskun suuruutta euroina kirjaimella x ja taulukoidaan

tiedot.
EUR CAD
1 1,3679
X 8500

Muodostetaan verranto ja ratkaistaan laskun suuruus x.

11,3679
X 8500
1,3679x = 8500
x=6213,904...
x = 6213,90

Laskun suuruus on 6213,90 €.

Vastaus: 6213,90 euroa

420B. a) Koska yhden kidnnykkékotelon valmistuskustannukset ovat 12,30 € ja
valmistusmaira on x, valmistuskustannukset ovat yhteensa 12,30x
euroa. Lisdamailld valmistuskustannuksiin kiintedt kustannukset 98 000
euroa saadaan kokonaiskustannusten lauseke 12,30x + 98 000.

Vastaus: 12,30x + 98 000

b) Koska 75 % koteloista myydéén 17,99 euron ja viimeiset 25 % 14,00
euron kappalehintaan, koteloista saatu rahaméérd on
17,99 - 0,75x + 14,00 - 0,25x.
Lasketaan yhtion saama voitto vihentdmélld myyntitulosta a-kohdassa
selvitetyt kokonaiskustannukset.

17,99 - 0,75x + 14,00 - 0,25x — (12,30x + 98 000) = 4,6925x — 98 000.

Vastaus: 4,6925x — 98 000
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¢) Kiinteét kustannukset saadaan katettua sellaisella myyntimaaralla x,
jolla voittoa kuvaava lauseke saa arvon 0. Muodostetaan yht&lo ja
ratkaistaan siitd myyntimaard x.

4,6925x-98000=0
4,6925x =98 000 | :4,6925
x=20884,389...

20 884 kappaleen valmistaminen ei vield kata kustannuksia, joten
koteloita tdytyy valmistaa 20 885 kappaletta.

Vastaus: 20 885 kannykkidkoteloa

421B. Yrittdja saa yhdestd vihermehusta 6,50 € — 3,20 € = 3,30 €.
Merkitdan vihermehuannosten lukumairdé kirjaimella x, jolloin
myyntituotto on euroina 3,3x.

Yritykselld on kuluja kuukaudessa yhteenséd 600 € + 700 € = 1300 €.
Tulos on myyntituoton ja kulujen erotus, joten tulos on 3,30x — 1300.

Muodostetaan tuloksen avulla yhtdlo ja ratkaistaan siitd myytévien
annosten lukumééra x.

3,3x— 1300 = 2500
3,3x =3800 |:3,3
x=1151,515...

Kuukaudessa tulee myyda 1151,515... annosta, joten paivassd annoksia
tulee myyda

1151,515...

25 =46,060...

46 annosta pdivassi el riitd, joten on myytdva vahintddn 47 annosta.

Vastaus: vihintddn 47 annosta
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422B. a) Merkitdan palkkion hintaa euroina sopimuksen tekohetkelld kirjaimella

x ja taulukoidaan tiedot.

EUR

GBP

1

0,795

X

5000

Muodostetaan verranto ja ratkaistaan siité eurojen mééara x.

10,795

X 5000
0,795x = 5000

x = 6289,308.

|:0,795

Sopimuksen tekohetkelld palkkion suuruus on

6289,308... €~ 6289,31 €.

Merkitéédn palkkion suuruutta euroina maksupdivéna kirjaimella y ja

taulukoidaan tiedot.

EUR GBP
1 0,839
¥ 5000

Muodostetaan verranto ja ratkaistaan siitd eurojen maara x.

10,839

v 5000
0,839y = 5000

y=5959,475.

Sopimuksen tekohetkelld palkkion suuruus on

5959,475... €= 5959,48 €.

Vastaus: 6289,31 € ja 5959,48 €

b) Maksupiivina palkkio oli

5959,475... €

6289,308... €

=0,94755... -kertainen

sopimuksen tekohetkeen verrattuna, joten se oli
100 % —94,755... % = 5,244... % = 5,2 % halvempi.

Vastaus: 5,2 % halvempi
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423B. Muodostetaan indeksien pisteluvut taulukkolaskentaohjelmalla.

1 A [ B [ G D | E F
1 |Maidon tuottajahinnat Kullan hinta
2
3 Vuosi Tuottajahinta keskimaarin (c/1) 1)° Indeksi Vuosi Kullan hinta (€/Unssi) Indeksi
4 2008 41,54 =B4/$B$4*100 2008 563,23 =E4/$E$4*100
5 2009 37,01 =B5/$B$4*100 2009 667,53 =E5/$E$4*100
6 2010 32,82 =B6/$B$4*100 2010 668,71 =E6/$E$S4*100
7 2011 39,78 =B7/$B$4*100 2011 800,24 =E7/$E$4*100
8 |2012 42,24 =B8/$B$4*100 2012 911,56 =E8/$E$4*100
9 |2013 41,89 =B9/$B$S4*100 2013 1003,73 =E9/SES4*100
10 |2014 45,17 =B10/$B$4*100 2014 1289,45 =E10/$E$4*100
11 (2015 36,97 =B11/$B$4*100 2015 1313,75 =E11/$E$4*100
12 |2016 373 =B12/$B$4*100 2016 903,28 =E£12/SE$4*100
13 |2017 37,33 =B13/$B$4*100 2017 1002,18 =E13/SE$4*100
_ A [ B [ © [ D [ E [ F |
_ 1 |Maidon tuottajahinnat Kullan hinta
2
3 | Vuosi Tuottajahinta keskimarin (c/1) 1)°  Indeksi Vuosi Kullan hinta (€/Unssi)  Indeksi
4 2008 41,54 100,0 2008 563,23 100,0
5 2009 37,01 89,1 2009 667,53 1185
6 | 2010 32,82 79,0 2010 668,71 118,7
7 2011 39,78 95,8 2011 800,24 142,1
8 2012 42,24 101,7 2012 911,56 161,8
9 2013 41,89 100,8 2013 1003,73 178,2
10 2014 45,17 108,7 2014 1289,45 2289
11 2015 36,97 89,0 2015 1313,75 2333
12 2016 37,3 89,8 2016 903,28 160,4
13 2017 37,33 89,9 2017 1002,18 177,9
Piirretddn indeksin pisteluvuista viivakaavio.
Indeksin pistehiku
250,0 -
200,0 A
150,0
s Maidon tuottajahinta
100,0 —,\—/—%
Kullan hinta
50,0
0,0 — T —
SRR e G N S
L FF TS
Vuosi
Vastaus:
Vuosi Maidon tuottajahinta Kullan hinta 2500
(2008 = 100) (2008 = 100) 2000 +—
2008 100,0 100,0
2009 89,1 118,5 on === Maidon tuottajahinta
2010 79,0 118,7 Ko — —anie
50,0
2011 95,8 142,1
2012 101,7 161,8 00
’ : S LS
2013 100.8 178,2
2014 108,7 2289
2015 89,0 2333
2016 89,8 1604
2017 89,9 177,9
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424A. Palkkakuluja on aluksi 0,31 - 273 000 € = 84 630 €.
Muita kuluja on aluksi 273 000 € — 84 630 € = 188 370 €.
Tulos aluksi on 312 000 € — 273 000 € =39 000 €.

Palkkakuluja on lopuksi 1,035 - 84 630 € = 87 592,05 €.
Kuluja on lopuksi 87 592,05 € + 188 370 € =275 962,05 €.
Liikevaihto on lopuksi 0,989 - 312 000 € = 308 568 €.
Tulos lopuksi on 308 568 € — 275 962,05 € = 32 605,95 €.

32 605,95 €
39000 €

100 % — 83,605 % = 16,395 % = 16,4 %.

=0,83605 = 83,605 %, joten tulos on pienentynyt

Vastaus: pienenee 16,4 %
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425A. a) Nimellispalkka tuli

450 €
2130 €
115,023... % — 100 % = 15,0234... % = 15,0 %.

=1,15023... -kertaiseksi, joten se nousi

Vastaus: 15,0 %

b) Tutkitaan, mikd vuoden 2010 palkka olisi ollut 2017, jos se olisi
noudattanut elinkustannusindeksid. Merkitdan indeksin mukaista
palkkaa kirjaimella x ja taulukoidaan tehtéivinannon tiedot.

Palkka (€) EKI (1951 = 100)
2130 1751
X 1927

Muodostetaan verranto ja ratkaistaan siitd indeksin mukainen palkka x.

2130 _ 1751
x 1927

1751x=2130-1927 |:1751
X =2344,094...

Palkka olisi ollut 2344,094... €, jos palkka olisi noudattanut
elinkustannusindeksid. Koska todellinen palkka oli 2450 €,
2450 €

reaalipalkka tuli W =1,04517... -kertaiseksi, eli se kasvoi

104,517... % — 100 % =4,517... % = 4,5 %.

Vastaus: 4,5 %
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426B. a) Kesdkuussa 2006 indeksin pisteluku oli 101,7 ja kesdkuussa 2010 se
oli 109,7.

109,7
101,7
kesdkuun 2006 indeksin pistelukuun verrattuna.

Kesédkuun 2010 indeksin pisteluku oli =1,07866... -kertainen

Kuluttajahinta oli noussut 107,866... % — 100 % = 7,866... % = 7,9 %.
Vastaus: 7,9 %

b) Vuokraa on korotettu viimeksi tammikuussa 2014 vastaamaan
joulukuun 2013 indeksid. Syyskuun 2011 indeksin pisteluku oli 114,2
ja joulukuun 2013 indeksin pisteluku oli 119,1.

Merkitédén vuokrasopimuksen solmimishetken vuokraa kirjaimella x.
Muodostetaan verranto ja ratkaistaan siitéd vuokrasopimuksen
solmimishetken vuokra x.

x 1142
542~ 119,1
119,1x=542-114,2  ||:119,1
x=519,701...
X~ 520

Vuokra vuokrasopimusta solmittaessa oli 520 €/kk.

Vastaus: 520 €/kk
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427B. Lasketaan taulukkolaskentaohjelmalla osakesalkun nykyinen arvo ja arvo

A

ostohetkella.

(€

E

H
Osakkeiden arvo (€)

1 JOsake O i It aara (kpl)  Nykyil kurssi (€) O iden arvo (€) Kurssin muutos Prosenttikerroin = Kurssi ostohetkelld (€)
2 |Nokia Corporation 250 3,98 =B2*C2 -39,24 =(100+E2)/100  =C2/F2 =B2*G2

3 | Fortum Corporation 100 17,85 =B3*C3 -5,8 =(100+E3)/100 =C3/F3 =B3*G3

4 |Kone Oyj 50 45,22 =B4*C4 14,8 =(100+E4)/100 =C4/F4 =B4*G4

5 |Finnair Oyj 200 10,74 =B5*C5 468,25 =(100+E5)/100  =C5/F5 =B5*G5

6 | Elisa Corporation A 100 31,91 =B6*C6 30,94 =(100+E6)/100  =C6/F6 =B6*G6
2 Summa =SUMMA(D2:D6) Summa =SUMMA(H2:H6)

4 A B I G D E F [ G H

1 |Osake Osakkeiden lukumaara (kpl) Nykyinen kurssi (€) Osakkeiden arvo (€) Kurssin muutos Prosenttikerroin Kurssi ostohetkelld (€) Osakkeiden arvo (€)
' 2 |Nokia Corporation 250 ,98 995 -39,24 0,6076 6,55 1637,59
. 3 |Fortum Corporation 100 17,85 1785 -5,80 0,942 18,95 1894,90
4 |Kone Oyj 50 45,22 2261 14,80 1,148 39,39 1969,51

5 |Finnair Oyj 200 10,74 2148 468,25 5,6825 1,89 378,00

6 |Elisa Corporation A 100 31,91 3191 30,94 1,3094 24,37 2436,99

7 Summa 10380 Summa 8317,00

Osakesalkun nykyarvo on 10380 € ja ostohetkelld arvo oli 8317 €.

10380 €
8317 €

24,804... % = 24,8 %.

Vastaus: noussut 24,8 %

=1,24804..., joten osakesalkun arvo on noussut

428B. a) Merkitddn vuotuista korkokerrointa kirjaimella g. Muodostetaan yhtilo
ja ratkaistaan siitd vuotuinen korkokerroin q.

10004° =1086,

g’ =1,08637

g =3/1,08637

g =1,02799...

37

| :1000

Nimellinen vuosikorkoprosentti oli 102,799... — 100 =2,799... = 2,8.

Vastaus: 2,8

b) Inflaation takia rahan arvo on laskenut. 1000 € vuonna 2010 vastaa
1,085 - 1000 € = 1085 € vuonna 2013.

Todellista korkoa talletukselle on kertynyt kolmessa vuodessa
1086,37 € — 1085 €= 1,37 €.

Vastaus: 1,37 euroa
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429B. a) Koska emissiokurssi on 113 %, sijoittaja maksaa obligaatiosta
1,13-10000 € =11 300 €.

Vastaus: 11 300 euroa

b) Takaisinmaksupdivén sijoittajalle maksetaan sijoitusobligaation
nimellisarvo ja 135 % tuotosta.

Jos osakekorin arvo nousee 30 %, osakekorin tuotto on
0,30 - 10 000 € = 3000 €. Sijoittajalle maksetaan
10 000 € + 1,35 - 3000 € = 14 050 €.

Myyntivoitto on 14 050 € — 11 300 € = 2750 €. Pddomatulovero on
30 %, joten veroa on maksettava 2750 € - 0,3 = 825 €.

Sijoittaja saa obligaatiosta takaisinmaksupdivana
14 050 € — 825 € =13 225 €.

Jos osakekori tuottaa tappiota, sijoittajalle maksetaan
takaisinmaksupéivénd obligaation nimellisarvo 10 000 €.

Vastaus: 13 225 euroa ja 10 000 euroa
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¢) Jos osakekorin arvo nousee 30 %, sijoittaja maksaa obligaatiosta
11 300 € ja saa siité takaisin 13 225 €. Merkitdén keskiméadréisté
vuosittaista korkokerrointa kirjaimella g ja ratkaistaan se yhtélon
avulla.

11300¢° =13225  |:11300
., 13225
7 =11300
13225
q: 3
11300
g =1,05383...

Koska korkokerroin on 1,05383..., sijoituksen vuosituotto on
105,383... % — 100 % = 5,383... % = 5,4 %.

Jos osakekori tuottaa tappiota, sijoittaja maksaa obligaatiosta 11 300 €

ja saa siité takaisin 10 000 €. Merkitddn keskimaardistd vuosittaista
korkokerrointa kirjaimella ¢ ja ratkaistaan se yhtédlon avulla.

11300¢° =10000  |:11300

. 10000
7 711300
10000
q: 3
11300
¢ =0,96007...

Koska korkokerroin on 0,96007..., sijoituksen vuosituotto on
96,007... % — 100 % =—3,992... % =~ —4,0 %.

Vastaus: 5,4 % ja —4,0 %
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430B. a) Piirretdian viivakaavio.

Vastaus:
arvo (€)

20,00

18,00

16,00

14,00

12,00

10,00

8,00

6,00

4,00

2,00

0,00 T T

SR

b) Lasketaan taulukkolaskentaohjelmalla rahasto-osuuksien méaéarét

RN SR R U

——
s N ordea African Equity
Fund
== N ordea G lobal Stable
Equity Fund
R A A
AY A

”:"h- - L S

jakamalla 75 € yhden rahasto-osuuden hinnalla.

4 A B G [D] E F [
1 Péiva Nordea African Equity Fund Rahasto-osuuksien maara (kpl) Nordea Global Stable Equity Fund Rahasto-osuuksien maara (kpl)
2 3.1 12,06 6,2189 16,19 4,6325
3 1.2. 11,96 6,2709 16,27 4,6097
4 1.3. 12,30 6,0976 16,29 4,6041
5 3.4. 11,86 6,3238 16,84 4,4537
6 2.5. 11,79 6,3613 16,89 4,4405
7 16. 11,50 6,5217 17,23 4,3529
8 3.7. 11,38 6,5905 17,16 4,3706
9 1.8. 11,34 6,6138 17,13 4,3783

10 1.9. 11,63 6,4488 16,96 4,4222
11 2.10. 11,41 6,5732 17,13 4,3783
12 2.11. 11,78 6,3667 17,13 4,3783
13 1.12. 11,90 6,3025 17,60 4,2614
14 Yhteensi 76,6897 Yhteensd 53,2823

Mohammed sai Nordea African Equity Fund -rahasto-osuuksia
76,6897 ja Nordea Global Stable Equity Fund -rahasto-osuuksia

53,2823.

Vastaus: 76,6897 ja 53,2823
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¢) Mohammed sai myyntihetkelld Nordea African Equity Fund -
rahastosta
76,6897 - 13,14 € =1007,7032... € = 1007,70 € ja Nordea Global
Stable Equity Fund-rahastosta
53,2823 - 18,15 € =967,074... €= 967,07 €.

Rahastoista saadut myyntivoitot olivat
1007,70 € —12 - 75€=107,70 € ja
967,07 € — 12 - 75 € = 67,07 €. Myyntivoitto yhteensa oli 174,77 €.

Myyntivoitosta peritddn paddomatuloveroa 30 %, joten sijoituksien
tuotto oli

0,7-174,777€=122,339€=122,34 €

Vastaus: 122,34 euroa
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431B. a) Lasketaan taulukkolaskentaohjelmalla palvelun kuukausimaksut ja
niiden summa.

- A [ B [ G | D

1 | Maksupdivd Dollarin kurssi 1 dollarin arvo euroina = Laskun hinta euroina
[~ EXR 1,0465 =1/82 =C2*4000
Bl 12 1,079 =1/83 =C3*4000
T4 | 13 1,0533 =1/B4 =C4*4000
5 | 34 1,0661 =1/B5 =C5*4000
"6 | 15 1,0899 =1/B6 =C6*4000
7| 16 1,1219 =1/87 =C7*4000
"8 | 137 1,1369 =1/88 =C8*4000
"9 | 18 1,1812 =1/B9 =C9*4000
10| 19 1,192 =1/B10 =C10*4000
“11 | 2100 1,1744 =1/B11 =C11*4000
12 | 111, 1,1612 =1/B12 =C12*4000
13 | 112, 1,1885 =1/B13 =C13*4000
14 | Summa =SUMMA(D2:D13)

P A [ B [ @ [ D

1 |Maksupdiva Dollarin kurssi 1 dollarin arvo euroina Laskun hinta euroina

2 2.1 1,0465 0,9556 3822,26
3| 12 1,0790 0,9268 3707,14
T4 | 13 1,0533 0,9494 3797,59
5 | 34 1,0661 0,9380 3751,99
"6 | 15 1,0899 0,9175 3670,06
7 | 16 1,1219 0,8913 3565,38
8 | 137 1,1369 0,8796 3518,34
"9 | 18 1,1812 0,8466 3386,39
10 | 19 1,1920 0,8389 3355,70
‘11| 2.10. 1,1744 0,8515 3405,99
12 | 111, 1,1612 0,8612 3444,71
13 | 112 1,1885 0,8414 3365,59
14| Summa 42791,15

Yritys maksoi palvelusta vuoden aikana 42 791,15 €.
Vastaus: 42 791,15 euroa

42 791,15 €

= 252...,] jetti
44000 € 0,97252..., joten budjetti

b) Palvelun lopullinen hinta oli

alittui
100 % —97,252... % =2,747... % = 2,7 %

Vastaus: alittui 2,7 prosentilla



Huippu Kertaus ¢ Tehtévien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

432B. Lasketaan dollarin arvo euroina 11.1.1999.
1 EUR =1,1569 USD [ :1,1569
1

L1569 EUR =1USD

1 USD =0,864378...EUR
1 USD=0,86438 EUR

Lasketaan jenin arvo euroina 11.1.1999.
1 EUR =126,33 JPY | :126,33
1

126.33 EUR =1JPY

1 JPY =0,00791577...EUR
1 JPY =0,0079158 EUR

Lasketaan dollarin arvo euroina 12.7.1999.
1EUR =1,0124 USD  |:1,0124
1

10124 EUR =1 USD

1 USD =0,987751...EUR
1 USD = 0,98775EUR

Lasketaan jenin arvo euroina 12.7.1999.
1 EUR =123,82 JPY [ :123,82
1

123.82 EUR =1JPY

1 JPY =0,00807623... EUR
1 JPY = 0,0080762 EUR

Lasketaan dollarin kurssin muutos.
0,98775...

0,86437...
Dollarin kurssi vahvistui 114,27...% — 100 % = 14,27...% ~ 14,3 %

=1,1427...

Lasketaan jenin kurssin muutos.
0,0080762...
0,0079157...

Jenin kurssi vahvistui 102,027...% — 100 % =2,027...% = 2,0 %

=1,02027...

Vastaus: 11.1.1999: 1 USD = 0,86438 EUR, 1 JPY = 0,0079158 EUR,
12.7.1999: 1 USD =0,98775 EUR, 1 JPY = 0,0080762 EUR, USD:n
kurssi vahvistui 14,3 % ja JPY:n kurssi vahvistui 2,0 % euroon néhden.
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433B. Ennen 1.1.2005 ldhdevero oli 29 %, joten nettokorkokanta oli silloin
0,71 - 1,5 % = 1,065 % ja korkokerroin ¢; = 1,01065. 1.1.2005 jilkeen
lahdevero oli 28 %, joten nettokorkokanta silloin oli 0,72 - 1,5 % = 1,08 %
ja korkokerroin ¢> = 1,0108.

Liisan talletus 1.1.2005 oli 1,01065* - 1000 € ja kaksi vuotta myhemmin
1,0108% - 1,01065° - 1000 € = 1054,709... € = 1054,71 €.

Vuoden 2002 alussa elinkustannusindeksin pisteluku oli 1548 ja viisi
vuotta myohemmin 1632.

Lasketaan vuoden 2002 alun 1000 euron arvo viisi vuotta myShemmin.

1000 _ 1548
X 1632
1548x=1000-1632 ||:1548
x=1054,263...
. 1054,709...€ .
Talletuksen todellinen arvo on m =1,0004228... -kertainen

verrattuna reaaliarvoon. Todellinen korko kolmen vuoden aikana on
100,04228... % — 100 % = 0,04228... % ~ 0,0423 %.

Vastaus: 1054,71 euroa, 0,0423 %
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434B. Merkitddn Eemelin saamaa verotonta hintaa kirjaimella x. Muodostetaan
yhtdlo ja ratkaistaan siitd veroton hinta x.

1,10x = 800 1:1,10
x=727.272...
X= 727,27

Eemeli tilitti valtiolle arvonlisdveroa 800 € — 727,27 € = 72,73 €.

Merkitdan taidegallerian saamaa verotonta hintaa kirjaimella y.
Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan siitd veroton hinta y.

1,24y=1500 || : 1,24
y=1209,677...
y =~ 1209,68

Arvonlisdveroa valtiolle tilittessddn taidegalleria saa vihentdd Eemelin
tilittdmén arvonlisdveron. Taidegalleria tilittdd siis arvonlisdveroa valtiolle

1500 € — 1209,68 € — 72,73 € =217,59 €.

Vastaus: 72,73 euroa ja 217,59 euroa
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435A. Koska Turkin liira devalvoituu tai revalvoituu, lasketaan yhden Turkin
liiran kurssi euroissa alkutilanteessa.

1EUR =4,6557TRY | :4,6557
0,21479...EUR =1 TRY
1 TRY =0,21479... EUR

a) Koska Turkin liira devalvoituu 6,2 % euroon ndhden, yhdelld Turkin
liiralla saa 6,2 % vdhemmaén euroja.

1TRY =0,938-0,21479... EUR
1TRY =0,20147... EUR

Lasketaan uusi Turkin liiran kurssi.
1TRY =0,20147... EUR [:0,20147...

4,96343... TRY =1 EUR
1 EUR =4,96343... TRY

Uusi Turkin liiran kurssi on 4,96343... = 4,9634.
Vastaus: 4,9634

b) Koska Turkin liira revalvoituu 6,2 % euroon nidhden, yhdelld Turkin
liiralla saa 6,2 % enemmain euroja.

1TRY =1,062-0,21479... EUR
1TRY =0,22810... EUR

Lasketaan uusi Turkin liiran kurssi.
1TRY =0,22810...EUR  |:0,22810...

4,38389... TRY =1 EUR
1 EUR =4,38389...TRY

Uusi Turkin liiran kurssi on 4,38389... = 4,3839.

Vastaus: 4,3839
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SYVENNA YMMARRYSTA

436B. Tiaydennetdin taulukkoon tuotteiden hinnat, kun alkuperdisen ruokakorin

hinta on a.
Tuote Osuus Tuotteen alkuperdinen Hinnanmuutos Tuotteen uusi hinta
korissa hinta
A 35% 0,35a +2,0 % 1,02 - 0,35a¢ = 0,357a
B 25 % 0,25a -1,0% 0,99 - 0,25a = 0,2475a
C 20 % 0,20a +4,4 % 1,044 - 0,20a = 0,2088a
D 14 % 0,14a -5,8 % 0,942 - 0,14a = 0,13188a
E 6 % 0,064 +6,2 % 1,062 - 0,06a = 0,06372a
Yhteensi: a 1,0089a

Korin uusi hinta on 100,89 % vanhasta hinnasta, joten ruokakorin hinta
on noussut 100,89 % — 100 % = 0,89 %.

Vastaus: nousi 0,89 %

437B. a) Padomatulo on x. Pddomatulovero on 40 000 euron tuloihin saakka
30 % ja euroina 0,3x. Pddomatulovero on 40 000 euron tuloista

0,3 -40 000 € =12 000 €.
Yli 40 000 euron menevi piadomatulo on x — 40 000 ja siitd maksettava
padomatulovero on 0,32(x — 40 000). Pddomatuloveron ilmaiseva
funktio, kun pa&domatulo x on yli 40 000 euroa vuodessa, on

f6x) = 12 000 + 0,32(x — 40 000) = 0,32x — 800.

Vastaus: f{x) = 0,32x — 800, kun x > 40 000 euroa

b) Koska tulot ylittavat 40 000 euroa, voidaan kiyttda a-kohdan funktiota.
Sijoitetaan x = 41 700,23 funktioon f.

f(41700,23) =12 000 + 0,32(41 700,23 — 40 000)

=12 544,0736 = 12 544,07
Veron mééird on 12 544,07 €.

Vastaus: 12 544,07 euroa




Huippu Kertaus ¢ Tehtévien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

¢) Osingon maérd on 41 700,23 € ja siitd veronalainen mééra on
0,85 - 41 700,23 € = 35 445,195...€ = 35 445,20 €. Koska
veronalainen mééra on alle 40 000 €, on veroprosentti 30 ja veron
maédri euroina 0,30 - 35 455,20 = 10 633,558...~ 10 633,56. Veron
10633,56 €

41700,23€ 0,2550..., joka on prosentteina

osuus osinkotuloista on
25,50...% =~ 25,5 %.
Vastaus: 25,5 %

438B. a) Merkitddn osakkeiden arvoa alussa kirjaimella a. Osakkeiden arvo
putosi 20 % ja nousi sen jédlkeen 7,0 %. Osakkeiden arvo vuoden
lopussa oli 1,07 - 0,80a = 0,856a. Osakkeen arvo aleni vuoden alusta
vuoden loppuun mennessd 100 % — 85,6 % = 14,4 %.

Vastaus: oli alentunut 14,4 %

b) Koska osakkeiden arvo putosi 14,4 %, oli menetys 0,144aq.
Muodostetaan menetyksen avulla yhtilo ja ratkaistaan siitd ostohinta a.

0,144a =900 |:0,144
a=6250

Osakkeiden ostohinta oli 6250 €.
Vastaus: 6250 euroa

¢) Osakkeiden arvo oli vuoden lopussa 0,856a. Merkitddn nousukerrointa
kirjaimella g. Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan siité g.

q-0,856a=a ||:0,856a
q=1,1682...

Osakkeiden olisi tullut nousta
116,82...% — 100 % =16,82...% = 16,8 %.

Vastaus: 16,8 %
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439B. Koska euro revalvoitui 3,1 % rupiaan ndhden, on Intian rupian uusi kurssi
1,031 - 76,6550 = 79,031305.

Intiasta tehtyjen hankintojen hinta oli alun perin euroina
2000000

76.6550 =26090,926...~26090,93.

Revalvoitumisen jélkeen lasku oli euroina

2
_2000000 =25306,427...~ 25306,43. Lasku oli pienentynyt
79,031305

26 090,93 € — 25 306,43 € = 784,50 €.
Euro devalvoitui 3,2 % Norjan kruunuun nihden, joten Norjan kruunun
uusi kurssi on

0,968 - 9,8753 = 9,5592904.

Norjan saamiset olivat alun perin euroina

—195222;) =15189,411...~15189,41. Devalvoitumisen jalkeen saamiset
. . 150000 _ .
olivat euroina 0.550204 15691,541...~15541,54. Saamiset olivat

kasvaneet 15 691,54 € — 15 189,41 € = 502,13 €. Yritys hyotyi
kurssimuutoksista 784,50 € + 502,13 € = 1286,63 €.

Vastaus: hyotyi 1286,63 euroa
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440B. Osakkeet maksavat ostovaiheessa 300 - 34,90 € = 10 470 € ilman
kaupankadyntipalkkiota. Kaupankayntipalkkio on 0,8 %, joten palkkion
kanssa ostokuluiksi tulee 1,008 - 10 470 € = 10 553,76 €.

Jotta Emma saisi nettotuottoa 4,0 % vuosittain, hénen pitéisi kolmen
vuoden kuluttua osakkeet myydessédin saada rahaa
1,04° - 10 553,76 € = 11 871,544... € eli vihintiin 11 871,55 €.

Myyntivoiton kulujen ja verojen jilkeen pitéisi siis olla
11 871,55 € —10 553,76 €=1317,79 €.

Myyntivoitosta maksetaan veroa 30 %. Loput 70 % jai kiteen. Kun
myyntivoittoa ennen veroja merkitéédn kirjaimella x, myyntivoitto on
verojen maksun jdlkeen 0,7x. Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan siitd
myyntivoitto ennen verojen maksua.

0,7x=1317,79  |:0,7
x=1882,557...

Myyntivoiton ennen verojen maksua pitdisi olla
1882,557... €= 1882,56 €.

Emman pitiisi siis saada osakkeista myyntivaiheessa
10 553,76 € + 1882,56 € = 12 436,32 €, kun kaupankéyntipalkkiota ei
oteta huomioon.

Kaupankéyntipalkkio on 0,8 %, joten Emman saama rahamiéra on 99,2 %
osakkeiden arvosta. Merkitddn osakkeiden arvoa myyntivaiheessa
kirjaimella y ja ratkaistaan arvo yhtdlon avulla.

0,992x =12436,32 [ :0,992
x=12536,612...

Osakkeiden arvon on myyntivaiheessa oltava véhintdén 12 536,62 €.

Osakkeen kurssin on siis oltava myyntivaiheessa

12536,62 € N
g S 4LT88. €~ 4LTIE.
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Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan siitd nousua vastaava
prosenttikerroin g.

34,90q° = 41,79 | :34,90
g =1,197...
q=*3M1,197...
q=1,0618...

Osakkeen arvon pitdisi vuosittain nousta 6,18... % = 6,2 %.

Vastaus: 41,79 €; 6,2 %
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441B. a) Jakamalla kunkin vuoden rahanarvonkerroin edeltivan vuoden
kertoimella saadaan rahan ostovoiman kerroin. Hintatason
muutoskerroin saadaan laskemalla rahan ostovoiman kertoimen

kaanteisluku.
2002 1,2235
2003 1,2129 =H27/H26 =1/127
2004 1,2106 =H28/H27 =1/128
2005 1,2003 =H29/H28 =1/129
2006 1,1795 =H30/H29 =1/130
2007 1,1506 =H31/H30 =1/131
2008 1,1057 =H32/H31 =1/132
2009 1,1056 =H33/H32 =1/133
2010 1,0923 =H34/H33 =1/134
2011 1,0557 =H35/H34 =1/135
2012 1,0269 =H36/H35 =1/136
2013 1,0119 =H37/H36 =1/137
2014 1,0015 =H38/H37 =1/138
2015 1,0036 =H39/H38 =1/139
2016 1 =H40/H39 =1/140
2002 1,2235
2003 1,2129 0,99134 1,008739
2004 1,2106 0,99810 1,0019
2005 1,2003 0,99149 1,008581
2006 1,1795 0,98267 1,017635
2007 1,1506 0,97550 1,025117
2008 1,1057 0,96098 1,040608
2009 1,1056 0,99991 1,00009
2010 1,0923 0,98797 1,012176
2011 1,0557 0,96649 1,034669
2012 1,0269 0,97272 1,028046
2013 1,0119 0,98539 1,014824
2014 1,0015 0,98972 1,010384
2015 1,0036 1,00210 0,997908
2016 1 0,99641 1,0036

Taulukosta havaitaan, ettd suurin hintatason nousukerroin oli 1,040...
vuodesta 2007 vuoteen 2008. Inflaatio eteni siis nopeimmin vuonna
2008.

Vastaus: Vuonna 2008
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b) Taulukosta havaitaan, ettd vuoden 2015 hintataso oli 99,790...%
vuoden 2014 hintatasosta, joten vuonna 2015 deflaatio oli
100 % — 99,790...% =0,21...% = 0,2 %.

2002 1,2235

2003 1,2129 0,99134 1,008739
2004 1,2106 0,99810 1,0019
2005 1,2003 0,99149 1,008581
2006 1,1795 0,98267 1,017635
2007 1,1506 0,97550 1,025117
2008 1,1057 0,96098 1,040608
2009 1,1056 0,99991 1,00009
2010 1,0923 0,98797 1,012176
2011 1,0557 0,96649 1,034669
2012 1,0269 0,97272 1,028046
2013 1,0119 0,98539 1,014824
2014 1,0015 0,98972 1,010384
2015 1,0036 1,00210 0,997908
2016 1 0,99641 1,0036

Vastaus: Tapahtui vuonna 2015, 0,2 %.
¢) Taulukon avulla ei voida selvittdd vuosien 2001 ja 2002 valista
hintatason muutosta, koska vuonna 2002 siirryttiin markoista euroihin

ja tarvittaisiin markan ja euron vélinen kurssi.

2001 0,209
2002 1,2235

Vastaus: Ei voida, koska tarvittaisiin markan ja euron vélinen kurssi.
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442B. a) Jotta voidaan verrata ansiotulokehitystd vuodesta 2012 vuoteen 2016,
on vuoden 2016 indeksin pisteluvut muutettava niin, ettd
perusvuodeksi tulee sama kuin muiden vuosien indekseissa eli vuosi
2010. Vuoden 2016 indeksin pisteluku ilmaisee kuinka monta
prosenttia vuoden 2016 pisteluku on vuoden 2015 pisteluvusta.
Kertomalla prosenttilukua vastaavalla prosenttikertoimella kunkin
toimialan vuoden 2015 pisteluku saadaan vuoden 2016 indeksi
perusvuotena 2010.

A B (€ D
1 Ansiotasoindeksi
2 2016 2015
3 Toimiala
4 |A Maa- ja metsitalous |100,1 |111 |=B4/100*C4
5 Tuntipalkkaiset 97,7 110,4 =B5/100*C5
6 Kuukausipalkkaiset 100,9 112 =B6/100*C6
7 |CTeollisuus 99,8 1441, =B7/100*C7
Ansiotasoindeksi
2016 2015 2016 (2010=100) 2012 Vuosien 2016 ja 2012 pistelukujen suhde
Toimiala
A Maa- ja metsatalous 100,1 111 1111 106,3 1,0453
Tuntipalkkaiset 97,7 1104 1079 1053  1,0243
Kuukausipalkkaiset 100,9 112 113,0 108,1 1,0454
C Teollisuus 99,8 111 110,8 1047 1,0581
Tuntipalkkaiset 1005  109,7 1102 1058  1,0420
Kuukausipalkkaiset 99,3 112,1 111,3 103,8 1,0724
10-11 Elintarviketeollisuus 100,2 110,1 110,3 105 1,0507
Tuntipalkkaiset 101,4 1089 1104 1056  1,0457
Kuukausipalkkaiset 99,6 110,9 110,5 104,5 1,0570
13-15 Tekstiili- ja vaatetusteollisu 103 113,2 116,6 106 1,1000
Tuntipalkkaiset 101,7 110,4 112,3 106 1,0592
Kuukausipalkkaiset 103,9 117 121,6 106 1,1468
1A Sahateallicinic 1nn 1 1145 114 A MnAR4A 10777

Taulukosta havaitaan, ettd sddnnollisen tydajan keskiansioiden kehitys
oli suurinta vuodesta 2012 vuoteen 2016 Tekstiili- ja
vaatetusteollisuuden kuukausipalkkaisilla tyontekijoilla.

Vastaus: tekstiili- ja vaatetusteollisuuden kuukausipalkkaisilla
tyontekijoilla
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Jdo | u|h w2

b) Reaalinen ansiotasoindeksi saadaan jakamalla ansiotasoindeksin
pisteluku hintatason muutoskertoimella. Hintatason muutoskerroin
saadaan jakamalla vuoden 2016 kuluttajahintaindeksin pisteluku

vuoden 2012 pisteluvulla.

A B

Ansiotasoindeksi

2016 2015
Toimiala
A Maa- ja metsatalous 100,1 111
Tuntipalkkaiset 97,7 110,4
Kuukausipalkkaiset 100,9 112
ok SUNTH ano 41a
Maa- ja metsatalous, tuntipa 97,7
28-30 Kone- ja kulkun.tp. 100
L Kiinteistéalan toiminta 101,7

D

E

2016 (2010=100) 2012

=B4/100*C4
=B5/100*C5
=B6/100*C6

—p7/1nn%rT

110,4
107,7
106

106,3
105,3
108,1

ana

107,9
107,7
107,8

F G

Vuosien 2016 ja 201z Reaaliansiotason mu

=D4/E4 =F4/(109,2/106,3)
=D5/E5 =F5/(109,2/106,3)
=D6/E6 =F6/(109,2/106,3)

—n7/c7 —c7 /10 A iang o\

1053  1,0243 0,997116
106,1  1,0151 0,988123
1052  1,0247 0,99752

Taulukosta havaitaan, ettd kolmella toimialalla reaalinen ansiotaso on
laskenut: maa- ja metsédtalouden tuntipalkkaisilla, kone- ja
kulkuneuvojen valmistuksessa seka kiinteistdalan toiminnassa.

Vastaus: maa- ja metsidtalouden tuntipalkkaisilla, kone- ja
kulkuneuvojen valmistuksessa seki kiinteistdalan toiminnassa
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443A. Merkitiédn alkuperdisid hankintakustannuksia kirjaimella a. Voiton tulee
olla tistd 10 % eli 0,1a. Alkuperdinen myyntihinta on silloin 1,1a.
Taulukoidaan hankintakustannukset alussa ja lopussa.

Alussa Lopussa

Kotimaassa 0,2a 0,66 - 0,20a

Ulkomailla | 0,80a | 1,25-0,80a
Yhteensi a 1,132a

Koska tavaramaarastd oli ehditty myyda % =0,25 alkuperéiselld

hinnalla 1,14, on rahaa saatu 0,25 - 1,1a.

Merkitdan tarvittavaa hinnan korotuskerrointa kirjaimella g. Téalldin
loppueréstd saatava rahaméard on g - 0,75 - 1,1a.

Kun saaduista ja saatavista rahamééristd vihennetéén
hankintakustannukset, saadaan voitto, jonka on oltava 0,1a.
Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan siitéd g.

1,1-0,25a+¢-1,1-0,75a-1,132a =0,la
-0,857a+0,825ag=0,1a  |:a
0,857 +0,825¢=0,1
0,825¢=0,957 :0,825
q=116

Hinnan korotuskerroin on 1,16, joten hintaa on nostettava 16 %.

Vastaus: 16 %
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11 MATEMAATTINEN ANALYYSI

444A. a) Funktion arvot ovat positiivisia silloin, kun kuvaaja on x-akselin
ylapuolella. Kuvan perusteella funktion f* arvot ovat positiivisia, kun
x<O0taix>1.

Vastaus: x <O taix > 1

b) Epayhtilon f(x) < 0 ratkaisu tarkoittaa, ettd etsitdén ne muuttujan x
arvot, joilla funktion /" arvot ovat pienempié kuin 0, eli negatiivisia.
Funktion arvot ovat negatiivisia silloin, kun kuvaaja on x-akselin
alapuolella. Kuvan perusteella funktion f* arvot ovat negatiivisia,
kun 0 <x < 1.

Vastaus: 0 <x <1
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445B. a) Ratkaistaan epayhtélo —3x + 12 < 0. Merkitdén epayhtilon vasen puoli
funktioksi f(x) = —3x + 12 ja ratkaistaan sen nollakohdat yhtélosta

£(x) =0.
—3x+12=0

“B3x=-12  [:(-3)
x=4

Laaditaan merkkikaavio. Valitaan arvot nollakohdan rajaamilta
lukusuoran vileiltd ja lasketaan funktion f arvot niissé.

£(0)=-3-0+12=12>0
f(5)=-3-5+12=-3<0

4
iix) + | -

Merkkikaaviosta ndhdédn, ettd funktion f arvo on negatiivinen, kun
x > 4. Epayhtdlon —3x + 12 < 0 ratkaisu on siis x > 4.

Tarkistetaan ratkaisu ohjelmalla.

» CAS X

-3x+12<0
Ratkaise: {x > 4}

il

Vastaus: x >4
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b) Ratkaistaan epiyhtild —x* + x + 6 > 0. Merkitiin epdyhtilon vasen
puoli funktioksi f(x) = —x* + x + 6 ja ratkaistaan sen nollakohdat
yhtélosté f(x) = 0.

Sijoitetaan kertoimet a =—1, b =1 ja ¢ = 6 toisen asteen yhtdlon
ratkaisukaavaan.

x:—bi\/bz—4ac

2a

_—1i«/12—4-(—1)-6
- 2-(-1)
_—1+25
X=—

-2
_—-1+5

-2
_-1+5_ 4 . _-1-5_-6_
xX= S =5 2 tai x= =) —_2—3

Laaditaan merkkikaavio. Valitaan arvot nollakohtien rajaamilta
lukusuoran vileiltd ja lasketaan funktion f arvot niissé.

J(3)==(3)+(3) +6=-6<0
f(0)=—-0*+0+6=6>0
@ =-4+4+6=-6<0

-2 3
() - + | -

Merkkikaaviosta ndhdéén, ettd funktion f arvo on positiivinen, kun
—2 <x < 3. Epiyhtilén —x* + x + 6 > 0 ratkaisu on siis —2 <x < 3.

Tarkistetaan ratkaisu ohjelmalla.

» CAS X

-XA2+x+6=0

Ratkaise: {—2 <x < 3}

il

Vastaus: 2<x<3
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446A. a) Derivoidaan lauseke 2x + 1.
DR2x+1)=2

Vastaus: 2

b) Derivoidaan lauseke %xz —X.

1o -1, -,
D(zx x)—22x1xl

Vastaus: x — 1

¢) Derivoidaan lauseke x* — 4x* + 12x — 14.
D —4x® + 12x — 14) =3x" =4 - 2x + 12 =3x" — 8x + 12
Vastaus: 3x* — 8x + 12

d) Sievennetiin lauseke x — (x* + 3).
x—(*+3)=x—x*-3=-x*+x-3
Derivoidaan lauseke —x* + x — 3.
D(—x*+x—-3)=—2x+1

Vastaus: —2x + 1
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447A. a) Sievennetiin lauseke 2(x° + 4x — 2).
20 +4x—2)=2x+8x—4

Derivoidaan lauseke 2x> + 8x — 4.
DX’ +8x—4)=2-3x+8=6x>+8

Vastaus: 6x” + 8
b) Sievennetdin lauseke 3x(2x* — 3x +5).
3x(2x* — 3x +5) = 6x° — 9x* + 15x

Derivoidaan lauseke 6x° — 9x + 15x.
D(6x —9x* +15x)=6-3x*—9 - 2x + 15=18x* — 18x + 15

Vastaus: 18x* — 18x + 15
¢) Sievennetdén lauseke (x — 1)(3x + 2).
x—DBx+2)=x-3x+x-2—-1-3x—1-2
=3x*+2x—3x—-2

=3 —x-2

Derivoidaan lauseke 3x> — x — 2.
DG3xX*—x—2)=6x—1

Vastaus: 6x — 1
d) Sievennetiin lauseke (x* + 5x)(4x — 3).
(7 +5x)(4x —3)=x" - dx +x* - (=3) + 5x - 4x + 5x - (-3)
= 4x° — 3x% + 20x* — 15x

=4x> + 17x* — 15x

Derivoidaan lauseke 4x> + 17x* — 15x.
D@ + 17 — 15x) =4 - 32+ 17 - 2x — 15 = 1222 + 34x — 15

Vastaus: 12x* + 34x — 15
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448A. a) Sievennetiin lauseke %(3x2 +9x + 12).

L3y N P S D S P S
(307 +9x+12) = 2367 + 2 9x+ 3+ 12=x" + 31+ 4

Derivoidaan lauseke x> + 3x + 4.
D*+3x+4)=2x+3

Vastaus: 2x + 3

2

1
x—_

2

b) Sievennetdén lauseke

2] 2 2 2
—e2 1 1.1
=X 2)C 2x+4
_2_ .1
=X x+4

. 1
Derivoidaan lauseke x* —x + T

D(xz—x+% =2x—1

Vastaus: 2x — 1

¢) Sievennetdin lauseke >

(%x+3)(2x—2)=%x-2x+%x-(—2)+3-2x+3-(—2)

lx+3)(2x—2).

=x’—x+6x-6
=x"+5x-6

Derivoidaan lauseke x> + 5x — 6.
Dx*+5x—6)=2x+5

Vastaus: 2x + 5
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449B. a) Derivoidaan funktio f/(x) = x° — 3x* + 5x* —x + 11.
i) =5x"—12+ 10x— 1

Lasketaan derivaatan arvo, kun x = 1.
f(=5-1"-12-1°+10-1-1=5-12+10—-1=2

Tarkistetaan ratkaisu ohjelmalla.

» CAS b
f(x):=XA5-3xA4+5xA2-x+11

1
L —of(x)::x5—3x4+5x2—x+11

2 f'(x)
- 5x*—12x*+10x—1
3 | f

- 2

Vastaus: /'(x) = 5x* — 12 + 10x — 1, /(1) =2

b) Derivoidaan funktio g(x)= %xé —%x3 —%xz +1.
(=L 65 —2.3¢2_ 1. W2
g(x)—6 6x 3 3x > 2x+0=x"-2x"—x

Lasketaan derivaatan arvo, kun x = 1.
gy=1"-2-1>’-1=1-2-1==2

Tarkistetaan ratkaisu ohjelmalla.

» CAS Y
g(x):=1/6XxA6-2/3xA3-1/2xA2+1
1 2 1
® *g(x)3:6X6*§X3f§xz+1
2 g'(x)

- x> —2x2—x

3 g'(1)
o -2

Vastaus: g'(x) =x° — 2x* —x, g'(1) = 2
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¢) Sievennetiin funktion 4(x) = (2x — 3)* lauseke.

h(x)=(2x—3)*> =(2x —3)(2x — 3)
=2x-2x+2x-(-3)-3-2x—-3-(3)
=4x* —6x —6x +9
=4x* — 12x +9

Derivoidaan funktio 4(x) = 4x* — 12x + 9.

Hx)=4-2x—12-1+0=8x—12

Lasketaan derivaatan arvo, kun x = 1.

A(1)=8-1-12=8-12=—4

Tarkistetaan ratkaisu ohjelmalla.

» CAS L
h(x):=(2x-3)A2

1
® |- h(x):= (2x—3)?

2 h'(x)

- 8x—12
3 | @

- -4

Vastaus: A'(x) =8x— 12, (1) =—4
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d) Sievennetdan funktion i(¢) =

4 2
u lauseke.

4 2 4 2
i(x)=2x —23x 22)2 —3%=2x2—3
x x x

Derivoidaan funktio i(x) = 2x* — 3.
i'x)=4x—-0=4x

Lasketaan derivaatan arvo, kun x = 1.
i'l)y=4-1=4

Tarkistetaan ratkaisu ohjelmalla.

» CAS by
i(X):=(2XA4-3xA2)/xA2

il
® |- ix):=2x2-3

%) i'"(x)
- 4x

3 i"(1)
- 4

Vastaus: i '(x) =4x,i'(1)=4
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450A. Ratkaistaan ensimmaisen asteen epayhtdlo 4x + 17 > 2 — x. Siirretddn
kaikki termit epéyhtélomerkin vasemmalle puolelle.

4x+17>2—x
S5x+15>0

Merkitddn epayhtdlon vasen puoli funktioksi f(x) = 5x + 15 ja ratkaistaan
sen nollakohdat yhtdlosta f(x) = 0.

5x+15=0
S5x=-15 |:5
x=-3

Laaditaan merkkikaavio. Valitaan arvot nollakohdan rajaamilta
lukusuoran vileilté ja lasketaan funktion f* arvot niissi.

f(4)=5-(-4)+15=-5<0
f(0)=5-0+15=15>0

-3

fo) — [+

Merkkikaaviosta ndhdéén, ettd funktion f arvo on positiivinen, kun
x > —3. Koska funktio f on saatu muokkaamalla alkuperdisté epayhtdloa,
niin myds epayhtélon 4x + 17 > 2 — x ratkaisu on x > —3.

Vastaus: x > —3
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451A.

a) Funktion nollakohdat ovat kuvaajan ja x-akselin leikkauspisteiden x-
koordinaatit.
Kuvion perusteella funktion nollakohdat ovat x ~ -2, x = 0,5 ja x = 2,8.
Vastaus: x = -2, x~0,5jax~=2.,8

b) Derivaatan nollakohtaan piirretty tangentti on vaakasuora. Kuvion
perusteella kohtiin x = —1 ja x = 2 voidaan piirtdd vaakasuoran
tangentit.
Vastaus: x ~—1 jax~2

¢) Kuvion perusteella funktion suurin arvo vililld [-2, 3] on noin 5.
Vastaus: n. 5

d) Kuvion perusteella funktion pienin arvo vélilld [-2, 3] on noin —5.
Vastaus: n. =5

e) Funktio on kasvava, kun muuttujan arvon kasvaessa funktion arvot
kasvavat. Kuvion perusteella funktio on kasvava likimain, kun
—2<x=<-1ja2<x<3
Vastaus: likimain, kun 2 <x<-1ja2<x<3

f) Funktio on vdhenevi, kun muuttujan arvojen kasvaessa funktion arvot
pienenevit. Kuvion perusteella funktio on vidhenevé likimain, kun

—1<x<2.

Vastaus: likimain, kun —1 <x <2



Huippu Kertaus ¢ Tehtévien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

452B. a) Sievennetiin funktion f(x) = (x + 2)(x* — 4) lauseke.

S =@E+2)(*—4)
=x-xX’+x-(4)+2-xX+2-(-4)
=x—4x +2x*— 8
=x’+2x—4x—8

Derivoidaan funktio f(x) = x> + 2x* — 4x — 8.

Flx) =32 +4x—4

Tarkistetaan ratkaisu ohjelmalla.

» CAS b
f(X):=(x+2)(xA2-4)

1
® |- f(x):= (x+2) (x*—4)

fi(x)
- 3x+4x—4

Vastaus: f(x) = 3x* + 4x — 4

b) Lasketaan f(0).
f(0)=0+2-0"—4-0—-8=-38

Lasketaan £(0).
fix)=3-0"+4-0-4=-4

Tarkistetaan ratkaisu ohjelmalla.

3 | fO
-~ —8

4 | FO
-~ —4

Vastaus: f(0) =8, f'(0)=—4
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¢) Lasketaan derivaatan nollakohdat yhtalosté f'(x) = 0.
3 +4x—4=0

Sijoitetaan kertoimet a = 3, b = 4 ja ¢ = —4 toisen asteen yhtalon
ratkaisukaavaan ja sievennetdin lauseke.

xz—biVb2—4ac

2a

x_—4i\/42—4-3-(—4)
B 2-3
_ —4+~64
X=—

6
x:—4J_r8

6
_—4+8_4_2 . _—4-8_~-12_ _
x= ¢ 63 tai X c 3 2

Tarkistetaan ratkaisu ohjelmalla.

Ratkaise(f'(x)=0)
2
— {x = -2, x= §}

Vastaus: x =2 ja x =%

5
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d) Ratkaistaan yhtild 3x* + 4x — 4 = 3.
32 +dx—7=0

Sijoitetaan kertoimet a = 3, b = 4 ja ¢ = —7 toisen asteen yhtalon
ratkaisukaavaan ja sievennetddn lauseke.

x:—bi\/bz—4ac

2a
x_—4i\/42—4-3-(—7)
B 2-3
_ —4++/100
X=—

6
x:—4i10

6
_—4+10_6 _ . _—4-10_-14__7
xX= G —6—1 tai X = c "~ 6 3

Tarkistetaan ratkaisu ohjelmalla.

Ratkaise(f'(x)=3)

Vastaus: x=1ja x = —%
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453A. Miiritetdsin funktion f(x) = x* + 4x — 5 suurin ja pienin arvo
valilld [-6, 3].

Polynomifunktio saa suljetulla vililld suurimman ja pienimmén arvonsa
vilin péadtepisteessa tai vélille kuuluvassa derivaatan nollakohdassa.

Derivoidaan funktio /.
fx)=2x+4

Lasketaan derivaatan nollakohta yhtéalostd f/'(x) = 0.

2x+4=0
2x=—-4 |:2
x=-2

Derivaatan nollakohta kuuluu vilille [-6, 3].
Lasketaan funktion arvot derivaatan nollakohdassa ja vilin paétepisteissa.

S(6)=(-67 +4-(-6)=5=7
S(2)=(2P+4-(-2)-5=-9
f(3)=3*+4-3-5=16
Funktion f suurin arvo vélilld [-6, 3] on 16 ja pienin arvo —9.
Vastaus: suurin arvo: 16, pienin arvo: —9
454A. a) Funktion keskimédrdinen muutosnopeus vililld 1940—1980 on
funktion kuvaajalle télle vilille piirretyn sekantin kulmakerroin.

Sekantin kulmakerroin on

= 1472190-1121939 350 251
B 1980-1940 40

=8756,275.

Funktion keskiméardinen muutosnopeus vélillda 1940—1980 on 8756
asukasta/vuosi.

Vastaus: 8756 asukasta/vuosi
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b) Funktion hetkellinen muutosnopeus kohdassa x = 2010 on kohtaan
x = 2010 piirretyn tangentin kulmakerroin.

Tangentin kulmakerroin on

13332901600 000  ~266710
k=—00=0a0 =~ 70 - 3810,142..

Funktion hetkellinen muutosnopeus kohdassa x =2010 on —3810
asukasta/vuosi.

Vastaus: —3810 asukasta/vuosi

¢) Kohdan a tulos tarkoittaa kdytdnnossa sité, ettd aikavalilla 1940—1980
Viron asukasluku kasvoi keskiméarin 8756 asukkaalla vuodessa.

Kohdan b tulos tarkoittaa kdytdnnossa sité, ettd vuonna 2010 Viron
asukasluku vaheni 3810 asukkaalla.

Vastaus: a-kohta: vililld 1940-1980 asukasluku kasvoi keskiméérin

8756 asukkaalla vuodessa, b-kohta: vuonna 2010 asukasluku vidheni
3810 asukkaalla

455A. a) Derivoidaan funktio f(x)= %x3 —-2x* +4.
f(x) =x*—4x

Vastaus: /'(x) = x* — 4x
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b) Funktion kuvaajalle piirretty tangentti on x-akselin suuntainen, kun
tangentin kulmakerroin on 0. Tangentin kulmakerroin saadaan funktion
derivaatan avulla. Mairitetdén kohdat, joissa derivaatta on 0.
Ratkaistaan yhtilo x* — 4x = 0.

Sijoitetaan kertoimet a = 1, b = —4 ja ¢ = 0 toisen asteen yhtilon
ratkaisukaavaan ja sievennetdin lauseke.

_ —bi\/b2 —4ac

2a

. —(—-4)++/(-4)*-4-1-0

X

2-1

L4416

2

4+4

xX=—

2
x=ﬂ=§=4 tai x=4_4=0

2 2 2

Funktion kuvaajan tangentti on x-akselin suuntainen, kun x = 0 tai
x=4.

Vastaus: x=0jax=4

¢) Kohdan b mukaan derivaatan nollakohdat ovat x = 0 ja x = 4. Valitaan
kohdat nollakohtien rajaamilta lukusuoran vileilté ja lasketaan
derivaatan /" arvot niissd. Laaditaan funktion f kulkukaavio.
SED= (1P =4 (-1)=5>0
f(H=1"-4-1=-3<0
f(5)=5"-4-5=5>0

[ + - ¥
() 2 3 2

Kulkukaavion perusteella funktio f on viheneva, kun 0 <x <4,

Vastaus: vililla [0, 4]
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456A. a) f(x)=1,5kunx~=1,2x~=3,3jax~=4,9.
Vastaus: x = 1,2, x=~3,3jax~4,9
b) Funktio f on vdhenevé likimain, kun 2,1 <x <4,2 ja 8,3 <x < 10.
Vastaus: likimain, kun 2,1 <x<4,2ja83<x<10

¢) Funktion f suurin arvo vélilld 2 <x <7 on noin 4,2 ja pienin arvo noin
1,2.

Vastaus: suurin arvo: n. 4,2, pienin arvo: n. 1,2
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457.

Vaihe A: Kirjoitetaan suorakulmion pinta-alan lauseke.
Vaihe B: Merkitdén suorakulmion toista sivua kirjaimella x.

Vaihe C: Muodostetaan lauseke suorakulmion toisen sivun pituudelle.
Toisen sivun pituus saadaan, kun luvusta 26 vihennetién 2x.

Vaihe D: Piirretddn kuva tilanteesta.

Vaihe E: Muodostetaan pinta-alan lauseke sivujen pituuksien
lausekkeiden avulla.

Vaihe F: Médritelldan vili, jolla muuttuja x on.

Vaihe G: Derivoidaan pinta-alan lauseke

Vaihe H: Lasketaan derivaatan nollakohdat.

Vaihe I: Laaditaan kulkukaavio.

Vaihe J: Pinta-alafunktion maksimikohta on x = 6,5.
Vaihe K: Lasketaan suorakulmion toisen sivun pituus.
Vaihe L: Lasketaan pinta-alafunktion arvo, kun x = 6,5.

Sanallinen vastaus: Aitauksen suurin pinta-ala on 84,5 m* ja mitat 6,5 m ja
13 m.

Vastaus: A: Kirjoitetaan suorakulmion pinta-alan lauseke. B: Merkitéén
toista sivua kirjaimella x. C: Toisen sivun pituus saadaan, kun luvusta 26
véhennetddn 2x. D: Piirretdén kuva tilanteesta. E: Muodostetaan pinta-alan
lauseke sivujen pituuksien lausekkeiden avulla. F: Mairitelldén vili, jolla
muuttuja x on. G: Derivoidaan pinta-alan lauseke. H: Lasketaan
derivaatan nollakohdat. I: Laaditaan kulkukaavio. J: Pinta-alafunktion
maksimikohta on x = 6,5. K: Lasketaan suorakulmion toisen sivun pituus.
L: Lasketaan pinta-alafunktion arvo, kun x = 6,5. Vastaus: Aitauksen
suurin pinta-ala on 84,5 m?* ja mitat 6,5 m ja 13 m.
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458B. a) Koska aitamateriaalia on 7,0 metrid ja toisen aidattavan sivun pituus on
X, toisen sivun pituus on 7,0 — x.

Vastaus: 7,0 — x

b) Suorakulmion pinta-ala lasketaan kertomalla pituus leveydelld, joten
pinta-alafunktio on

A(x) =x(7,0 — x) = 7,0x — x*.
Vastaus: A(x) = 7,0x — x>

¢) Derivoidaan funktio A(x) = 7,0x — x°.
A'(x) = 7.0 - 2x

Lasketaan derivaatan nollakohdat yhtdlosta 4'(x) = 0.

7,0—-2x=0
2x=-7,0 |:(-2)
x=3,5

Valitaan kohdat nollakohdan rajaamilta lukusuoran vileilti ja
lasketaan derivaatan 4’ arvot niissd. Laaditaan funktion 4 kulkukaavio
ja merkitdén siihen paikalliset d4riarvokohdat.
A'0)=70-2-0=7,0>0

A'4)=70-2-4=-1,0<0

3,5
Ax) + |-
Ax) AN

max

Kulkukaavion perusteella pinta-alan suurin arvo saavutetaan kohdassa
x=3,5.

Sivun x pituus on siis 3,5 m ja toisen sivun pituus on
7.0m—35m=35m.

Aitauksen suurin pinta-ala on 3,5m - 3,5 m= 12,25 m’.

Vastaus: 3,5 mja 3,5 m, 12,25 m?
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VAHVISTA OSAAMISTA

459A. a) Funktion hetkellinen muutosnopeus on funktion kuvaajalle tietylle
vilille piirretyn sekantin kulmakerroin, kun taas funktion hetkellinen
muutosnopeus on funktion kuvaajalle tiettyyn kohtaan piirretyn
tangentin kulmakerroin.

Vastaus: Funktion hetkellinen muutosnopeus on funktion kuvaajalle
tietylle vélille piirretyn sekantin kulmakerroin, kun taas funktion
hetkellinen muutosnopeus on funktion kuvaajalle tiettyyn kohtaan
piirretyn tangentin kulmakerroin.

b) Hetkellinen muutosnopeus médritetddn esimerkiksi, kun halutaan
tietddn automatkan keskinopeus.

Hetkellinen muutosnopeus méiritetdén esimerkiksi, kun halutaan tietdd
auton nopeus tietylld ajanhetkella.

Vastaus: keskiméédrdinen muutosnopeus: esim. automatkan
keskinopeus, hetkellinen muutosnopeus: esim. auton nopeus tietylld
ajanhetkelld
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460A. Polynomi 3x*+ 8x — 3 on toisen asteen polynomi, jonka toisen asteen
termin kerroin on positiivinen. Polynomia vastaavan funktion

f(x) = 3x*+ 8x — 3 kuvaaja on yldspiin aukeava paraabeli, joten funktio
saa negatiivisia arvoja nollakohtiensa vilissa.

Ratkaistaan nollakohdat yhtdlosta f(x) = 0.
3x°+8x—3=0

Sijoitetaan kertoimet a = 3, b = 8 ja ¢ = —3 toisen asteen yhtalon
ratkaisukaavaan ja sievennetddn lauseke.

xz—bi\/bz—4ac

2a

x:—Si\/82—4-3~(—3)

2-3
_ —=8£+100
Y=g

x:—8i10
6
_-8+10_2_1 . _—8-10_-18 _ _
x= 6 —6-3 tai X 6 % 3

Polynomi 3x* + 8x — 3 saa negatiivisia arvoja, kun -3 < x < %

Vastaus: -3<x< %
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461A.

462A.

a) f(x)=1,kunx=—1jax=3.
Vastaus: x = —1jax~=3

b) f(x) <0, kun funktion kuvaaja on x-akselin alapuolella. Tdmai toteutuu
likimain, kun 0 <x <2.

Vastaus: likimain, kun 0 <x <2

¢) f'(x) <0, kun funktio / on vihenevi. Kuvion perustella funktio " on
vahenevi vililld —2 < x <4 likimain, kun -2 <x <1

Vastaus: likimain, kun -2 <x <1

Kuva A: Funktion dériarvokohdat ovat likimain kohdissa x =—1,3 jax = 0.
Kuvan A funktiota vastaavan derivaattafunktion nollakohdat on oltava siis
x=-1,3 jax=0. Kuvat A ja III vastaavat siis toisiaan.

Kuva B: Funktion kuvaajan huippu on kohdassa x = 0, huipun vasemmalla
puolella funktio on vihenevi ja oikealla puolella kasvava. Kuvan B
funktiota vastaavan derivaattafunktion nollakohdan on oltava siis x = 0 ja
sen vasemmalla puolella derivaatan arvon on oltava negatiivinen ja
oikealla puolella positiivinen. Kuvat B ja [ vastaavat siis toisiaan.

Kuva C: Funktion kuvaajan huippu on kohdassa x = 0, huipun vasemmalla
puolella funktio on kasvava ja oikealla puolella viheneva. Kuvan C
funktiota vastaavan derivaattafunktion nollakohdan on oltava siis x = 0 ja
sen vasemmalla puolella derivaatan arvon on oltava positiivinen ja
oikealla puolella negatiivinen. Kuvat C ja Il vastaavat siis toisiaan.

Vastaus: A: III, B: Tja C: II



Huippu Kertaus ¢ Tehtévien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

463A. a) Derivoidaan funktio f(x) = t&x’ — 3/x* + x + 5 muuttujansa x suhteen.
f(x) =30 — 6+ 1

Vastaus: f'(x) = 3tx* — 6£x + 1

b) Derivoidaan f(f) = tx’ — 3£x* + x + 5 muuttujansa ¢ suhteen.
f= x> — 6x*t

Vastaus: f'(f) = x> — 6x*

464A. a) Funktiolla on derivaatan nollakohdassa paikallinen dariarvokohta.
Lintupopulaation koko kadintyy ensimmaisessd kohdassa kasvuun ja
toisessa kohdassa laskuun.

Vastaus: Funktiolla on derivaatan nollakohdassa paikallinen
adriarvokohta. Lintupopulaation koko kddntyy ensimmaisessé
kohdassa kasvuun ja toisessa kohdassa laskuun.

b) Yhden vuoden kuluttua seurannan aloituksesta lintupopulaation koko
véaheni noin 87 lintua / vuosi.

Vastaus: Yhden vuoden kuluttua seurannan aloituksesta
lintupopulaation koko vdheni noin 87 lintua / vuosi.
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465A. Derivoidaan funktio f(x) = ax® + 4bx’.
f'(x) = 3ax* + 8bx

On oltava f(x) = 6x” + 4x, joten saadaan yhtilopari gz f 2
Ensimmadisesté yhtdlosta saadaan
3a=6 |:3

a=2.

Toisesta yhtdlostd saadaan

0
)
I

| :8

) S
Il

N|— ool A

Vastaus:a=2, b :%
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466A. a) Funktio f (x) = 3x’ — 9x + 9 saa suurimman ja pienimmin arvonsa
suljetun vilin [0, 2] padtepisteissé tai vélille kuuluvassa derivaatan
nollakohdassa.

Derivoidaan funktio f (x) = 3x* —9x + 9
=92 -9

Lasketaan derivaatan nollakohdat yhtdlosta f'(x) = 0.

9x*-9=0 9
x=1=0
x’=1
x=+1
x==l1

Nollakohdat ovat x = 1 ja x = —1. Derivaatan nollakohdista x = 1
kuuluu vilille [0, 2].

Lasketaan funktion f arvot derivaatan nollakohdassa x =1 ja
tarkasteltavan valin padtepisteissa.

f(0)=3-0°-9-0+9=9
f(1)=3-1°-9-1+9=3-9+9=3
f(2)=3-2°-9-2+9=3-8-18+9=24—-18+9=15

Funktion suurin arvo valilla [0, 2] on 15 ja pienin arvo 3.

Vastaus: 15, 3
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b) Valitaan kohdat nollakohtien rajaamilta lukusuoran véleilti ja
lasketaan derivaatan /" arvot niissd. Laaditaan funktion /" kulkukaavio
ja merkitdén siihen paikalliset d4riarvokohdat.

f(=2)=9-(2-9=27>0
f(0)=9-0>-9=-9<0
f1(2)=9-2*-9=27>0

S - :
@ A »

max min

Funktiolla f* on paikallinen maksimikohta x = —1. Paikallinen
maksimiarvo on f(—1) =3 - (-1)* -9 - (-1) + 9 =15.

Funktiolla f* on paikallinen minimikohta x = 1. Paikallinen minimiarvo
onf(1)=3-1°-9-1+9=3.

Vastaus: paikallinen maksimiarvo 15, paikallinen minimiarvo 3
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467A. Sievennetiin lauseketta (x —3)* + (x — 9)%.

(x=3) " +(x=9)°=x>—6x+9+x> —18x+81
=2x" —24x+90

Merkitiin lauseke funktioksi f(x) = 2x* —24x + 90.

Funktion toisen asteen termin kerroin on positiivinen, joten sen kuvaaja
on ylospéin aukeava paraabeli ja funktion pienin arvo on paraabelin
huipussa. Maéritetdén, missd kohdassa paraabelin huippu on. Paraabelin
huippuun piirretty tangentti on x-akselin suuntainen, joten sen
kulmakerroin on nolla. Mééritetddan, missa kohdassa funktion f* derivaatta
saa arvon 0.

Derivoidaan funktio f.

fx)=4x—24

Lasketaan derivaatan nollakohta yhtélostd f/'(x) = 0.

4x-24=0
4x=24 |: 4
x=6

Paraabelin huippu on kohdassa x = 6, joten muuttujan arvolla x = 6
summa (x —3)* + (x — 9)* on mahdollisimman pieni.

Vastaus: x =6
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468A. Paraabeli y = x> — 5x — 14 on funktion f(x) = x* — 5x — 14 kuvaaja.
Paraabelin huippuun piirretty tangentti on x-akselin suuntainen, eli sen
kulmakerroin on 0. Koska derivaatta on tangentin kulmakerroin, huippu
16ytyy kohdasta, jossa funktion derivaatta saa arvon 0.
Derivoidaan funktio f.

fx)=2x—-5

Lasketaan derivaatan nollakohta yhtélostd f'(x) = 0.

2x-5=0
2x=5  |:2

x=2

2

Lasketaan huipun y-koordinaatti.

_(5) _5.5_14-25_25_,,_25_50_56__81
y‘(z) T B Bl B R

Paraabelin huippu on pisteessé (%,—%)

Toinen tapa madrittdd paraabelin huipun x-koordinaatti on laskea ensin
funktion f(x) = x* — 5x — 14 nollakohdat yhtildsti f(x) = 0. Huipun x-
koordinaatti on nollakohtien puolivilissd. Huipun y-koordinaatti saadaan
samalla tavalla kuin derivaatan avullakin mééritettiessa.

Vastaus: (%,—%) esim. huipun x-koordinaatti saadaan laskemalla
funktion nollakohtien puolivili ja y-koordinaatti laskemalla funktion arvo
kyseisessd kohdassa.
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469A. Miiritetddin funktion f(x)= —%)f — x> +3x+1 derivaatan suurin ja

pienin arvo.

Derivoidaan funktio f.

fx)=—x*—2x+3.

Derivaattafunktio on toisen asteen polynomifunktio, jonka toisen asteen
termi —1 on negatiivinen. Derivaattafunktion kuvaaja on alaspéin aukeava

paraabeli, joten silld on suurin arvo, mutta ei pienintd arvoa.

Madéritetdén paraabelin huipun y-koordinaatti.
Lasketaan derivaattafunktion nollakohdat yhtilosta f/'(x) = 0.

—x*=2x+3=0

(D2 4 (D)3
2-(-1)
_ 244412
=2
2+416
-2

_2+4_ 6 _ Co_2-4_2_
x——_2 =5= 3 tai x B R 1

Nollakohdat ovat x =—3 jax = 1.
Huipun x-koordinaatti on nollakohtien puolivilissd kohdassa

_—=3+1_
x= > = 1.

Huipun y-koordinaatti on y = f'(=1) = —(=1)* =2 - (1) + 3 = 4.
Funktion /" derivaatta voi saada luvun 4 ja kaikki sité pienemmét arvot.

Vastaus: luku 4 ja kaikki sitd pienemmaét arvot
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470A. Paraabelin y = x* + 2x — 1 x-koordinaattia vastaava y-koordinaatti on
y=x"+2x-1.

Koordinaattien summa onx+y=x+x*+2x— 1 =x*+3x — 1.
Merkitiin lauseke funktioksi f(x) = x* + 3x — 1.

Funktion kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli, joten funktio saavuttaa

pienimmén arvonsa paraabelin huipussa. Etsitdén huipun y-koordinaatti
derivaatan avulla.

fx)=2x+3

Paraabelin huippuun piirretty tangentti on x-akselin suuntainen. Etsitdin
derivaatan nollakohta.

2x+3=0
2x=-3 |:2
x=—2
2
Hui L 3V 3 ,_ 7
uipun y-koordinaattion y=(-=| +3:(-=|-1=—=.
2 2 4
Paraabelin y = x? + 2x — 1 pisteen (—%,—%) koordinaattien summa on
mahdollisimman pieni.
Vastaus: (—%,—%)
471A. Vastaus:
Vilivaiheen 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
jérjestysnumero
Vilivaihe D | H I B J E F|A]|C G
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472B. Piirretddn mallikuva terassin pohjapiirroksesta.
)

JULKISIVU
8,0 m

Koska aitaa on kdytettdvissd 20 m, voidaan muodostaa yhtilo 2x + y = 20.
Ratkaistaan yhtdlosté julkisivun suuntainen sivu y.
2x +y =20

y=20—2x

Terassin pinta-ala noudattaa funktiota 4(x) = xy = x(20 — 2x) = 20x — 2x°.

Péitelldédn suurin ja pienin arvo, jonka sivu x voi saada.

Sivun x suurin mahdollinen arvo saadaan, kun julkisivun suuntainen

sivu y on 0 metrid. Ratkaistaan sivun x suurin mahdollinen arvo ohjelman
avulla yhtalostd 20 — 2x = 0. Ratkaisuksi saadaan x = 10.

Sivu y voi olla korkeintaan julkisivun 8 metrid. Ratkaistaan sivun x pienin
mahdollinen arvo ohjelman avulla yhtélostd 20 — 2x = 8. Ratkaisuksi
saadaan x = 6.

Koska funktio 4 on polynomifunktio, se saa pienimmén ja suurimman
arvonsa suljetulla vililla [6, 10] olevassa derivaatan nollakohdassa tai
vélin péétepisteessa.

Funktion 4 derivaatta on A'(x) = 20 — 4x.

Madritetddn derivaatan nollakohdat ohjelmalla yhtdlostd 4'(x) = 0.
Ratkaisuksi saadaan x = 5.

Derivaatan nollakohta ei kuulu tarkasteltavalle vilille [6, 10]. Lasketaan
ohjelman avulla funktion 4 arvot vilin paétepisteissa.

A(6) =48

A(10)=0

Terassin suurin pinta-ala on 48 m%, kun sivun pituus on 6 m ja julkisivun
suuntaisen sivun pituus on 20 —2 - 6 m = 8 m.

Vastaus: 48 m*, 8 mja 6 m
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473B. A=12m?

Merkitéén pohjanelion sivun pituutta kirjaimella x ja suojan korkeutta
kirjaimella y.
Suojapeitteen pinta-alan lauseke on 3xy + x°.

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan siitd korkeuden y lauseke.

3xy+x° =12
3xy=12-x" [ :3x
12—x°
- 3x
_12_x*
“3x 3x
_4_1
x 3
2
Suojan tilavuus on V=x-x-y=x2-(%—%x)=4i—%x3 =4x—%x3.

Mééritetddn, milloin tilavuus on suurimmillaan.
Derivoidaan funktio V.
V'i(x)=4—x°

Lasketaan derivaatan nollakohdat ohjelman avulla yhtdlosta V'(x) = 0.
Nollakohdat ovat x = 2 ja x = —2. Hylétéén negatiivinen vastaus.

Laaditaan funktion ¥ kulkukaavio ja merkitddn sithen paikalliset

adriarvokohdat.
V'(=3)=-5<0
V'0)=4 >0
V'3)=-5>0
-2 2
V') - + =
V(x) 3 2 3
min max

Suojan pohjan mitat ovat 2 m ja 2 m ja korkeus on
4 1 4

y:§—§-2=§z1,33 metrid.

Vastaus: 2m, 2 mja 1,33 m
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474B. Merkitddn korotusten maarad kirjaimella x.
Muodostetaan lauseke myynnisté saadulle voitolle. Yhden tuotteen
kustannukset on 3 €, jolloin voittoa saadaan 5 € -3 €=2 €.

Euron Voiton maira Viikossa Myyntivoitto
hinnankorotusten ©) myytyjen
madrd tuotteiden
maara
0 5-3 1000 (5—3)-1000
1 S5+1-3 1000 — 200 - 1 (5+1-3)-(1000—-200-1)
2 5+2-3 1000 — 200 - 2 (5+2-3)-(1000—-200-2)
3 5+3-3 1000 —200 - 3 (5+3-3)-(1000—200 - 3)
X S5+x-3 1000 — 200x (5 +x—3)- (1000 — 200x)

Kun hinnan korotuksia tehdién x kappaletta, myyntivoitto on
Mx)=(5+x—3)- (1000 —200x) = (2 +x) - (1000 — 200x).

Derivoidaan myyntitulon lauseke M sopivalla ohjelmalla.
M '(x) = —400x + 600

Madéritetdén derivaatan nollakohta sopivalla ohjelmalla yhtilosta
M'(x)=0.

Nollakohdaksi saadaan x = 1,5.

Valitaan kohdat nollakohtien rajaamilta lukusuoran vileilti ja lasketaan
derivaatan M ' arvot niissd. Laaditaan funktion M kulkukaavio ja
merkitddn siihen paikalliset dériarvokohdat.

M '(0)=-400 - 0 + 600 = 600 > 0

M'(2)= —400 -2+ 600=-200<0

1,5
Mx + | -
Mkx) 2| N
max

Hinnan korotuksia tulee tehda siis 1,5. Tuotteen hinnaksi kannattaa asettaa
5€+1,5€=6,50¢€.

Voittoa saadaan tdlloin M(1,5) = (2 + 1,5) - (1000 — 200 - 1,5) = 2450 €.

Vastaus: 6,50 €, 2450 €
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475B. Sovitetaan aineistoon toisen asteen polynomifunktio sopivalla ohjelmalla.

Y

y = —5,092% + 5,31z + 9,84

Mairitetdén ohjelman avulla funktion f(x) = —5,09x% + 5,31x + 9,84
derivaatan arvo kohdassa x = 0.

Arvoksi saadaan f(0) = 5,31.

Vastaus: £(x) = —5,09x% + 5,3 1x + 9,84, £/(0) = 5,31
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476B.

Koska suorakulmaisen kolmion toisen kateetin padtepisteet ovat origo ja
piste (x, 0), on kateetin pituus x.
Koska toisen kateetin paatepisteet ovat piste (x, 0) ja (x, —x(x — 5), on sen
pituus yhtd suuri kuin y-koordinaatti y = —x(x — 5). Kolmion pinta-ala on
x-(=x(x=5)) _ —x’+5x’ 1 5,5
A(x)= = B I
) 2 2 2" T

Derivoidaan funktio 4.

A (x)——zx +5x

Lasketaan derivaatan nollakohdat sopivalla ohjelmalla.
10

Nollakohdiksi saadaan x = 0 ja x = 3

Valitaan kohdat nollakohtien rajaamilta lukusuoran véleiltd ja lasketaan
derivaatan 4 " arvot niissd. Laaditaan funktion 4 kulkukaavio ja merkitién
sithen paikalliset d4riarvokohdat.

A'(-1)=-6,5<0

A'(1)=3,5>0
A'(4)=-4<0
10
0 3
A '(x) - + -
A(x) A" ? A}
min max

Kolmion pinta-ala on suurimmillaan, kun x = 10 Pinta-ala on télloin

3
10\ __1 (10}, 5 (10} _250
A(3)— 2(3)+2(3) 27—9259 .= 9,26.
) _ 1 53,5 > 250
Vastaus: A(x)= > +2x 57 ~9,26
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477B. a) Funktio f(x) = ax’ — 4x + 8 on toisen asteen polynomifunktio, joten
silld on pienin arvo vain silloin, kun @ > 0. Pienin arvo saadaan
derivaatan f'(x) nollakohdassa. Funktion f* derivaatta on
f'(x) =2ax — 4. Ratkaistaan derivaatan nollakohta ohjelmalla yhtélostd

f'(x) = 0. Ratkaisuksi saadaan x = %.

Lasketaan ohjelmalla funktion f pienin arvo.
s

a a

Pienin arvo on 0, kun 8 —% =0. Ohjelmalla yhtilon ratkaisuksi

_1
saadaan a = X

P §
Vastaus: a = 3

b) Funktio g(x) = bx*> — 4x + 8 on toisen asteen polynomifunktio, joten
ehto voi toteutua vain, kun funktion g kuvaaja on alaspdin aukeava
paraabeli eli b < 0.

Funktion g(x) nollakohdat on oltava —2 ja 1, joten saadaan yhtilot
g-2)=0elib-(-2)—4-(-2)+8=0
jag(l)=0elib-1-4-1+8=0.

Ratkaistaan ohjelmalla yhtélostd b - (—2) — 4 - (—2) + 8 = 0 vakio b.
Ratkaisuksi saadaan b = 4. Vastaavasti yhtilosta b -1 —4-1+8=0
ratkaisuksi saadaan b = —4.

Koska b:n tulee olla negatiivinen, on ratkaisuna b = —4.

Vastaus: b =—4
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478B. Koska funktiolla on paikallinen minimi —2 kohdassa x = 0, funktio saa
arvon —2 kohdassa x = 0.

Sijoittamalla arvot funktion lausekkeeseen saadaan yhtild

fx)=ax’+bx*+cx+d
2=a-0°+b-0°+c-0+d
d=-2

Koska funktiolla on paikallinen maksimi 1 kohdassa x = 2, funktio saa
arvon 1 kohdassa x = 2.

Sijoittamalla arvot funktion lausekkeeseen saadaan yhtélo

fx)=ax’ +bx*+cx+d
l=a-2°+b-22+c-2+d
8a+4b +2c+d=1

Seuraavat kaksi yhtdlod saadaan derivaatan avulla, koska paikallisissa
ddriarvokohdissa derivaatan arvo on nolla.

Funktion f(x) = ax® + bx* + cx + d derivaatta on f'(x) = 3ax* + 2bx + c.
Sijoittamalla derivaatan nollakohta x = O derivaatan lausekkeeseen
saadaan yhtilé 3a - 0>+ 2b -0 + ¢ = 0. Yhtilén vasemman puolen

sieventdmisen jalkeen ndhddén, ettd ¢ = 0.

Sijoittamalla derivaatan nollakohta x = 2 derivaatan lausekkeeseen
saadaan yhtilé 3a - 2> +2b -2+ ¢ = 0.

Sievennetddn yhtdlon vasemman puolen lauseke, jolloin yhtél tulee
muotoon 12a +4b+c¢=0.
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Saatiin neljén yhtdlon yhtdloryhma

d=-2
8a+4b+2c+d=1
c=0
12a+4b+c=0

Ratkaistaan yhtéléoryhma ohjelmalla, jolloin saadaan

__3
4
-9
b_4
c=0
d=-2

3

Vastaus: a=-7, b=2, c=0jad=-2

4
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479B. Méiritetisin kiiyrien y = x* + 4x + 5 ja y = —x* + 3 leikkauspiste
ratkaisemalla ohjelmalla yhtélopari

y=x"+4x+5
y=—x"+3

Ratkaisuksi saadaan x = —1 ja y = 2, joten kéyrilld on vain yksi yhteinen
piste (—1, 2).

Tangentin kulmakerroin on funktion f(x) = —x* + 3 derivaatan f"'(x) = —2x
arvo kohdassa—1elif'(-1)=-2-(-1)=2.

Tangentin yhtélo on muotoa y = 2x + b. Sijoitetaan pisteen (—1, 2)
koordinaatit suoran yhtéloon ja ratkaistaan siitd vakiotermi b.

Yhtdlon 2 =2 - (—1) + b ratkaisuksi saadaan b = 4. Tangentin yhtél6 on
y=2x+4.

Piirretddn ohjelmalla kuva.

= L L 3

5 -4 -3 2 10 1 7 3 4
y=2x+4 -1

Vastaus: y = 2x + 4,
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SYVENNA YMMARRYSTA

480B. a) Sijoitetaan ajanhetki # = 0 funktioon r(¢) =—-0,2¢ + 1.
rn0)=-02-0+1=1
Sdteen suuruus alussa on 1 m.
Vastaus: 1 m

b) Séteen suuruutta kuvaavan suoran kulmakerroin on —0,2, joten sdteen
suuruus pienenee nopeudella 0,2 m/vrk.

Vastaus: pienenee nopeudella 0,2 m/vrk

¢) Funktion hetkellinen muutosnopeus ajanhetkellé ¢ on yhtd suuri kuin
derivaatan arvo kohdassa ¢ eli 7'(f) = —0,2. Hetkellinen muutosnopeus
hetkelld ¢ on —0,2 m/vrk.
Vastaus: —0,2 m/vrk

d) '(¥)=-0,2, joten r '(1) =—0,2

Vastaus: —0,2 m/vrk

e) Lumipallon tilavuus on ¥ = %nr3 = %n(—0,2 -0+1)°’=4,188...~ 4,2

Vastaus: 4,2 m®



Huippu Kertaus ¢ Tehtévien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

f) Lumipallon tilavuus ajanhetkelld z on V' = %nﬁ = %n(—O,Zt +1)°.

Lumipallon tilavuuden hetkellinen muutosnopeus ajanhetkelld # on
V(1.

Madéritetdén ohjelmalla derivaatta V' '(¢) ja sen arvo ajanhetkelld ¢ = 1.

V(t):=4/37i*-0.2t+11*3

4 /1 \?
- V(t) := 37 ‘.\\—5 t+ 1}‘|
V'(t)
1, 2 .
-+ 1 (—4!: 7r+4l]t7r—1l]l]7r)
V(1)
64
125
$3
= —1.61

Vastaus: —1,61 m*/vrk
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481B. Piirretddn mallikuva.

b

Sektorin piirin pituus on b + 2r. Koska sektorin piiri on 1,00 m, saadaan
yhtéld b + 27 = 1. Ratkaistaan yhtélostéd kaaren pituus b. Ratkaisuksi
saadaan b =1 —2r.

Sektorin pinta-ala noudattaa funktiota

br_(=2rr 1 2
A(}’)—T—T—EV—V .
Funktio 4 on toisen asteen polynomifunktio, jonka toisen asteen termi on
negatiivinen. Funktion 4 kuvaaja on siis alaspdin aukeava paraabeli.
Funktion 4 saa suurimman arvonsa huipussa. Huippuun piirretty tangentti
on vaakasuora. Vaakasuoran suoran kulmakerroin on 0. Mééritetdan siis
derivaatan nollakohta.

Derivoidaan funktio A(r)= %r -7,

A(r)=5-2r

Mairitetdén derivaatan nollakohta yhtélostd A'(r) = 0. Ratkaisuksi saadaan
r=20,25.

Pinta-ala on suurin, kun side »= 0,25 m.

Vastaus: »= 0,25 m
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482A. Funktion toinen derivaatta on f"(x) = 6, joten ensimmainen derivaatta on
oltava muotoa f(x) = 6x + a, koska vakiotermi hévida derivoitaessa.

Koska f(1) =8, on

6-1+a=38
a=72

Derivaatta on siis f'(x) = 6x + 2.

Jotta polynomifunktion derivaatta olisi 6x + 2, on funktion lausekkeen
oltava muotoa f(x) = 3x* + 2x + b.

Koska f(0) =1, on

3-0°+2-0+b=1
b=1

Funktio on siis f(x) = 3x* + 2x + 1.

Vastaus: f(x) =3x> +2x + 1
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483A. Miiritetdsin funktion f(x) = —4x* + 2x — 2 suurin arvo. Jos funktion suurin
arvo on negatiivinen, ovat kaikki arvot negatiivisia.

Derivoidaan funktio.
fix)=—-16x+2

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat yhtilosté f'(x) = 0.

—16x* +2=0
—16x'=-2 | :(-16)
s_1
T 7%
1
— 3=
-
x=+
2

Valitaan kohdat nollakohdan rajaamilta lukusuoran véleilti ja lasketaan
derivaatan /' arvot niissd. Laaditaan funktion /" kulkukaavio ja merkitéan
sithen paikalliset d4riarvokohdat.

f(0)==16-0"+2=2>0

f()y=-16-1*+2=-14<0

1
2
1)+ |-
fx) 2| N
max

Funktio f saavuttaa suurimman arvonsa kohdassa x = % Lasketaan

funktion f arvo kohdassa x = %
A I E RPN P S 1
1[3)=lg) #2521

Funktion f* suurin arvo on negatiivinen, joten funktion f kaikki arvot ovat
negatiivisia.

Vastaus: —
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484B. Merkitddn f(x) = x> + 4. Tangentin yhtilé on muotoa y = kx + b. Tangentin
kulmakerroin on funktion /" derivaatan arvo kohdassa x = 3.
S =2x
f'3)=2-3=6

Tangentin yhtélé on muotoa y = 6x + b. Sijoitetaan pisteen 4 = (3, 13)
koordinaatit suoran yhtéloon ja ratkaistaan siitd vakiotermi b.
13=6-3+b

b=-5
Tangentin yhtél6 on y = 6x — 5.

Piirretddn mallikuva.

by
20
y=6z—5
15
A

Y= 224+4\ 10
B c X
-5 o/ 5 10 o

Ratkaistaan tangentin ja x-akselin leikkauskohta yhtélostd 6x — 5 = 0.

6x-5=0
6x=5 |:6
3
6
Muodostuva kolmio ABC on suorakulmainen, sen kanta BC on 3 —% = %
ja korkeus AC 13. Kolmion ABC pinta-ala on %% 13 = %

Vastaus: 169

12
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485B. Polynomifunktio f(x) = —x* + 13,5x* — 41x + 50 saa suljetulla valilld
[0, 10] suurimman arvonsa vilin péitepisteissé tai vélille kuuluvassa
derivaatan nollakohdassa.

Funktion f(x) = —x’ + 13,5x* — 41x + 50 derivaatta on
f(x) =—3x7 + 27x — 41.

Ratkaistaan ohjelmalla derivaatan nollakohdat yhtilosta f'(x) = 0.
Ratkaisuksi saadaan x = 1,9341... tai x = 7,0658..., jotka molemmat
kuuluvat tarkasteltavalle vilille.

Lasketaan ohjelmalla funktion /" arvot derivaatan nollakohdissa ja vilin

padtepisteissa.

f(0)=50
£(1,9341...) = 13,9669... = 13,967
£(7,0658...) = 81,5330... = 81,533

f(10)=-10
Funktion suurin arvo vililla [0, 10] on 81,533, kun x = 7,066.

Funktio kasvaa nopeimmin kohdassa, jossa derivaatan
f'(x) =—3x*+ 27x — 41 arvo on suurin.

Funktio /' on toisen asteen polynomifunktio, jonka toisen asteen termi on

negatiivinen. Funktion /' kuvaaja on siis alaspéin aukeava paraabeli.

Funktio /' saa suurimman arvonsa paraabelin huipussa. Huippuun piirretty

tangentti on vaakasuora. Vaakasuoran suoran kulmakerroin on 0.
Madritetdén siis funktion /' derivaatan /" nollakohta.

Funktion f'(x) = —3x* + 27x — 41 derivaatta on /"(x) = —6x + 27.
Lasketaan ohjelmalla derivaatan derivaatan /" nollakohdat yht&losta

J"(x)=0.

Ratkaisuksi saadaan x = %
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Funktion arvo kasvaa nopeimmin kohdassa x = %

Piirretddn funktion f kuvaaja.

y = f(z)

40

S SN

40
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486B. Merkitiédn aikaa tunteina kirjaimella z. Eerikan ja lisakin etdisyys saadaan
Pythagoraan lauseella. Alkutilanteessa Eerika on 3,0 km:n paéssi
risteyksesta ja lisak 3,5 km:n pééssa risteyksesta.

Eerika etenee nopeudella 8 km/h, joten hénen etdisyytensé ¢ tunnin kulutta
risteyksestd on 3,0 — 8.

lisak etenee nopeudella 6,0 km/h, joten hinen etdisyytensa ¢ tunnin
kuluttua risteyksestd on 3,5 — 6¢.

Piirretddn mallikuva. Tisabbi
3,5 — 6t
Muodostetaan etdisyyden lauseke 1
Pythagoraan lauseella:
e(t)=+J(3-81)* +(3,5-61)". 3-8t
=l Eerika

Etiisyys on pienimmillidin, kun juurrettava (3 — 8¢)* + (3,5 — 6)* on
pienimmilldén.

Sievennetiin lauseke (3 — 8¢)* + (3,5 — 6)* sopivalla ohjelmalla. Saadaan
1007 — 90z + 21,25.

Lausekkeen 1002 — 90z + 21,25 kuvaaja on ylospiin aukeava paraabeli,
joten se saavuttaa pienimméan arvonsa huipussaan.

Derivoidaan lauseke 1007 — 907 + 21,25.
Derivaatta on 2007 —90.

Lasketaan derivaatan nollakohta yhtélostd 200z — 90 = 0
Derivaatan nollakohta on ¢ = 0,45.

Etiisyys on siis pienimmilléédn, kun aikaa on kulunut 0,45 h =27 min.
Etdisyys on tilldin e(0,45)=+/(3—8-0,45)> +(3,5-6-0,45)* =1.

Vastaus: 27 minuutin kuluttua, 1 km
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487A. Derivoidaan funktio f(x) = x° + 10x* — 3x kaksi kertaa.

fx) =5x*+20x -3
f"(x) =20x"+20

Ratkaistaan yhtild 20x° + 20 = 0.

20x° +20=0
20x° =20
X =
x=-1

Valitaan pisteet kohdan x = —1 molemmilta puolilta ja lasketaan funktion
f " arvot niissé.

f"(=2)=20-(-2)*+20=—140<0
f"(0)=20-0°+20=20>0

Funktion /" arvot ovat eri merkkiset nollakohdan eri puolilla, joten kohta
x =—1 on kéénnekohta.

Lasketaan pisteen y-koordinaatti.
y=(-1P°+10-(-1-3-(-1)=12
Kédnnepiste on piste (—1, 12).

Piirretdén kuvaaja.

-3 -25 -2 -15 -1 05 0 05 1 15 2

y=2"+102% - 3z 2
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Vastaus: (-1, 12)

20 ky

18

16

14

12

10

8

6

4

2

=
-3 -25 -2 -15 =1 -05 0 05 1 15 2

y:15+1012~31 -2
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488B. Sievennetdin ohjelmalla funktion f* lauseke.
f(k) = (2k—1,5)*+ (3k — 2,6)> + (6k — 4,6)* = 49k* — 76,8k + 30,17

Funktio /" on toisen asteen polynomifunktio, jonka toisen asteen termi on
positiivinen. Funktion /" kuvaaja on siis ylospdin aukeava paraabeli.
Funktion f* saa pienimmén arvonsa huipussa. Huippuun piirretty tangentti
on vaakasuora. Vaakasuoran suoran kulmakerroin on 0. Mééritetdin siis
derivaatan nollakohta.

Funktion f (k) = 49k* — 76,8k + 30,17 derivaatta on f'(k) = 98k — 76,8.
Lasketaan ohjelmalla derivaatan nollakohta yhtélostd f'(k) = 0.

. . 192
Ratkaisuksi saadaan k =-—==.
245
Piirretddn kuvio.
Ay
5
4
: o2
! Y= 95"
2
b
X
1 2 3 4 5 6 7
192
Vastaus: £k =—==,
245
Ay
192
E A = o5 i
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489B. Kayrd y = (x + 1)(x + 3)(x — 4) leikkaa x-akselin, kun y = 0. Mééritetdan
ohjelmalla x-akselin leikkauskohdat yhtdlosta (x + 1)(x + 3)(x — 4) = 0.
Ratkaisuksi saadaan x = —3, x = —1 tai x = 4. Keskimmainen x-akselin
leikkauskohta on x = —1.

Suoran ja x-akselin vélisen leikkauspisteen

terdvakulma o saadaan yhtdlostd tan a = %,
jossa k on suoran kulmakerroin.

Madritetdén keskimmaiiseen x-akselin leikkauspisteeseen piirretyn
tangentin kulmakerroin.

Merkitdan f(x) = (x + 1)(x + 3)(x — 4).
Sievennetddn ohjelmalla funktion /" lauseke.

fO)=x+DE+3)Hx—4)=x"—13x—12

Derivoidaan funktion £

fx)=3x-13

Lasketaan derivaatan arvo kohdassa x = —1.
f1)=3-1"-13=-10

Tangentin kulmakerroin kohdassa x =—1 on —10.

Ratkaistaan kysytty kulma tangentin avulla.

tana = —TIO
a=-84,289...°
a~—84,3°

Vastaus: —84,3°
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490B. a) Kiyrille y = —x° + x> + 3x piirretty tangentin kulmakerroin on
lausekkeen —x* + x* + 3x derivaatta. Merkitin f(x) = —x* + x* + 3x.

Derivoidaan funktio f.
fx)=-3x*+2x+3

Kiyrin y = —x’ + x* + 3x tangentin kulmakerroin on suurin kohdassa,
jossa derivaatan f'(x) = —3x* + 2x + 3 arvo on suurin.

Funktio /' on toisen asteen polynomifunktio, jonka toisen asteen termi
on negatiivinen. Funktion /' kuvaaja on siis alaspéin aukeava
paraabeli. Funktio /' saa suurimman arvonsa huipussa. Huippuun
piirretty tangentti on vaakasuora. Vaakasuoran suoran kulmakerroin on
0. Médéritetddn siis derivaatan nollakohta.

Funktion f'(x) = —3x* + 2x + 3 derivaatta on /"(x) = —6x + 2. Lasketaan
ohjelmalla derivaatan derivaatan nollakohdat yhtalosta

f"(x) = 0. Ratkaisuksi saadaan x = % .

Funktion f arvo kohdassa x =% on f (%) = %, joten tangentin
1 29)

kulmakerroin on suurin pisteessa (E’f

Vastaus: (l 2)

3727
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1
3

)10
3

b) Tangentin kulmakerroin kohdassa x = 3 on f!

Tangentin yhtdloé on muotoa y = %x + b . Sijoitetaan pisteen (%,g—g)
koordinaatit suoran yhtéloon ja ratkaistaan siitd ohjelmalla

vakiotermi b.

2_10 1
27°3°3%0
__ L
b==53

10 1

—X——

Tangentin yhtélo on y = 3 27

10 1

Vastaus: y = 357
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491B. Funktion p(x)=1+%x—%x2 +%x3 derivaatta on
(=L _1,,.3 2
p()c)—2 4x+16x.

Funktion p(x) derivaatta kohdassa x = 0,5 on p'(0,5) = 0,421...

Funktion f* derivaatta kohdassa x = 0,5 on

£1(0,5) = % = 0,408...

1+0,5

Lasketaan, kuinka monta prosenttia polynomifunktion p derivaatan arvo
on funktion /" derivaatan arvosta kohdassa x = 0,5.

0,421... ) 0
0,408... =1,03337...=103,337...%

Polynomifunktion p derivaatan arvo kohdassa x = 0,5 poikkeaa funktion f
derivaatastal03,337... % — 100 % = 3,337... % = 3,34 %.

Piirretdén funktioiden f(x) ja p(x) kuvaajat valilla [-1, 1].
by

1.4
=2,

\a

02 04 06 0.8 1
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492B. Piirretdédn leikkauskuva pallosta ja kartiosta. Merkitdan kuvaan kartion
pohjan etdisyyttd pallon keskipisteestd kirjaimella x ja kartion pohjan
sddettd kirjaimella 7.

w

- -

/7

8

- -

(

Kartion tilavuus on V = %mﬂh, kun » on pohjan séade ja & korkeus.

Muokataan tilavuuden lauseke sellaiseen muotoon, etté siind on vain yksi
muuttuja. Télldin kartion suurin tilavuus voidaan méaarittdd derivaatan
avulla.

Kartion korkeus on 2 =x + 3.

Kartion pohjan sidde 7, kartion pohjan etdisyys pallon keskipisteestd x ja
pallon séde 3 muodostavat suorakulmaisen kolmion. Muodostetaan
Pythagoraan lauseen avulla yhtilo ja ratkaistaan siité tilavuuden
lausekkeessa esiintyvi 7.

P+xt=3?
=9 —x

Sijoitetaan & = x + 3 ja 7> = 9 — ¥ tilavuuden yhtiloon ¥ = %nrzh.

v =%n(9—x2)-(x+3) =%n(—x3 -3x* +9x+ 27)

Kartion tilavuus noudattaa funktiota
Vi(x)= %n(—)f —-3x" +9x + 27).
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Kartion korkeus ei voi olla negatiivinen, joten x + 3 > 0 eli x > —3.

Kartion korkeus ei voi olla suurempi kuin pallon halkaisija, joten x + 3 <6
eli x < 3. Koska funktio ¥ on polynomifunktio, se saa suurimman arvonsa
joko suljetulla vélilla [-3, 3] olevassa derivaatan nollakohdassa tai vilin
péétepisteessa.

Funktion ¥ derivaatta on 7' (x) = n(—x" — 2x+ 3). Mairitetddn derivaatan

nollakohdat ohjelmalla yhtilostd V'(x) = 0. Yhtdlon ratkaisuksi saadaan
x=-3taix=1.

Lasketaan funktion J arvot vilin paétepisteissa ja vilille kuuluvassa
derivaatan nollakohdassa.

V(-3)=0
_32__
V)= = 33,510...~ 33,51
V3)=0
Kartion suurin tilavuus on %n ~33,51.

Vastaus: %n ~ 33,51
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12 TODENNAKOISYYSJAKAUMIA

493A. a) Vaatekoon mahdollisia havaintoarvoja ovat esimerkiksi S, M, L tai 36,
42, 52. Tallaiset muuttujan arvot ovat diskreetteja.

Vastaus: diskreetti
b) Lampdétila-asteikko kylmad, viiled, lammin, kuuma on diskreetti.
Vastaus: diskreetti

¢) pH-asteikko on jatkuva, koska pH voi saada minké tahansa arvon
tietylta valilta.

Vastaus: jatkuva

d) Rasvapitoisuus, kun yksikkénd on grammaa per litra, on jatkuva, koska
mittaustulos voi saada minkd tahansa arvon tietyltd valilta.

Vastaus: jatkuva
e) Kyselyn vastaukset asteikolla 1,2,3,4,5 on diskreetti.
Vastaus: diskreetti

f) Kissan punnitustulos vaa’alla voi saada minka tahansa arvon tietylta
vililtd, joten se on jatkuva.

Vastaus: jatkuva
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494A. Heitetty tulitikkuaski jai raapaisupinta alaspdin todennékoisyydelld
p =0,3. Kun heitetéén askia n = 10 kertaa ja halutaan laskea
todenndkdisyys sille, ettd aski jad k = 5 kertaa ylospdin, on kysytty

I 10 15(1)105_10 (i)s (l)s
todennékdisyys (5) (10) 70 =15 ]135] |16
Tilanne A ja todennékdisyys I kuuluvat siis yhteen.

Jos laatikossa on 30 valkoista ja 70 mustaa palloa, pallojen kokonaismééra
on 30 + 70 = 100. Todennikoisyys sille, ettd satunnainen laatikosta otettu

pallo on musta, on p = % Todennikoisyys sille, ettd kymmenesta

nostetusta pallosta kaikki ovat mustia, on

[ ol (Sl

kun nostettu pallo palautetaan laatikkoon ennen seuraavan pallon
nostamista. Tilanne B ja todennékdisyys III kuuluvat siis yhteen.

Kolme kymmenesté arvasta on voittoarpoja, joten todennékoisyys sille,
ettd arpa on voittoarpa, on p = % Todenndkoisyys sille, ettd kymmenen
arvan joukossa on tdsmilleen kolme voittoarpaa, on

[5)Go) o)

Tilanne C ja todennékdisyys II kuuluvat siis yhteen.

Vastaus: A: I, B: III, C: II
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495B. Satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa N(165, 6).
a) Madritetdédn kysytty todenndkoisyys ohjelmalla.

140 180 1890
u=165 o=6
/1 Normaalijakauma b
u 165 g6
JHH

P(X = [EE )= 02023

P(X<160)=0,2023 = 0,20
Vastaus: 0,20

b) Mairitetdén kysytty todennikoisyys sopivalla ohjelmalla.

140 150 180 190
u=165 o=6
/|Normaalijakauma ~
g 165 a |6
| H
P(|160 <X = )= 05953

P(160 <X <170)=0,5953 = 0,60

Vastaus: 0,60
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¢) Madritetddn kysytty todennékoisyys sopivalla ohjelmalla.

140 145 150 155 160 165 170 175 180 185 190

p=165 o=6
 Normaalijakauma <]
B 165 o 6
4 JIBJ(E
P( 170 <X)= 0.2023

P(X> 170) = 0,2023 = 0,20

Vastaus: 0,20

496B. a) Lasketaan kertolaskusidénnélld todennédkdisyys, ettd seuraavat viisi

joulua ovat valkeita.
P(seuraavat viisi joulua ovat valkeita) = 0,67° = 0,135... = 0,14.

Vastaus: 0,14

b) Kyseessd on toistokoe, joten kdytetddn binomijakaumaa,
P(tapahtuma A tapahtuu tdsmélleen k kertaa) = (Z) ph(=p)t.
Toistojen lukuméérd on n =5, k= 3 ja todenndkdisyys p = 0,67.

P(viidestd joulusta kolme on valkeita) = (g) -(0,67)’ -(1-0,67)"

_ (g) -(0,67) -(0,33)°

=0,327...
~ 0,33

Vastaus: 0,33
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497B. Satunnaismuuttuja Z noudattaa normitettua normaalijakaumaan.
Normitetussa normaalijakaumassa keskiarvo on 0 ja keskihajonta 1.
a) Madritetddn kysytty todennékoisyys sopivalla ohjelmalla.

-4 4
u=0 o=1
/7 Normaalijakauma b
p |0 al
HHE
P(X=<|15 )= 09332

P(Z<1,5)=0,933...~0,93
Vastaus: 0,93

b) Méiiritetddn kysytty todennikoisyys sopivalla ohjelmalla.

p=0 o=1

“|Normaalijakauma b

P(Z <-2,5)=0,0062 = 0,006

Vastaus: 0,006
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¢) Maidritetddn kysytty todennékoisyys sopivalla ohjelmalla.

7 ) 4
u=0 o=1
Z‘” Normaalijakauma v|
bo o
8=

Pl2s  <x<[B  |=o9r
P(-2,5<Z<1,5)=0927... 0,93

Vastaus: 0,93
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498B. Satunnaismuuttuja noudattaa normitettua normaalijakaumaa Z ~ N(0, 1).
a) P(Z<z)=0,90. Etsitdén rajaa, jonka alapuolella on 90 % jakaumana
pinta-alasta.

Sopivalla ohjelmalla saadaan tillaiseksi rajaksi 1,2816 =~ 1,28.

-4 2 4
p=00000 o=10000

7 Normaalijakauma N
p |0.0000 @ |1.0000
JHH

P(X=< 12816 )= DEDON

Vastaus: z= 1,28

b) P(Z>z)=0,20. Etsitdén rajaa, jonka ylidpuolella on 20 % jakaumana
pinta-alasta.
Sopivalla ohjelmalla saadaan tillaiseksi rajaksi 0,8416 = 0,84.

-4 2 0 2 4
§=00000 ©=1.0000

/" Normaalijakauma b
y 0.0000 o 1.0000
l= 3]

P(|0.84162 | =< X )= (N0

Vastaus: z= 0,84
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499B. a) Otoksesta saatu massojen keskiarvo on 141 marjaa neliometrilla ja
keskihajonta 50 marjaa. Otoksen koko on n = 215. Médritetddn
ohjelmalla marjojen mééran keskiarvon 95 %:n luottamusvili. Koska
otoskoko on suuri, voidaan kéyttda joko normaalijakaumaa tai ¢-
jakaumaa. Kdytetddn tdssi t-jakaumaa.

Keskiarvon T-Estimaatti s

Luottamustaso 0.95

Otos
Keskiarvo 141
s 50
N 215
Tulos

Keskiarvon T-Estimaatti

Keskiarvo 141
S 50
S 3.41
N 215
df 214

Alaraja 134.2786
Ylaraja 147.7214
Vali 141 £ 6.7214

Keskiarvon 95 %: luottamusvili on [134,278...; 147,721...].

Pydristys pitdd luottamusvélissd tehdd kauemmas keskiarvosta, joten
luottamusvili on yhden marjan tarkkuudella
[134 marjaa; 148 marjaal.

Vastaus: [134 marjaa, 148 marjaa]
b) Virhemarginaali on luottamusvilin pituus jaettuna kahdella.

Luottamusvélin pituus on 148 — 134 = 14, joten virhemarginaali on

% =7 marjaa neliometrilla.

Vastaus: 7 marjaa nelidmetrilld
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500B. Kyseessd on toistokoe, joten kdytetdin binomijakaumaa,

P(X=k>=(,’§).pk (1-p) .

a) Toistojen lukuméérd on n =4, k= 2 ja todennékdisyys p = %

3 3 4 1 2 1 4-2 3 6 3
P(X_Z)_(z)-(f) (1 2) =8.-0,375
Vastaus: 0,375

1

b) Toistojen lukuméérd on n = 20, k= 10 ja todenndkdisyys p = >

10 20-10
P(X =10) = (fg)(%) -(1—%) ~0,1761...~ 0,176

Vastaus: 0,176

501B. Kyseessd on toistokoe, joten kdytetddn binomijakaumaa,

P(X=k)=(,’j)-pk (1-p)"".

a) Toistojen lukuméérd on n =5, k=2 ja todennékoisyys p = %

1)2.( _1)5‘2_ 625 _
6

5
P(X_z)_(z)-(g = 355g = 0-1607..~ 0,161

Vastaus: 0,161
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b) Toistojen lukumééréd on n = 20, k= 2,3,4 tai 5 ja todennékoisyys

_1
p=5-

Ohjelma antaa todenndkoisyydeksi P(X >2)=0,1962...~0,196.

/| Binomijakauma b
n |5.000000 p 0.16666€
1 H(H

P(/2.000000 = X )= 0.1962448:

Vastaus: 0,196

502B. Kyseessd on toistokoe, joten kéytetdin binomijakaumaa, jossa toistojen
lukuméard on n = 21. Koska levyerdssi on kaksi virheellistd, siind on 21 —
2 =19 virheetdntd, joten k£ = 19 ja todennékdisyys p = 0,99.

P(X =k)= (Z) (1= p)t

P(X =19)= (1291)-0,9919 -(1-0,99)"" =0,0173...~ 0,017

Todenndkoisyys voidaan myds méérittdd ohjelmalla.

~ Binomijakauma B
n 21 p 0.99
1B E
P( 19 <X= 19 )= 0.0173

Vastaus: 0,017
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503B. Pituus X noudattaa normaalijakaumaa N(180,0; 5,8). Mairitetdan kysytty
todennikoisyys P(X > 200) sopivalla ohjelmalla.

160 170 180 190 200
p=180 o=58

/| Normaalijakauma ~

p [180.00 | ¢ 5.8000

= X)=0.0002820"

30-vuotiaista michistd 0,000282... =~ 0,00028 = 0,028 % on
yli kaksi metrid pitkia.

Vastaus: 0,028 %
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504B. Madritetddn ohjelmalla puolueen A kannattajien 95 %:n luottamusvili,
kun kannattajien osuus otoksesta on 96 ja otoskoko 500.

Suhteen Z-estimaatti ™

Luottamustaso 0.95

Otos
Onnistumiset 96
N 500
Tulos

Suhteen Z-estimaatti

Onnistumiset 96
N 500
S 0.0176145394
Alaraja 0.1574761371
Yléraja 0.2265238629
Vali 0.192 + 0.0345238629

Puolueen A kannattajien osuus on [15,7 %; 22,7 %].

Madritetdén ohjelmalla puolueen B kannattajien 95 %:n luottamusvili,
kun kannattajien osuus otoksesta on 49 ja otoskoko 500.

Suhteen Z-estimaatti B

Luottamustaso 0.95

Otos
Onnistumiset 49
N 500
Tulos

Suhteen Z-estimaatti

Onnistumiset 49
N 500
S 0.0132963153
Alaraja 0.0719397009
Ylaraja 0.1240602991
Vali 0.098 + 0.0260602991

Puolueen B kannattajien osuus on [7,1 %; 12,5 %].

Vastaus: puolue A [15,7 %; 22,7 %], puolue B [7,1 %; 12,5 %]
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505B. Massa X noudattaa normaalijakaumaa N(204; 6). Méadritetddn kysytty
todennikoisyys P(X < 200) sopivalla ohjelmalla.

210 200 230
p=20400 o=6.0000

/7 Normaalijakauma 2

o 20400 | o 6.0000
HIHE

P(X < BN )= 0.25249
Pakkausten massoista 0,2524... = 0,252 = 25,2 % oli alle 200 g.

Madritetdén kysytty todennédkdisyys P(200 < X <210) sopivalla

ohjelmalla.
180 190 200 210 220 230
u=20400 o=6.0000
/7 Normaalijakauma >

p (204.00 | o |6.0000

1HE

=X = 21000 )= 0.58885

Pakkausten massoista 0,5888... = 0,589 = 58,9 % oli vililla 200 g-210 g.

Vastaus: 25,2 prosentilla, 58,9 prosentilla
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506B. Olkoon satunnaismuuttuja X kuulantyontdjén tulos. Talloin
X ~N(18,70; 0,30). Maéritetddn ohjelmalla todennékdisyys sille, ettd
aiempien kilpailutulosten perusteella kuulantyontdjéan tulos on véhintéén
yhtd hyvé kuin maailmanmestaruuskilpailuissa eli P(X > 19,52).

17.5 18 18.5 19 19.5 20
p=187 o=03
 Normaalijakauma B
p 18.7 o 03
1 JIH/LE

P( 19.52 <X)= 0.0031348¢

Kuulantyontéjén tulos on aiempien kilpailutulosten perusteella vahintédén
yhtd hyvé kuin maailmanmestaruuskilpailussa saavutettu tulos
todennikoisyydelld 0,00313... = 0,003.

Vastaus: 0,003
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507B. a)

b)

Yhdessi nostossa tapahtuman A = kortti on hertta” todenndkdisyys on

i. Satunnaismuuttuja X = “nostettujen herttojen lukumééra” noudattaa

binomijakaumaa, jossa toistojen lukuméérd on n =4 ja

todenndkdisyys p = i
Lasketaan satunnaismuuttujan X arvoja k=0, 1, 2, 3 ja 4 vastaavat
todennikdisyydet.

P(X = k)= (Z) (1= )

_oy=|[4 LO(_L)”_SI_ o
P(X—O)—(O) (4) -] =556=0.3164%0.316
N 1) "' 27 N
P(X=1)= (4) (1 4) =25 =0.4218.~0,422

4
1
v [4) (1Y 17227 N
P(X—Z)—(z)-(z) -(1—1) =21 =0,2109..50,211
3 3 4 1 3 1 473_ 3 3 5
P(X—3)—(3)-(4) -(1 4) = 2= 0,04687...% 0,0469
Px =4)=[* -(1)4-(1—1)4_4 =L _0,003906... ~0,00391
~ 4\ 4] T 256 T
Vastaus:
X 0 1 2 3 4

Todenndkoisyys | 0,316 | 0,422 | 0,211 | 0,0469 | 0,00391

Lasketaan odotusarvo sijoittamalla odotusarvon lausekkeeseen n = 4 ja

_1
P=7

—ap=4.1_
,u-np—44 1

Lasketaan keskihajonta sijoittamalla keskihajonnan lausekkeeseen

n=4ja p=%.

s=Jnp(=p) = /4%-(1—%) — 0,8660... ~ 0,866

Vastaus: 4 =1jas = 0,866
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508B. a) Talitiaisen massa noudattaa normaalijakaumaa N(19; 5). Lasketaan
todennikoisyys, ettd tiaisen massa on vihintddn 21 g. Sopivalla
ohjelmalla todennékoisyydeksi saadaan
0,3445...=34,45... % =34 %.

0 10 20 30 40
u=19.000 o=50000

/] Normaalijakauma ~

p [19.000 | o |5.0000

=< X )= |0.34458

Satunnaisesti valitun tiaisen massa on védhintdan 21 g 34 %:n
todennikoisyydella.

Vastaus: 34 %

b) Lasketaan 40 tiaisen otoksen keskiarvon keskivirhe.
Otoskoko on n = 40 ja keskihajonta s = 5, joten keskiarvon keskivirhe
on

S I 0,790...

s
T Vo
Keskiarvon keskivirhe on 0,790... g= 0,79 g.

Vastaus: 0,79 g
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¢) Otoksen keskiarvo noudattaa normaalijakaumaa, jonka odotusarvona
on perusjoukon keskiarvo 19 g ja keskihajontana keskiarvon keskivirhe
0,790... g.

Lasketaan todenndkoisyys, ettd 40 tiaisen otoksen keskimassa on
véhintddn 21 g. Sopivalla ohjelmalla todennikoisyydeksi saadaan
0,00570...=0,570... % = 0,57 %.

16 17 18 19 20 21 22
p=19.000 o=079050

7] Normaalijakauma 7

p [19.000 | ¢ 0.79050

=113

P(|eBssl] | =< X)= 00057024

Satunnaisesti valitun 40 tiaisen massojen keskiarvo on véhintéén 21 g
0,57 %:n todennikdisyydella.

Vastaus: 0,57 %
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VAHVISTA OSAAMISTA

509B. Lasketaan Alinan ja Bertan tulosten normitetut arvot.
Lukiossa A keskiarvo oli 72 pistettd ja keskihajonta 9,2 pistetta.

82-72
9,2

Alinan tuloksen normitettu arvo lukiossa A on =1,0869....

Lukiossa B keskiarvo oli 72 pistetté ja keskihajonta 6,8 pistetta.

80-72

6.8 =1,176....

Bertan tuloksen normitettu arvo lukiossa B on

Koska Bertan normitettu arvo 1,176... on suurempi kuin Alinan 1,0869...,
Bertta menestyi paremmin oman lukionsa tasoon verrattuna.

Niiden osuus lukion B opiskelijoista, jotka menestyivit kokeessa
keskiarvoa paremmin mutta huonommin kuin Bertta, saadaan
madrittimalla sopivalla ohjelmalla normaalijakauman avulla
todenndkoisyys P(72 <X <80)=0,380...~ 0,38 =38 %

40 50 60 70 80 90 100
p=72000 o=6.8000

7 Mormaalijakauma ~
y 72000 | o 6.8000
HHH

P([72000 =X = RN )= 038030
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Niiden osuus lukion A opiskelijoista, jotka menestyivit kokeessa
paremmin kuin Alina, saadaan mééarittdmaélla sopivalla ohjelmalla
normaalijakauman avulla todenndkoisyys

P(X >82)=0,138...0,14=14 %

30 40 50 60
u=72 0=92
/1 Normaalijakauma B
y |72 o (92

=< X)=10.1385

Vastaus: Bertta, 38 %, 14 %
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510B. Etsitddn normaalijakaumalta N(100, 24) raja, jonka alapuolella on 98 %
jakauman pinta-alasta.

50 150 200
p=100.00 o=24.000

A MNormaalijakauma VI

W 100.00 | o 24000 |

El]=15]

P(X= 14920 )= HEERNN |

Ohjelmalla saadaan téllaiseksi rajaksi 149,29.... Koska 149 ei riit4,
pyoOristetddn dlykkyysosamadrin arvoksi 150.

Vastaus: vahintdan 150
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511B. Mitd enemman tulee ajokilometreja, sitd pienemmaéksi todenndkoisyys
muuttuu, ettd sytytystulppa kestéé. Etsitddn normaalijakaumalta
N(25 000 km, 2000 km) raja, jonka ylépuolella on 95 % jakauman pinta-
alasta.

Sopivalla ohjelmalla saadaan téllaiseksi rajaksi 21 710 km =~ 21 700 km.
Joten 21 700 kilometrin jilkeen tulpan toimintavarmuus laskee alle 95
prosentin.

6000 1800020000 22000240002600028000 3000032000 3400(
p=25000 0=2000.0

7| Normaalijakauma n7
u (25000 | © 20000
1HME

P(|21710

Vastaus: 21 700 km:n jélkeen
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512B. Sopivalla ohjelmalla saadaan kurssin A keskiarvoksi 7,147... ja

keskihajonnaksi 1,893....

n 34
Keskiarvo | 7.1471
a 1.865
5 1.8931
2X 243
e 1855
Min 4

Q1 G
Mediaani |7

Q3 8

Max 10

Kurssin A arvosana 6 on normitettuna 1893

Ohjelmalla saadaan kurssin B keskiarvoksi 8,684

1,335....

n 19
Keskiarvo | 8.6842
a 1.2999
s 1.3355
X 165
2 1465
Min 6

Q1 8
Mediaani |9

Q3 10
Max 10

Kurssin B arvosana 7 on normitettuna 1335

6—7,147...

7-8,684...

=-0,605...

... ja keskihajonnaksi

=-1,261...

Koska kurssin A normitettu arvo pienemman etdisyyden padssi
keskiarvosta sen alapuolella, opiskelija menestyi kurssilla A paremmin

suhteessa kurssitovereihinsa.

Vastaus: kurssissa A
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513B. Kohdan A aika 2 h 15 min = 135 min on normitettuna

135-125 _4

10 '
Todenndkoisyys P(korkeintaan 2 tuntia 15 minuuttia) = P(Z < 1), joten A
ja IV kuuluvat yhteen.

Ohjelmalla saadaan P(Z < 1) =0,841...~ 0,84.

4 -2 2 4
p=00000 o =10000

7 Normaalijakauma e

p 00000 | o [1.0000

1HE
K@%l 1.0000 )= 084134
Kohdan B aika 2 h = 120 min on normitettuna % =-0,5.

Todenndkdisyys P(vahintdin kaksi tuntia) = P(Z > —0,5), joten B ja II
kuuluvat yhteen.

Ohjelmalla saadaan P(Z >-0,5) = 0,691...= 0,69.

_4 2 4

p=0.0000 o=1.0000

| Normaalijakauma »
p |0.0000 | o |1.0000
HEE

P RERRNG < X )= 069146
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Kohdan C aika 2 h 10 min = 130 min on normitettuna % =0,5.
150125 _ 2.5,

Aika 2 h 30 min = 150 min on normitettuna 0

Todennédkoisyys P(2 h 10 min — 2 h 30 min) = P(0,5 < Z< 2,5), joten C
ja I kuuluvat yhteen.

Ohjelmalla saadaan P(0,5 <Z<2,5)=0,302...~0,30.

-4 -2 0 2 4
p=00000 o=10000

/| Normaalijakauma >
p |0.0000 o 1.0000
1 E

P(|0.50000 =X = sy

)= 0.30233

105-125 _ ,

Kohdan D aika 1 h 45 min = 105 min on normitettuna 10

135-125 _

10 L

Aika 2 h 15 min = 135 min on normitettuna

Todennékodisyys P(1 h45 min—2 h 15 min) = P(-2 < Z< 1), joten D ja
III kuuluvat yhteen.
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Ohjelmalla saadaan P(-2<Z<1)=0,818...=0,82.

2 5 2 4
u=0.0000 o=1.0000
Z|| Normaalijakauma V|
g 0.0000 o [1.0000
HEMHE

P(-20000 |<x < [[EEEE |)= 081859

Vastaus: A: IV ja 0,84, B: 11 ja 0,69, C: Ija 0,30, D: III ja 0,82
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514B. Merkitddn tapahtuma 4 = ainakin yhdell4 heitolla tulee ykkonen, tilldin
A:n vastatapahtuma on A = yhdellikéin heitolla ei tule ykkosti.

Yhdessé heitossa ykkosen todennikdisyys on 1 ja todenndkoisyys, etti ei

6
oo D
tule ykkostd on 3
_ 5\10 _ 5\10
P(A):(g) —0,161..., joten P(A):I—P(A):l—(g) _0,838...

Olkoon satunnaismuuttuja X pelissd yhdessé kierroksella saatu voitto.
Muodostetaan satunnaismuuttujan X todennikdisyysjakauma.

Saatu voitto (mk) Todennékoisyys
—2000 0,338...
10 000 0,161...

Satunnaismuuttujan X odotusarvo on
w=0,838... - (—2000 mk) + 0,161 - 10 000 mk
=-61,933 mk
~-61,93 mk.

Vastaus: —61,93 markkaa
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515B. Lasketaan ohjelmalla 95 %:n luottamusvéli virheellisten tuotteiden
suhteelliselle osuudelle, kun virheellisten tuotteiden mééra on 20 ja
otoskoko on 200.

<>

Suhteen Z-estimaatti

Luottamustaso 0.95

Otos
Onnistumiset 20
N 200|
Tulos
Suhteen Z-estimaatti
Onnistumiset 20
N 200
S 0.0212132034
Alaraja 0.0584228853
Ylaraja 0.1415771147
vali 0.1 £ 0.0415771147

Luottamusvili on [0,058422...; 0,141577...].

Lasketaan, kuinka monta virheellistd tuotetta on 10 000 kappaleen tuote-
erdssd 95 %:n todenndkoisyydella.

[0,058422... - 10 000; 0,141577... - 10 000] = [584,22...; 1415,77...]

Pydristys pitdd luottamusvélissd aina tehdd kauemmas keskiarvosta, joten
luottamusvili on [584, 1416].

Vastaus: [584, 1416]
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516B. Olkoon satunnaismuuttuja X pisteméaérd. Talloin X~ N(27,36; 12,33).

a) Etsitdén ohjelmalla raja, jonka yldpuolella on 5 % jakauman pinta-

alasta.
-20 0 20 40 80 80
pu=27.360 0=12230
/| Mormaalijakauma ™

W 27360 0 12230
Ell=13

P(|47477 =X)=

Ohjelmalla saadaan téllaiseksi rajaksi 47,477.... Koska rajan
yldpuolella pitéd olla enintdén 5 %, pyoOristetdén laudaturin rajaksi
48 pistetta.

Vastaus: 48 pistetti
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b) Lasketaan ohjelmalla, milld todennidkoéisyydelld muuttujan arvo on
vahintdin 12.

-20 20 40 50 80
p=27.360 0=12.230

Z“ Normaalijakauma V‘

o o2z |
1/HE

<x)- osssas

Ohjelmalla saadaan P(X > 12) = 0,8954...= 0,895 = 89,5 %.

Vastaus: 89,5 %
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517B. a) Maédritetddn luottamusvali Niiniston kannatukselle, kun suhteellinen
osuus otoksessa on p = 0,72, otoskoko n = 1363 ja 95 %:n
luottamusvilin kriittinen arvo on 1,96.

[P — kriittinen arvo - M, p + kriittinen arvo - |2~ —£/ 1=p) }

n

o [0.72:(1-0,72) .\/0,72-(1—0,72)
[0,72 1,964/—1363 10,7241,96+ | =g

=[0,72-0,0238...; 0,72 +0,0238...]
~[0,6961...; 0,7438..]
~[69,6%; 74,4 %]

Luottamusvélin voi médrittdd myds ohjelmalla.

Suhteen Z-estimaatti B

Luottamustaso 0.95

Otos
Onnistumiset 981.36

N 1363

Tulos

Suhteen Z-estimaatti

Onnistumiset 981.36
N 1363
S 0.0121617854
Alaraja 0.6961633386
Ylaraja 0.7438366614
Vvali 0.72 + 0.0238366614

Vastaus: [69,6 %; 74,4 %]



Huippu Kertaus ¢ Tehtévien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

b) Mairitetddn luottamusvéli Haaviston kannatukselle, kun suhteellinen
osuus otoksessa on p = 0,11, otoskoko n = 1363 ja 95 %:n
luottamusvilin kriittinen arvo on 1,96.

[P — kriittinen arvo - @, p + kriittinen arvo - |2~ —£/ 1=p) }

n

~ 0,11-(1-0,11)_ \/0,11'(1—0,11)
[0,11 1,96,/—1363 10,724 1,96+ | = rr—

=[0,11-0,01661...; 0,72 +0,01661...]
=[0,0933...; 0,1266...]
~[9,3%; 12,7 %]

Luottamusvélin voi médrittdd myds ohjelmalla.

Suhteen Z-estimaatti s
Luottamustaso 0.95
Otos
Onnistumiset 149.93|
N 1363
Tulos
Suhteen Z-estimaatti
Onnistumiset 149.93
N 1363
S 0.0084750724
Alaraja 0.0933891633
Ylaraja 0.1266108367
vali 0.11 + 0.0166108367

Vastaus: [9,3 %; 12,7 %]
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¢) Tutkimuksessa on ilmoitettu virhemarginaaliksi +1,9

prosenttiyksikkoa, joten Niiniston kannatuksen alaraja olisi silloin
72 % —1,9 % =70,1 % ja yldraja 72 % + 1,9 % = 73,9 %.

Haaviston kannatuksen alaraja olisi 11 % — 1,9 % = 9,1 % ja yléraja
11%+1,9%=12,9 %.

Rajat ovat prosenttiyksikon tarkkuudella samat kuin a-kohdassa.

Vastaus: Ne ovat prosenttiyksikon tarkkuudella samat.

518B. Sopivalla ohjelmalla ndhddén, ettd normitetussa normaalijakaumassa
muuttujan arvon z = —1,644... ylipuolella on 95 % pinta-alasta.

4 f 2 ]
1=0.0000 o=1.0000

/7 Normaalijakauma v
p |0.0000 | o 1.0000

A/EIE

P(|-16449 |<X)= WEEN

Muodostetaan arvon z = —1,644.. ., keskihajonnan s = 8,0 ja sokeripussin
painon x = 1000 avulla yhtild, josta ratkaistaan koneelle asetettava
keskiarvo x .

1000-x _
~80 1,644....
Yhtéilonratkaisutoiminnolla saadaan x =10013,159...~1013.

Sokeripussin painoksi tulee asettaa koneeseen 1013 g.

Vastaus: 1013 g
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519B. Sopivalla ohjelmalla ndhddén, ettd normitetussa normaalijakaumassa
muuttujan arvon z =—1,644... alapuolella on alle 5 % pinta-alasta.

-4 -2 0 2 4
§=00000 ¢=10000

/|Normaalijakauma A
p (0.0000 | o 1.0000
JHH

P(X = -16449 YElI0 050000

Muodostetaan arvon z = —1,644..., keskiarvon X =80 ja muuttujan arvon
x =75 avulla yhtilo, josta ratkaistaan keskihajonta s.

75+80——1,644....

Yhtilonratkaisutoiminnolla saadaan s = 3,039...~ 3,04.
Hajonta saa pintapainossa olla enintéin 3,04 g/m’.

Vastaus: 3,04 g/m*
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520B. a) Lasketaan 95 %:n luottamusvéli autojen nopeuksien keskiarvolle, kun
nopeuksien keskiarvo oli X =97,75 km/h, keskihajonta
s = 10,70 km/h ja otoksen koko n =4190. 95 %:n luottamusvilin

Kkriittinen arvo on 1,96.

% — kriittinen arvo -——, X + kriittinen arvo i}
[ Jn Jn
10,70 10,70
=197,75-1,96- ——,97,75+1,96 - —= }
[ V4190 V4190
=[97,75-0,323...;97,75+0,323.. ]
=[97,426...; 98,073...].

Pyoristys pitdé luottamusvilisséd aina tehdd kauemmas keskiarvosta,

joten luottamusvili on kahden desimaalin tarkkuudella [97,42 km/h;
98,08 km/h].

Luottamusvili voidaan mééarittdd myds ohjelmalla.

Keskiarvon Z-estimaatti ™

Luottamustaso 0.95

Otos
Keskiarvo 97.75
o 10.7
N 4190
Tulos

Keskiarvon Z-estimaatti

Keskiarvo 97,75
o 10.7
S 0.1653014892
N 4190
Alaraja 97.4260150345
Ylaraja 98.0739849655
vali 97.75 £ 0.3239849655

Vastaus: [97,42 km/h; 98,08 km/h]
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b) Lasketaan sopivalla ohjelmalla kuinka monta prosenttia mittauskohdan
ohittavista ajoneuvosta ylittdd nopeuden 90 km/h. Todennékdisyys on
P(X>90)=0,765..., joten 1000 ajoneuvosta
0,765... - 1000 = 765,56... = 766 ylittdd nopeuden 90 km/h.

60 120 140
u=97750 o=10.700

¢ Normaalijakauma o7

g 97.750 | o 10.700
15[E

P(EEEEE <Xx)= 076556

Vastaus: 766 ajoneuvoa

521B. Tapahtuma "tekee ainakin yhden maalin” on tapahtuman ”ei tee yhtikain
maalia” vastatapahtuma. Todennakoisyys, ettd rangaistuspotku ei mene
maaliin on 1 — 0,80 = 0,20. Todennikoisyys, etti n:ssd rangaistuspotkussa
ei tule yhtddn maalia, on 0,20", joten
P(tekee ainakin yhden maalin) = 1 — 0,20". Koska todennékoisyys pitad
olla yli 99 %, saadaan epdyhtilo 1 —0,20" > 0,99.

Yhtilon ratkaisutoiminnolla saadaan ratkaisuksi n > 2,861...
Joten hinen on suoritettava rangaistuspotku vahintéédn 3 kertaa.

Vastaus: vihintddn 3 kertaa
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522B. Sopivalla ohjelmalla saadaan havaintoarvojen keskiarvoksi 99 ja
keskihajonnaksi 0,653...~ 0,65.

n 10
Keskiarvo | 99

a 06197
S 06532
3% 990
Iy 98013 84
Min 98.4
Q1 98.5
Mediaani |98.75
Q3 99.2
Max 100.2

Koska otoskoko on pieni, médritetddn luottamusvali z-jakaumalla.

Madritetdén ohjelmalla 95 %:n luottamusvéli ruuvien pituuksien
keskiarvolle, kun pituuksien keskiarvo oli X =99, keskihajonta
s =0,653... jaotoksen koko n = 10.

Keskiarvon T-Estimaatti B

Luottamustaso 0.95

Otos
Keskiarvo 99
s 0.6532
N 10

Tulos

Keskiarvon T-Estimaatti

Keskiarvo 99
s 0.6532
S 0.2065599768
N 10
df 9

Alaraja 98.532728869
Ylaraja 99.467271131
Vali 99 + 0.467271131

95 %:n luottamusvili on [98,532...; 99,467...].

Koska ilmoitettu pituus 100,0 mm ei kuulu 95 %:n luottamusvilille, on
syyté epdilld tehtaan ilmoitusta.

Vastaus: On syyté epdilld tehtaan ilmoituksen luotettavuutta.
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523B. a) Sopivalla ohjelmalla saadaan havaintoarvojen keskiarvoksi
5,226...°C = 5,2 °C ja keskihajonnaksi 0,983...°C = 0,98 °C. Pienin
arvo on 3,7 °C ja suurin 6,9 °C.

n 83
Keskiarvo [5).2265

a 9777
S 0.9837
X 433.8
X2 23466
Min 37

Q1 4.3
Mediaani | 5.2
Q3 6

Max 5.9

Vastaus: x =5,2 °C, s =0,98 °C, pienin 3,7 °C, suurin 6,9 °C

b) Madiritetddn ohjelmalla 95 %:n luottamusvali kayttdmailla 7-jakaumaa,
kun otoksen keskiarvo oli x =35,226..., keskihajonta s =0,983... ja
otoksen koko n = 83.

Keskiarvon T-Estimaatti B

Luottamustaso 0.95

Otos
Keskiarvo 5.2265
s 0.9837
N 83

Tulos

Keskiarvon T-Estimaatti

Keskiarvo 5.2265

S 0.9837

S 0.1079751026

N 83

df 82
Alaraja 5.0117031248
Ylaraja 5.4412968752

Vali 5.2265 + 0.2147968752

95 %:n luottamusvali on [5,011...; 5,441...]
Huomataan, ettid havaintoaineiston pienin arvo 3,7 astetta ja suurin
arvo 6,9 astetta eivit kuulu luottamusvilille, joten kaikki havaintoarvot

eivit kuulu 95 %:n luottamusvilille.

Vastaus: eivit kuulu
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524B. a) Maédritetddn ohjelman avulla otoksen keskiarvo ja keskihajonta.

n 34
Keskiarvo | 30.7647
a 4.2981
5 43628
X 1046

2 x2 32808
Min 19

Q1 29
Mediaani | 32

Q3 34
Max 37

Otoksen keskiarvoksi saadaan X =30,764... vuotta ja keskihajonnaksi
s =4,362... vuotta.

Otoksen perusteella ensimmaistd kertaa isdksi tulemisen ikd noudattaa
normaalijakaumaa N(30,764...; 4,362...). Lasketaan todennékdisyys,
ettd ikd on yli 35 vuotta.

0 15 20 25 30 35 40 45 50
p=30.764 o=4.3620

7| Normaalijakauma &2

p 30,764 | o 4.3620

=15

= X)=0.16575

Ohjelmalla todennékoisyydeksi saadaan 0,165... = 16,5... % = 17 %.

Todennidkoisyys, ettd satunnainen suomalaisisd on tullut ensimmaisté
kertaa isdksi yli 35 vuotiaana, on 17 %.

Vastaus: 17 %
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b) Otoksen keskiarvo noudattaa normaalijakaumaa, jonka odotusarvona
on perusjoukon keskiarvo 30,764... ja keskihajontana keskiarvon

.. 4,362...
keskivirhe s. = —— =2 =0,748....
ToNn N34

Lasketaan ohjelmalla todennékoisyys, ettd 20 isdn otoksen
ensimmadisti kertaa isdksituloikien keskiarvo on yli 35 vuotta.

28 29 30 31 32 33 34
p=30764 o0=0748

/" |Normaalijakauma b
p (308 g 0.748
1HE
P(|35.0 =X)=

Sopivalla ohjelmalla todennékoisyydeksi saadaan
0,00000000743 = 0,000000007.

Satunnaisesti valitun 20 isdn ensimmaistd kertaa isédksituloikien
keskiarvo on yli 35 vuotta todennikdisyydelld 0,000000007.

Vastaus: 0,000000007
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¢) Madritetddn ohjelmalla 95 %:n luottamusvéli kiyttdmailld 7-jakaumaa,
kun otoksen keskiarvo on x =30,764... vuotta, keskihajonta

s =4,362... vuotta ja otoskoko n = 34.

Keskiarvon T-Estimaatti >

Luottamustaso 0.95

Otos
Keskiarvo 30.764
s4.362
N
Tulos

Keskiarvon T-Estimaatti

Keskiarvo 30.764
s 4.362
S 0.7481

34

df 33
Alaraja 29.242
Ylaraja 32.286

Vali 30.764 £ 1.522

95 %:n luottamusvili on [29,242... vuotta; 32,286... vuotta].

Pyoristys pitdé luottamusvilissé aina tehdd kauemmas keskiarvosta,
joten luottamusviéli on [29 vuotta; 33 vuotta].

Vastaus: [29 vuotta; 33 vuotta]
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SYVENNA YMMARRYSTA

525B.

.9y

Tapahtuma “ainakin kaksi itdd” on tapahtuman “yksi tai ei yhtdén id
vastatapahtuma. Todenndkdisyys, ettd sipuli ei idd on 1 — 0,7 = 0,3.
Todennikoisyys, ettd n:sté sipulista ei yksikddn idé, on 0,30”.
Todenndkoisyys, ettd n:std sipulista tdsmélleen yksi itéd, on

P(X=1)= (’1’).0,71 (1-0,3)"" =1n-0,7-0,3"", joten

P(ainakin kaksi itdd)=1-[0,3" +7r-0,7-0,3""].

Taulukoidaan todennékdisyyksid x:n eri arvoilla:
A C
~1.n P(ainakin kaksi itad)

0,49
0,784
0,9163
0,96922
0,989065
0,9962092

‘ﬂ‘m‘m‘#‘w‘m -
N o s wN

Taulukosta huomataan, etté on istutettava 7 sipulia, jotta niistd ainakin
kaksi itdisi yli 99 % todennékdisyydella.

Vastaus: vihintdén 7 sipulia
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526B. Merkitddn A = saapuu pysédkointialueelle klo 8.55 jilkeen ja B = saapuu
pysidkointialueelle aikavililld 18.45; 8.55]. Muutetaan kellonajat
minuuteiksi vuorokauden alusta lihtien.

klo 8.45 vastaa 525 minuuttia
klo 8.50 vastaa 530 minuuttia
klo 8.55 vastaa 535 minuuttia

Ohjelmasta saadaan P(4) = 0,158....

510 520 530 540 550
p=530.00 o=50000

7 Normaalijakauma ~

p (530.00 | o 5.0000

= X)=|0.15866

Ohjelmasta saadaan P(B) = 0,682....

510 540 550
p=530.00 o=5.0000
/7 Normaalijakauma b
i} g 5.0000
HHH

P(|525.00 | =X =< 53500 )= 0.68269
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Henkil6 saapuu tyopaikalleen klo 9.00 jélkeen, jos hidn saapuu
pysékdintialueelle klo 8.55 jélkeen tai hén saapuu pysikointialueelle
valilld 18.45; 8.55] silloin, kun kaikki pysdkdintipaikat ovat varattuja.
Paikat ovat varattuja todennidkdéisyydelld 1 — 0,65 = 0,35, joten

P(saapuu tyopaikalleen klo 9.00 jélkeen)
= P(4) + 0,35 - P(B)

=0,158.... +0,35-0,682....

=0,397...

=0,40

Vastaus: 0,40

527B. Kyseessd on binomitodenndkoisyys, jossa n =2500 ja p = 0,11
Madritetdén kysytty todennédkdisyys normaalijakaumalla, jonka keskiarvo
on X =np =2500-+,11=275 jakeskihajonta

s=+/np(1- p) =4/2500-0,11-(1-0,11) =15,644.....

200 220 240 260 280 300 320 340
pu=275.00 o=15644

- Normaalijakauma v

g 27500 |0 15644

1/EI[H

P( ey | <X )= 0.055015

Todennidkoisyys, ettd postimyyntiliikkeen 2 500 asiakkaasta vahintddn
300 palauttaa tilaamansa tuotteen, on 0,0550...~ 0,055

Vastaus: 0,055
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528B. Madritetddn sopivalla ohjelmalla aikaraja, johon mennessi

50
300
lampuista on sammunut. Rajaksi saadaan 1010 tuntia.

400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
p=1200 o=200

/| Normaalijakauma v
u 1200 g 200
FEE

P(X < 1010 )= [TREH

Koska lamput palavat 55 h viikossa, on vaihto tehtdva

l(s)éo =18,353...~18 viikon vilein.

Vastaus: 18 viikon vélein

0,166...
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k
529B. Sovelletaan Poissonin jakaumaa P(X =k) = %e"” odotusarvolla u = 3.
Madéritetdén tapahtuman “ainakin 5 puhelua” todennékoisyys P(X > 5)
sopivalla ohjelmalla.

0 5 10
p=30000 o=17321
/| Poisson ~
jp 3.0000

=X)=0.18474

PX>5)=0,184...=0,18

Vastaus: 0,18
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530B. Havainnollistetaan heittotuloksia ja satunnaismuuttujan |x— )| arvoja

taulukon avulla.
Merkitéén kaikki alkeistapaukset taulukkoon.

1 2 Risteliku x4 5 6
N=1]=0 | 2-1|=1 | B=1|=2 | 4-1[=3 | [5-1]=4 | [6-1|=5
N=2[=1 | 2=2|=0 | B2/=1 | 4=2(=2 | |52/=3 | [62|=4
13[=2 | 23]=1 | 33]=0 | 43/=1 | 53[=2 | [63]=3
14|=3 | 24|=2 | 3B4|=1 | 44/=0 | 54/=1 | 64/=2
[15|=4 | 25|=3 | 35|=2 | 45|=1 | [55/=0 | [6-5/=1
[1-6/=5 | 26/=4 | 36/=3 | 46/=2 | 56/=1 | 6-6/=0

Pisteluku y

AN | B W] N~

Lasketaan kaikkien alkeistapausten todennédkdisyydet ja muodostetaan
satunnaismuuttujan |x— | todennikéisyysjakauma.

x| 0 1 2 3 4 5
Todenniksisyys| 6 _1 | 10_5 | 8 2 | 6 _1 | 4_1 | 2 _1
p 36 6 36 18 36 9 36 6 36 9 36 18

Odotusarvo u saadaan kertomalla jokainen satunnaismuuttujan |x - y| arvo
todenndkdisyydelldin p ja laskemalla tulot yhteen.

—0.ly1.9.72.2. 31 41 51
1=0 6+1 18+2 9+3 6+4 9+518

.o, 4.3 4. 5
=0+ 89 6 9" 18

_35
18
Vastaus:
| 0 1 2 3 4 5
p 1 S 2 1 1 1
6 18 9 6 9 18
_35

H=18
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531B. Jos isompi jalokivi hiotaan ja se sdilyy ehjidnd, on kultasepén voitto
0,3 - 12 000 mk — 1000 mk = 2600 mk. Jos jalokivi tuhoutuu, kultaseppa
menettdd 12 000 mk + 1000 mk = 13 000 mk.

Muodostetaan todennékdisyysjakauma.

Saatu voitto (mk) Todennékdisyys
2600 0,9
—13 000 0,1

Hionnan jilkeinen varallisuuden odotusarvo on
1 =2600 mk - 0,9 + (—13 000 mk) - 0,1 = 1040 mk.

Jos pienempi jalokivi hiotaan ja se sdilyy ehjéni, on kultasepin voitto
0,3 - 6 000 mk — 800 mk = 1000 mk. Jos jalokivi tuhoutuu, kultaseppa
menettdd 6000 mk + 800 mk = 6800 mk.

Muodostetaan todenndkdisyysjakauma.

Saatu voitto (mk) Todennékdisyys
1000 0,92
—6800 0,08

Hionnan jilkeinen kahden pienemmaén jalokiven yhteenlasketun
varallisuuden odotusarvo on
w=2-[1000 mk - 0,92 + (-6800 mk) - 0,08] = 752 mk.

Yhden suuren jalokiven varallisuuden odotusarvo on suurempi kuin
kahden pienen, joten kultasepélld kannattaa hioa yksi suuri jalokivi.

Vastaus: yksi suuri



Huippu Kertaus ¢ Tehtévien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

532B. Muodostetaan taulukko, jossa on syvyysluokkien todelliset alarajat,
todelliset yléraja, luokkakeskukset ja niitd vastaavaat veden 10ytymisen
todenndkdisyydet. Tehtdvissd ilmoitetaan, ettd laskutetaan jokaiselta
alkavalta metriltd. T4ll6in ensimmaéinen todellinen alaraja laskutettavissa
metrimadrissd on 5 m (jos poraus menee vahinkin yli 4 metrin,
laskutetaan 5 metristd) ja todellinen yldraja 10 m (tasan 10 metristd
laskutetaan 10 m). Seuraava todellinen alaraja laskutettavissa metreissa on
11 m (jos menee vihinkin yli 10 m, laskutetaan 11 metristé) jne.
Viimeiseen sarakkeeseen muodostetaan luokkakeskusten ja
todenndkdisyyksien tulo kerrottuna porauksen metrihinnalla 200 mk.

| A B G D | E
Alkavan metrimdaran ~ Alkavan metrimadran  Luokkakeskus
1 todellinen alaraja (m) todellinen yléraja (m) h (m) 14 200 - p - luokkakeskus

2 5 10 7,5 0,04 60
3 11 20 15,5 0,06 186
4 21 30 25,5 0,1 510
5 31 40 35,5 0,15 1065
6 41 50 45,5 0,2 1820
7 51 60 55,5 0,3 3330
8 61 70 65,5 0,1 1310
"9 | 71 80 75,5 0,05 755
10 Summa 9036

Viimeisen sarakkeen summasta ndhddén, ettd onnistuneen porauksen
hinnan odotusarvo on 9036 mk.

Vastaus: 9036 mk
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533B.

Sopivalla ohjelmalla saadaan P(pituus on yli 190 cm) = 0,00135...

180 170 180 190
u=175 =500
/1 Normaalijakauma e
u 175 o 5.00
1HE

P( <X)= 000135

Sopivalla ohjelmalla saadaan P(dlykkyysosamdira yli 140) = 0,000771...

60 80 100 120 140
=102 0=120
7 Normaalijakauma 4
u [102 g 120
1EIE

P [ER < X)= 0000771

P(pituus on yli 190 cm ja dlykkyysosamiira yli 140)
=0,00135... - 0,000771... =0,00000104...

P(16 500 ihmisesta ainakin yhden on yli 190 cm ja dlykkyysosamééri yli
140)

= 1 — P(ei yhdenkéén)

=1-(1-0,00000104...)"¢5%

=0,0170...

=~ 0,017

Samalla pééttelylld kuin yll4 ei voida laskea todenndkdisyytta, ettd
ryhmadssé on ainakin yksi henkil6, jonka pituus on yli 190 cm ja
kengénnumero véhintddn 45, koska pituus ja kengénnumero ovat
toisistaan riippuvia.

Vastaus: 0,017, ei voida
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534B. Makeisten yhteispaino koostuu 23 makeisen painosta, jotka noudattavat
normaalijakaumaa.

Yhteispainon keskiarvo on 23 - 2,1 = 48,3.
Yhteispainon keskihajonnan neli s* = 23- 0,25% = 1,4375.
Yhteispainon keskihajonta on s =+/1,4375 =1,198...

Maidritetdédn todennédkoisyys P(X > 50) sopivalla ohjelmalla.

44 a6 45 50 52 54
p=483 0=120

/7 Normaalijakauma R

p 483 o120
El=115]

P(EN |=Xx)= 00781

Todennékoisyys, etti pussissa olevat makeiset yhteensé painavat yli 50 g,
on 0,0781...~0,078.

Vastaus: 0,078
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535B. a) Maédritetddn ohjelmalla 99 %:n luottamusvéli alkoholia
kayttdmattomien lukiolaisten osuudelle, kun suhteellinen osuus
otoksessa on p = 0,32, otoskoko # = 63 ja 99 %:n luottamusvailin
kriittinen arvo on 2,58.

[ p — kriittinen arvo - @, p + kriittinen arvo - %‘P)}

} ~ 0,32-(1-0,32) \/0,32-(1—0,32)
{0,32 2,584/—63 0,3242,58- [ =

[0,32-0,151...;0,32+0,151...]
[0,168...; 0,471..]
[16,8...%; 47,1 %]

Pyoristys pitdé luottamusvilissé aina tehdd kauemmas keskiarvosta,
joten alkoholia kdyttdméattomien lukiolaisten 99 %:n luottamusvéli on
[16 %, 48 %].

Luottamusvili voidaan mééarittad myds ohjelmalla.

Suhteen Z-estimaatti B

Luottamustaso 0.99
Otos
Onnistumiset 20.16
N 63
Tulos

Suhteen Z-estimaatti

Onnistumiset 20.16
N 63
S 0.0587704709
Alaraja 0.1686172988
Ylaraja 0.4713827012
Vali 0.32 + 0.1513827012

Vastaus: [16 %, 48 %]

b) Koska aiemmassa tutkimuksessa alkoholia kéyttimattomien
lukiolaisten osuus 27 % kuuluu a-kohdassa saadulle luottamusvilille,
voidaan todeta, ettd uuden tutkimuksen tuloksen poikkeama aiemmasta
ei ole merkitsevisti poikkeava.

Vastaus: ei ole
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¢) Virhemarginaali on puolet luottamusvélin pituudesta eli
Kkriittinen arvo - , l@ = 2,58-,/%.

Muodostetaan virhemarginaalin avulla yhtilo ja ratkaistaan siitd
otoskoko n.

0,02 =2.58- /w

Yhtélonratkaisutoiminnolla saadaan n = 3621,081...

Otoskoko pitdd pyoristdé ylospéin, jotta virhemarginaali on
2 prosenttiyksikkod. Otoskoon pitéisi olla siis 3622.

Vastaus: 3622
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536B. a) Havaintoarvojen keskiarvoksi saadaan x = 33,8 cl ja keskihajonnaksi

0,912...cl.
n 25
Keskiarvo | 33.8
a 0.8944
S 0.9129
2X 845
22 28581
Min 32
a1 33
Mediaani | 34
Q3 34
Max 36

Mairitetddn ohjelmalla 99,9 %:n luottamusvili kayttamalla -
jakaumaa, kun otoksen keskiarvo oli x =33,8 cl, keskihajonta

s=0,912... cl jaotoksen koko n = 25.

Keskiarvon T-Estimaatti 2

Luottamustaso 0.999

Otos
Keskiarvo 33.8
s 0.9129
N 25

Tulos

Keskiarvon T-Estimaatti

Keskiarvo 33.8
5 0.9129
S 0.18258
N 25
df 24
Alaraja 33.1161651201
Ylaraja 34.4838348799
vali 33.8 + 0.6838348799

99,9 %:n luottamusvili on [33,116... cl; 34,483... cl].

Pyoristys pitdé luottamusvilissé aina tehdd kauemmas keskiarvosta,
joten luottamusvali on [33,1 cl; 34,5 cl].

Vastaus: [33,1 cl; 34,5 cl]
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b) a-kohdan perusteella kone tayttda tolkkeihin keskiméérin 33,8 cl, joten
jokaista tayttod kohti tulee 33,8 cl — 33 cl = 0,8 cl ylimédraistd. Kone
tayttdd vuodessa miljoona tolkkid, joten tdyttdvirhettd tulee yhteensa
1 000 000 - 0,8 c1 =800 000 cl = 8000 1. Koneen epatarkkuuden
aiheuttama kustannus vuodessa on keskiméirin
8000 - 1,00 €=8 000 €.

Vastaus: 8000 €

537B. a) Havaintoarvojen keskiarvoksi saadaan x =58,666... mg/l ja
keskihajonnaksi s = 5,033... mg/l.

n 3
Keskiarvo | 58.6667
o 4.1096
5.0332
2X 176
>x* 10376
Min 54
Q1 54
Mediaani |58
Q3 64
Max 64

Maédéritetddn ohjelmalla 95 %:n luottamusvéli kdyttdmailla 7-jakaumaa,
kun otoksen keskiarvo oli x =58,666... mg/l, keskihajonta

s =5,033... mg/l ja otoksen koko n = 3.

Keskiarvon T-Estimaatti 7]
Luottamustaso 0.95
Otos
Keskiarvo 58.6667
s 5.0332
N 3
Tulos
Keskiarvon T-Estimaatti
Keskiarvo 58.6667
s 5.0332
S 2.9059193749
N 3
df 2
Alaraja 46.1635380694
Ylaraja 71.1698619306
vali 58.6667 + 12.5031619306

Pyoristys pitdé luottamusvailissé aina tehdd kauemmas keskiarvosta,
joten luottamusvali on [46 mg/l; 72 mg/1].

Vastaus: [46 mg/], 72 mg/I]
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b) Koska perusjoukon keskihajonta s = 4 mg/I tunnetaan, kdytetdin
normaalijakaumaa.

Madéritetddn ohjelmalla 95 %:n luottamusvali kayttamalla
normaalijakaumaa, kun otoksen keskiarvo oli X = 58,666... mg/l,

keskihajonta s = 4 mg/l ja otoksen koko n = 3.

Keskiarvon Z-estimaatti B

Luottamustaso 0.95

Otos
Keskiarvo 58.6667
o 4
N 3

Tulos

Keskiarvon Z-estimaatti

Keskiarvo 58.6667
o 4
S 2.3094010768
N 3
Alaraja 54.1403570637
Ylaraja 63.1930429363
Vali 58.6667 + 4.5263429363

Pyoristys pitdéd luottamusvilisséd aina tehdd kauemmas keskiarvosta,
joten luottamusvili on [54 mg/l; 64 mg/1].

Vastaus: [54 mg/l; 64 mg/1]
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KOKOAVIA TEHTAVIA

YLIOPPILASKOKEEN A-OSAN OHJELMISTOT SALLITTU

K1.  a) Pienennetéén kannan pituutta 20 % ja kasvatetaan korkeutta 20 %
appletin avulla.

120 %

Uudeksi pinta-alaksi saadaan 73,92 cm®.

73,92

77

Pinta-ala siis pienenee 100 % — 96 % =4 %.

A =73.92 cm?

80 %

a
@

Vastaus: 4 %

= 0,96, joten uusi pinta-ala on 96 % vanhasta pinta-alasta.

b) Uusi kanta on 100 % — 20 % = 80 % vanhasta kannasta eli siihen
nidhden 0,8-kertainen. Uusi kanta on siis 0,8 - 11 cm = 8,8 cm.

Uusi korkeus on 100 % + 20 % = 120 % vanhasta korkeudesta eli
sithen ndhden 1,2-kertainen. Uusi korkeus on siis 1,2 - 7 cm = 8,4 cm.

Suorakulmion alkuperiinen pinta-ala oli 11 cm - 7 cm = 77 ¢cm? ja uusi

pinta-ala 8,8 cm - 8,4 cm = 73,92 cm?.

73,92

77

Pinta-ala siis pienenee 100 % — 96 % = 4 %.

Vastaus: 4 %

= 0,96, joten uusi pinta-ala on 96 % vanhasta pinta-alasta.
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K2.

Autojen kuukausimyynnin oletetaan kasvavan eksponentiaalisesti, joten
sitd voidaan mallintaa eksponenttifunktiolla tai geometriselld lukujonolla.
Mallit A ja C ovat lineaarisia, joten vain mallit B ja D voivat olla oikeita.

Mallin B mukaan ensimmdiisené kuukautena myytyjen autojen méérd on
f(1)=10000 - 1,1' =11 000,
joten malli B on vééara.

Mallissa D ensimmadisené kuukautena myytyjen autojen méérd on 10 000
ja toisena kuukautena myytyjen autojen madra
a>=10000-1,1>"'=10000 - 1,1 = 11 000,

jamalli D on geometrinen lukujono, joten malli D on oikea.

Ensimmaéisen puolen vuoden aikana myytyjen autojen mééré on
geometrinen summa, jossa ensimmdiinen yhteenlaskettava on a; = 10 000,
muutoskerroin g = 1,1 ja yhteenlaskettavien méérd n = 6. Lasketaan
summa.

a,-(1-q") 10000-(1-1,1°)
1

T o~ 7156177000

Ensimmaéisen puolen vuoden aikana myydé4én mallin mukaan noin 77 000
autoa.

Vastaus: D, 77 000 autoa
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Kahden perédkkéisen sidvelen taajuuksien suhde on vakio, joten taajuudet
muodostavat geometrisen lukujonon, jonka jésenet ovat taulukossa.

v . r r i )

Savel ¢ |as" | d | dis"| e f | fis g |gs' | a ais h' "

Taajuus | fo | kfo | Kfo | Bfo | K'fo | Kfo | B | Kfo | KR | KR | K% | k% | K26

¢" on lukujonon 13. jasen ja on suuruudeltaan 2 - ¢'.
Muodostetaan yhtild ja ratkaistaan siitd vakio (suhdeluku) 4.

c'"'=2-¢
K fo=21y ISy
k? =2
k=52
k=1,059463...
k =1,05946

Vastaus: k =92 ~1,059463
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K4.

I Lausekkeessa on pituusmittojen « ja b tulo, joka kerrotaan vakiolla 7.
Kahden pituusmitan tulo voi kuvata pinta-alaa.

II Lausekkeessa on pituusmittojen a, b ja b tulo. Kolme pituusmitan tulo
voi kuvata tilavuutta.

11T Lausekkeessa on pituusmitan c ja ¢ tulo summattuna pituusmittojen a
ja a tuloon. Talloin lausekkeessa lasketaan yhteen pinta-alaa kuvaava
mitta pinta-alaa kuvaavaan mittaan, jonka tulos voi kuvata pinta-alaa.

[V Lausekkeessa on pituusmittojen ¢ ja b summa. Kahden pituusmitan
summa on pituusmitta, joten lauseke voi kuvata pituutta.

V Lausekkeessa on pituusmittojen x, y ja z tulo, jonka tulos kuvaa
tilavuutta. Tdma tulo on jaettu pituusmitalla 4, jolloin tulos voi kuvata

pinta-alaa.

VI Lausekkeessa on pituusmittojen a, a ja a tulo, jonka tulos voi kuvata
tilavuutta.

VII Lausekkeessa on pituusmittojen # ja r tulo, jonka tulos kuvaa pinta-
alaa. Pinta-alan neliéjuuri voi kuvata pituutta.

Vastaus: pituutta: IV, VII; pinta-alaa: I, I1I, V ja tilavuutta: II, VI
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K5. a) Koska (x+ 1)’ =(x+»)(x+y)=x"+xy+xy+y° =x" +2xp+)°,
Annin tavassa sieventdd binomin nelié havida termi 2xy.

Vastaus: x* + 2xy + )*

b) Jos Annin sieventdma muoto on oikein, on oltava voimassa
yhtésuuruus lausekkeiden vililld. Télloin

()Hry)2 =)c2+y2
xz+2xy+yz:x2+y2
2xy=0

2xy = 0 vain silloin, kun joko x = 0 tai y = 0 tai molemmat ovat 0.

Kolme lukuparia, jotka toteuttavat vaaditun ehdon:
(0, 0), (0, 1) ja (0, 2)

Vastaus: esim. (0, 0), (0, 1) ja (0, 2)
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Ke.

Merkitdan kookospdhkindiden mééraa kirjaimella n.
Ensimmaéinen merimies ottaa puolet pédhkindisté ja puolikkaan pahkinédn
eli %n +% kappaletta pahkinoita.

Toinen merimies ottaa puolet jéljelld olevista pahkindistd ja puolet
puolikkaasta pahkinésti eli

kappaletta pahkin6ita.

Kolmas ottaa jéljelld olevista pdhkinoistd puolet ja puolikkaan péhkinin
eli

kappaletta pahkingita.

Apinalle jai talloin

2" TR Ty
1, 11 11
2" 274" TR T,
1.3

8" 74

kappaletta pahkingita.



Huippu Kertaus ¢ Tehtévien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

K7.

Toisaalta apinan saama mééré oli 1 kappale. Muodostetaan yhtalo ja
ratkaistaan siitd pahkindiden mééra ».

%)

ln_
8

S &
Il

E-bl\l —

-8

o0 |—
S
Il

Kookospiahkingita oli 14 kappaletta.

Vastaus: 14 pahkindd

Vuosi 2000 oli karkausvuosi, koska 2000 on 4:114 ja 400:11a jaollinen.
Vuoden 2000 alusta vuoden 2100 alkuun on sata vuotta, joista 25 on
karkausvuotta. Pdivien maard on 75 - 365 + 25 - 66 =36 525, joka on
5217 viikkoa ja 6 pdivad. Talloin viikonpaiva siirtyy 6 paivilld. Koska
1.1.2000 oli lauantai, on 1.1.2100 on perjantai.

Vuoden 2100 alusta vuoden 2200 alkuun on sata vuotta, joista 24 on
karkausvuotta, koska vuosi 2100 ei ole karkausvuosi. Pdivien miira on
76 - 365 +24 - 366 =36 524, joka on 5217 viikkoa ja 5 pdivad. Talloin
viikonpdivé siirtyy 5 péivalld. Koska 1.1.2100 on perjantai, on 1.1.2200
keskiviikko.

Vuoden 2200 alusta vuoden 2300 alkuun on sata vuotta, joista 24 on
karkausvuotta, koska vuosi 2200 e1 ole karkausvuosi. Pdivien méérd on
76 - 365 + 24- 366 = 36 524, joka on 5217 viikkoa ja 5 pdivai. Talloin
viikonpaivé siirtyy 5 pdivilla. Koska 1.1.2200 on keskiviikko, on
1.1.2300 maanantai.

Vuoden 2300 alusta vuoden 2400 alkuun on sata vuotta, joista 24 on
karkausvuotta, koska vuosi 2300 ei ole karkausvuosi. Pdivien miird on
76 - 365 +24- 366 =36 524, joka on 5217 viikkoa ja 5 paivad. Talloin
viikonpdiva siirtyy 5 péivilld. Koska 1.1.2300 oli maanantai, on 1.1.2400
on lauantai.

Vastaus: 1.1.2400.
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K8.

Leivoksen pohjan séde oli aluksi 7 = 6,020m =3,0 cm ja lopuksi
n= 5,020rn =2,5cm.

Leivoksen pohjan pinta-ala on aluksi
Ar=m- (3,0 cm)’ =28,274... cm®

ja lopuksi

Ay=m- (2,5 cm)*=19,634... cm’.

Pinta-ala tulee siis 19,634... =0,694... -kertaiseksi.
28,274... -

Koska leivoksen korkeus ei muutu, niin leivoksen tilavuuskin tulee
0,694...-kertaiseksi.

Merkitdan alkuperdista tilavuutta kirjaimella ¥, jolloin uusi tilavuus on
0,694...7.

Merkitdan alkuperdistd myyntituloa kirjaimella a ja uutta myyntituloa
kirjaimella x. Taulukoidaan tiedot.

Leivoksen tilavuus Valmistettavien
leivosten maard
V a
0,694...V X

Valmistettavien leivosten méira on kdintden verrannollinen leivoksen

tilavuuteen. Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan siitd uusi myyntitulo x.
1

K

K _x
0,694.. K a
1
0,694..x=a [:0,694...
x=1,44a

Myytyjen leivosten maérd tulee 1,44 kertaiseksi alkuperdiseen nédhden. Jos
myyntihinta pysyisi samana, myyntitulokin tulisi 1,44-kertaiseksi.

Otetaan vield huomioon, ettd myyntihintaa alennetaan 20 %. Koska

100 % — 20 % = 80 %, niin myyntihinta tulee 0,8-kertaiseksi. Lopullinen
myyntitulo on siis 0,8 - 1,44a = 1,152a, joten myyntitulo nousee
115,2 % — 100 % = 15,2 % ~ 15 %.

Vastaus: 15 %
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K9.

Yhden paperikerroksen paksuus on 0,1 mm = 0,01 cm ja paperia tulee
rullan molemmin puolin.

Paperin paksuus on 12,0 cm — 4,5 cm = 7,5 cm, joten paperikerroksien

e e 7,5cm
maird on 3.0.0lcm 375.
Paperin sisimmén kerroksen pituus on sellaisen ympyréin kehén pituus,
jonka halkaisija on 4,5 cm. Tdma kehén pituus on 7 - 4,5 cm.

Toiseksi sisimmin kerroksen pituus on sellaisen ympyran kehin pituus,
jonka halkaisija on 4,5 cm + 2 - 0,01 cm. Tdma kehén pituus on
n-45em+0,02cm)=n-4,5cm+mx-0,02 cm.

Vastaavasti kolmannen paperikerroksen pituus on
n-45cm+2-w-0,02 cm.

Paperikerrosten pituudet muodostavat aritmeettisen lukujonon, jonka
ensimmadinen jésen on a; =7 - 4,5 cm = 14,137... cm ja erotusluku
d=mn-0,02cm=0,0628... cm.

Paperin kokonaispituus on aritmeettinen summa, jonka yhteenlaskettavien
maérd on n = 375, ensimméinen yhteenlaskettava a; = 14,137... cm ja
viimeinen yhteenlaskettava
as;s=m-45cm+374-7m-0,02cm=37,636... cm.

Lasketaan paperin kokonaispituus sijoittamalla aritmeettisen summan
kaavaan yhteenlaskettavien mééra n = 375, ensimmaéinen yhteenlaskettava
a;=14,137... cm ja viimeinen yhteenlaskettava as7s = 37,636... cm.

14,137... cm+ 37,636... cm
2

Sys =375 =9707,521...cm

Rullassa on 9 707,521... cm =90,707... m = 90 m paperia.

Vastaus: 90 m
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K10. Piirretddn kuvaan lain mukainen vesiraja. Jokien kohdalta vesiraja ldhtee
kulmanpuolittajan suuntaan, kunnes jiarven keskikohdalla raja kéintyy
vaakasuuntaisten rantojen suuntaisesti yhdistden kulmanpuolittajat.

Koska vesialueen pinta-ala tulee arvioida yhden neliokilometrin
tarkkuudella eli kuvassa yhden kokonaisen ruudun tarkkuudella, voidaan
vesialueen keskelld oleva kulma oikaista arvioita varten siten, etti
vesialueita rajoittavat vain kulmanpuolittajat, jotka leikkaavat likimain
ruudun kulmassa.

Ruutujen perusteella kyldn B puolella on 9 kokonaista ruutua ja kolmio,
jonka kanta on 1 ja korkeus 2. Kyldn B vesialueen pinta-ala on télldin

likimain 9 + % -1-2 =10 neliokilometria.

Koko vesialue on puolisuunnikas, jonka pinta-ala on 6 er 4.3=15
neliokilometrid, joten kylédn A puolelle jaa téllin likimain 15— 10 =5
nelidkilometrid.

Vastaus:

, 10 km? ja 5 km?
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K11. Taulukoidaan mahdollisia vastaavuuksia frekvenssien mukaan.

Kirjain tekstissi Freijcns"si Mitd vpisi vastata
tekstissd todellisuudessa?
A 8 I, TtaiN
B 2
J 10 A
N 3
P 1
R 6 I, TtaiN
T 4 Stai E
U 3 L,0,KtaiU
X 2
Y 3 L,O,KtaiU
Z 1
0) 5 N tai T

Huomataan, ettd kirjainta J esiintyy viestissé eniten, joten se vastaa
ilmeisesti kirjainta A. Toiseksi eniten viestissa esiintyy kirjainta A, joten
se vastaa kirjainta [, T tai N. Seuraavaksi eniten esiintyy kirjainta R, joka
on tilldin my®ds jokin kirjaimista I, T tai N. Myds O-kirjaimella on muita
jéljelld olevia kirjaimia enemmaén, joten se voisi olla N tai T. Kokeillaan
viidenteen sanaan eri vaihtoehtoja, koska siind on 1dhinna pelkéstdan naité
kirjaimia. Huomataan, ettd kolmanneksi viimeinen sana valinnoilla A =T,
R=1,J=AjaX =N on TH6TAINA = TIISTAINA.
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Viimeisessd sanassa on paljon niitd samoja kirjaimia, joten kokeillaan
taulukossa listattuja vaihtoehtoja puuttuviin. tAtSITyISTA. Jarkevd sana
on KAKSITOISTA. Nyt tunnetaan:

Kirjain tekstissa h:f)i;i;{gﬁigj:;g;a

A T

B

J A

N

P

R I

T K

U LtaiU
X Ltai U
Y 0]

Z

0 S

Neljds sana on nyt TAAKSn, joten N =E.
Toiseksi viimeinen sana on nyt KEuuO, joten U = L.
Viesti on nyt

ApEXTTI SAAzbb TALON TAAKSE TIHSTAINA KELLO
KAKSITOISTA:

Viimeisten puuttuvien kirjainten tiytyy ollaP=G, X=N,Z=PjaB="U.
Viesti on siis

AGENTTI SAAPUU TALON TAAKSE TIISTAINA KELLO
KAKSITOISTA.

Vastaus: AGENTTI SAAPUU TALON TAAKSE TISTAINA KELLO
KAKSITOISTA.
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YLIOPPILASKOKEEN B-OSAN OHJELMISTOT SALLITTU

K12. a) Nopan silmélukujen tilastolliset todennékdisyydet ovat yhtd suuret
kuin niiden suhteelliset frekvenssit, jotka lasketaan jakamalla
esiintymiskertojen mééré toistojen mééralld eli 102:1la.

A B C D E F G

1

2 [silmaluku 1 2 3 4 5 6

3 |Esiintymiskerrat 15 21 12 17 18 19

4 |Tilastollinen todennakaisyys 0,147 0,206 0,118 0,167 0,176 0,186
Vastaus:

Silméluku 1 2 3 4 5 6

Tilastollinen 0,147 0,206 0,118 0,167 0,176 0,186
todennikoisyys

b) Tilastollisen todennékdisyyden poikkeama klassinen
todenndkdisyydestd lasketaan jakamalla tilastollinen todennékdisyys
teoreettisella todennékoisyydelld ja selvittdmalla kuinka paljon suhde
on suurempi tai pienempi kuin 1. Jokaisen nopan silméluvun klassinen
todenniikdisyys on % = 0,1666....

Poikkeama on alaspéin silloin, kun tilastollinen todennékdisyys on
pienempi kuin klassinen todenndkdisyys, ja ylospéin, kun tilastollinen
todenndkdisyys on suurempi kuin klassinen todennikoisyys.

A =] o B =3 F L& ]

1

2 |Silmaluku 1 2 3 4 3 6
3 |Esiintymiskerrat 15 21 12 17 13 19
4 |Tilastollinen todennakdisyys 0,1471  0,2059 0,1176  0,1667  0,1765 0,1863
5 |Klassinen todennakaisyys 0,1667 0,1667 0,1667 0,1667 0,1667  0,1667
6 |Poikkeama 0,11?54?'0,2352*34 0,294118 0 0,058824 0,117647
7 |Poikkeama prosenteissa 11,8 23,5 29,4 0,0 5,9 11,8
8

Vastaus: 11,8 % pienempi, 23,5 % suurempi, 29,4 % pienempi, sama,
5,9 % suurempi ja 11,8 % suurempi
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¢) Lasketaan yhden heiton silméluvun odotusarvo.

Moz 21023 102 10277102 102 102

Tuhannen heiton silmélukujen summa on yhden heiton silméluvun
odotusarvo tuhatkertaisena.

Tuhannen heiton silmélukujen summan odotusarvo on
365

03 1000=3578,4...~ 3578,

Vastaavasti klassisen todennékdisyyden perusteella:

Yhden heiton silmiluvun odotusarvo on
1Ly lyg by lis gl 7 55
6 6 6 6 6 6 2 7

Tuhannen heiton silmélukujen summan odotusarvo on
1000 - 3,5 = 3500.

Vastaus: 3578 ja 3500
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K13. a) Sovitetaan toisen asteen polynomi aineistosta tehtyyn hajontakuvioon.

» Algebra X |» Piirtoalue X || ¥ Laskentataulukko
Funktio y AL KIBEE =Y B
® f(x) = 0.084x? — 2.0655 x + 14.3448 " A B ©
Lista 1| Kellonaika | Varjon pituus (m)
® lista1 = {(9, 2.56), (10, 2.07), (11, 1.8), (12, 1.74), (- B3 9 256
Piste e ——
® A=(9,2.56) | 3 | 10 207
~-® B=(10,2.07) 8 4 11 18
5 12 174
7 6 13 1.68
7 14 1.87
15,2.22) 5 8 15 222
16, 2.86) o | 16 286

5

T

E

>

=

®

©

N
S

~N

Polynomiksi saadaan f(x) = 0,0840x% — 2,0655x + 14,3448.
Vastaus: f(x) = 0,0840x* — 2,0655x + 14,3448

b) Lasketaan varjon pituus kello 7.
f(7)=4,004... = 4,0 m.

Vastaus: 4,0 m
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¢) Varjon pituus kello 12 on 1,74 m.

Varjo muodostaa kepin ja auringon séteen kanssa suorakulmaisen
kolmion.

®
Keppi I
2,00m
Y
Varjo
1,74 m

Lasketaan kulma « tangentin avulla.

tana = 2,00
1,74
a=48,976...°
a ~49°

Aurinko paistaa 49° kulmassa maahan nahden.

Vastaus: 49°
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K14. a) Sdinnon mukaan ympyrin pinta-ala on nelion pinta-ala, kun nelion

sivun pituus on 3 ympyran halkaisijasta.

9
Ympyrian halkaisijaa d = 5 vastaavan nelion sivun pituus on
8 540
9 9°
2
Vastaavan nelion pinta-ala on (%) = % =19,753...~19,75 .
Vastaus: 12(1)0 ~19,75

b) Ympyrén séde on r = % =2,5.

Lasketaan ympyrén pinta-ala.
A=nr=m-2,5=19,634...

Kohdassa a laskettu pinta-ala on liian suuri. Lasketaan, kuinka monta
prosenttia a-kohdassa laskettu pinta-ala on suurempi kuin ympyrén

pinta-ala.
A, _19,753... ) 0
A, 19,634... =1,00601...=100,601... %

Kohdassa a laskettu pinta-ala on
100,601... % — 100 % = 0,601... % = 0,6 % liian suuri.

Vastaus: 0,6 % liian suuri
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K15. a) Piirretdin tilanne koordinaatistoon siten, ettd ruudun sivun pituus on
1 m. Havainnollistetaan lipputankoa puolisuoralla, aitaa ja autoa
janalla. Asetetaan lipputanko origoon.

Yy

1 lipputanko auto
aita

o 1 2 3 4 5 5 7 8

Kuvan perusteella lipputanko ei osu autoon, koska lipputanko ei
katkea.

Vastaus: ei voi

b) Jos lipputanko osuu autoon, pitdisi aidan huipun ja origon kautta

kulkevan suoran kulkea myds pisteen (7, y) kautta, jossa y > %

Muodostetaan origon ja aidan huipun (4, 1) kautta kulkevan suoran
yhtélo sopivalla ohjelmalla.

Suoral[(0,0

—

 (4,1]]

Lasketaan suoran pisteen y-koordinaatti, kun x = 7.

k=Suora[(0,0), (4,1)]
1
1
[ ] - k:y=-—
y=73*
Sijoitalk, x=7]
2
_ 7
Y=1

Koska %z 1,75>1,5, lipputanko jaa auton ylapuolelle eiké siis osu

autoon.

Vastaus: el voi
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K16.

Koska tasasivuisen kolmion sivujen mitat muodostavat geometrisen
jonon, my0s pydrrealoen terdlehtien pinta-alat muodostavat geometrisen
lukujonon.

3,8 cm
4,0 cm
pinta-alojen suhde on &* = 0,95% = 0,9025. Pinta-alojen suhde on my&s
geometrisen lukujonon suhdeluku g.

Lehtien sivujen pituuksien suhde on & = =0,95, joten lehtien

Lukujonon ensimméinen jésen on 4,0 cm sivun mitaltaan olevan
tasasivuisen kolmion pinta-ala. Lasketaan uloimman lehden pinta-ala.
Kaavakokoelman kaavan mukaan pinta-ala on

2
M: 6,928... cm’.

Lasketaan lehtien muodostaman geometrisen lukujonon 15 ensimmaisen
jdsenen summa.

1-0,9025"

_ 2
1209025 ~ 55,806... cm

S, =6,928...cm’

Koska pyorrealoessa on 5 spiraalia, on lehti pinta-alaa yhteensi
5-55,806... cm* =279,032... cm* = 280 cm’.

Vastaus: 280 cm?
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K17. Pohjan sidde on r = 32 cm=2,6 dm ja korkeus #=7,6 dm.

2

Ympyrilierion tilavuus on
V=mr'h=nr-(2,6 dm)’ -7,6 dm=161,402... dm’ = 161,402...1.

161,402...

Tilavuus vastaa 23

=5,764... millimetrin sademaaraa.

Sademéiird noudattaa jakaumaa N(42, 39).

Sopivalla ohjelmalla saadaan todennékdisyys
P(X>5,764...)=0,8235...=0,82.

-100 -50 0 50 100 150 200
p=42 0=39
/" Normaalijakauma b
u 42 g 39
== 15

IeEE] =< X)= 0.8236

Vastaus: 0,82
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K18. a) Muodostetaan Newtonin painovoimalain avulla vetovoima etdiyyden
funktiona sijoittamalla annetut tiedot lausekkeeseen.

m, -m
F=g. %
r
m; =50 kg
mp = 70 kg
G=6,67-10"
F(r)=6,67-10"1.20-70
.
2,3345-107
F(r)= R —
Lasketaan voiman suuruus, kun Pihla ja » CAS .
Santeri ovat 10 metrin etiisyydelld , | FmssenenTir
toisistaan. ®* |- Fr) = 2000?0?0000
F(10)
2
2669
~ 2000000000000
5 | 2
= 2.3345.10°°

Muodostetaan kaksinkertaisen vetovoiman avulla yht&lo ja ratkaistaan

se sopivalla ohjelmalla. Firy=2.3345"107 / 2
1 4669
. -.__ 20000000000
F(r)=2 -F(IO) ° F(r) := .
5 Ratkaise[F(r)=2"F(10),1]

- {r:—5\/i,r:5 \/i}

Etdisyys ei voi olla 52

negatiivinen, joten Santerin ja ~ {r=—7.0710678119,r = 7.0710678119}
Pihlan tulisi olla n. 7 metrin

etdisyydella.

Vastaus: 7 m
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b) Piirretddn a-kohdassa muodostetun funktion kuvaaja.
F N

25E-7

2E-7

1.56-7

Vastaus:
F (N

25E-7

1.5E-7
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K19. a) Kdyrd muodostuu janan ympdrille. Janan suuntaisesti molemmin
puolin 3,0 cm:n etéisyydelle janaa muodostuvat uudet janat, silld
jokaisen uuden janan piste on 3,0 cm:n paissé alkuperdisestd janasta.

Janan padssid kayrd kaartuu puoliympyriksi, jonka sidde on 3,0 cm, silld

puoliympyrén kaaren jokainen piste on 3,0 cm:n pédssé janan
paitepisteestd. Kdyrd muodostaa juoksuradan muotoisen kuvion.

Jana

b) Ura koostuu kahdesta 8,0 cm mittaisesta janasta ja ympyrésté, jonka
sidde on 3,0 cm.

Uran pituus on 2 - 8,0 cm + 2x - 3,0 cm = 34,849... cm = 35 cm.
Vastaus: 35 cm
¢) Leppakertulta kuluu matkaan

34,849...cm ~
W— 17,424 s~17 s.

Vastaus: 17 s
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K20.

Pelaajan A todenniikdisyys menettid x° markkaa on % ja todennakdisyys

saada x markkaa on % Néin ollen pelaajalle A voiton odotusarvo on
1 v, . 13,5
3 ( x)+6 X=—eX +6x..

Tutkitaan polynomifunktiota f(x)= —%f + %x.
Tutkitaan sopivalla ohjelmalla, milld muuttujan x arvoilla funktion 1 arvot

ovat positiivisia.

f(x):=-1/6""3+5/6™x

1 5
- f(x) i= — - X*+ =
(x) 6x+6x

Ratkaise(f(x)>0)|
~ {x < —2.2360679775,0 < x < 2.2360679775}

Funktion /" arvo eli voiton odotusarvo on positiivinen, kun x <-2,236...
tai 0 <x <2,236...

Tutkitaan epayhtdlon avulla sopivalla ohjelmalla, milld muuttujan arvoilla
funktion /" derivaatta on positiivinen.

Ratkaise(f'(x)=0)
= {—1.290994448736 < x < 1.290994448736}

Epéyhtélon ratkaisuksi saadaan —1,290... <x < 1,290..., joten funktio f
saa suurimman arvonsa, kun x = 1,291...~ 1,29.

Vastaus: —2,24 <x<2,24jax=1,29
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K21. a) Piirretdan funktioiden kuvaajat sopivalla ohjelmalla.

Funktio ly

-8 f(x) = x*
®5(x) = -1’ :

® h(x) = (x+1)°

Funktiossa g(x) vahennetidén muuttujan x arvosta 1 verrattuna
funktioon f(x) ja kuvaaja siirtyy oikealle yhden yksikon.

Funktiossa /(x) muuttujan x arvoon lisétdéan 1 verrattuna funktioon f(x)
ja kuvaaja siirtyy vasemmalla yhden yksikon.

Kaikki kolme kuvaajaa ovat yhdenmuotoisia, ja ne saadaan toisistaan
siirtymaélld sivusuunnassa.

Vastaus:
® f(x) = x°
® &(x) = (x—1)° ,

® h(x) = (x+1)°

Kuvaajat ovat yhdenmuotoiset, ja ne saadaan toisistaan siirtymalla
sivusuunnassa.
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b) Funktio i on samaa tyyppié kuin a-kohdan funktio g. Néin ollen
funktio i on yhdenmuotoinen a-kohdan funktion /" kanssa, mutta
nollakohta on siirtynyt oikealla 1000 yksikkoa.

Vastaus: Funktio i on yhdenmuotoinen funktion /" kanssa, mutta i on
siirtynyt 1000 yksikkod oikealle funktion f* kuvaajaan ndhden.

¢) Paraabeli y = x* on origossa x-akselia sivuava paraabeli, joten sen ainoa
nollakohta on x = 0.

Pyydetyn funktion nollakohta x = —3 on kolme yksikkoa origon
vasemmalla puolella, joten a-kohdan perusteella uuden paraabelin

yhtild on y = (x + 3)%.

Funktiona:
f)=@x+3)=x*+6x+9

Vastaus: f(x) = (x +3)*=x*+ 6x+9
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d) Piirretddn funktion kuvaaja.

f(x) = x> —x 6

Koska paraabelia siirretéén oikealla 5 askelta, tulee x-koordinaateista
véhentdd 5. Muodostetaan funktio g(x) =f(x — 5) sopivalla ohjelmalla.

flx) =x®-x

® | . f(x) i=x—x

5 | 90)=fx-3)

® | g(x):=x*—11x+30

@ f(x) = x*—x 6 /
@ g(x) = x*—11x 430

-

w

~

-3 -2 -1 1 2 3 4 5 3 7 i

Pyydetty funktio on g(x) = x* — 11x + 30.

Vastaus: g(x) =x* — 11x + 30
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K22.

Merkitéén pois leikattavan nelion sivun pituutta millimetreiné
kirjaimella x.

Rasian pohja muodostuu pahvin keskelle jadvéstd suorakulmiosta, jonka
sivujen pituudet millimetreind ovat 297 — 2x ja 210 — 2x. Rasian korkeus
on x.

Laatikon tilavuus on
V(x) = (297 — 2x)(210 — 2x)x = 4’ — 1014x* + 62 370x.

Poisleikattavan nelion sivun pituus voi pienimmillddn olla 0 mm ja

210 mm

5 =105 mm.

suurimmillaan

Mairitetdédn funktion ¥ suurin arvo suljetulla valilla [0, 105].
Polynomifunktio saa suljetulla vililld suurimman arvonsa vélin
péétepisteessd tai vélille kuuluvassa derivaatan nollakohdassa.

Derivoidaan funktio V.
V'(x) = 12x* — 2028x + 62 370

Lasketaan derivaatan nollakohdat sopivalla ohjelmalla yhtélGsta
V'(x)=0.

12x* — 2028x + 62 370 = 0

Ohjelmalla yhtdlon ratkaisuiksi saadaan
x=40,423... taix = 128,576...

Jalkimmainen yhtédlon ratkaisuista ei kuulu tarkasteltavalle vilille, joten
lasketaan funktion J arvot kohdissa x = 0, x = 40,423... jax = 105.

V(0)=0
V(40,423...) =1 128 495,104...
7(105)=0
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Funktio V saa suurimman arvonsa kohdassa
x=40,423... mm =~ 40 mm = 4,0 cm.

Funktion V suurin arvo on
1(40,423...)=1 128 495, 104... mm’
~ 1100 000 mm® = 1,1 dm’ = 1,1 litraa.

Rasian tilavuus voi suurimmillaan olla noin 1,1 litraa. Poisleikattavan
nelion sivun pituus on télldin noin 4,0 cm.

Vastaus: 1,1 litraa, 4,0 cm
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K23. a) Havainnollistetaan tilannetta kuvalla.

Piiri on 12, joten 2x + 2y = 12.

Piirretdén piirin avulla muodostettu yhtélo koordinaatistoon.

2z + 2y =12

Vastaus: 2x + 2y =12,

224 2y =12
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b) Ratkaistaan a-kohdan yhtélostd muuttuja y, kun x = 3,4 sopivalla

ohjelmalla.

> CAS X
1 s=2x+2y=12
® | . s:2x42y=12

Ratkaise[Sijoita[s, x=3.4],y]

3]

5 | %2
= {y=2.6}

Jos toinen sivu on 3,4 ¢cm, niin toinen sivu on 2,6 cm.

Vastaus: 2,6 cm

¢) Jotta kuvio olisi suorakulmio, on molemmilla sivuilla oltava pituus. a-
kohdan kuvaajasta ndhdédén, etti toinen sivu on 0 cm, kun toinen sivu
on 6 cm. Niin ollen sivun pituus on oltava alle 6 cm. Kokonaisluvuilla

ehto on: sivun pituus on korkeintaan 5 cm.

Vastaus: 5 cm

d) Jos sivujen suhde on 1:3, niin y = 3x. Muodostettaan yhtilopari a-

kohdan yhtélon kanssa ja ratkaistaan se sopivalla ohjelmalla.
» CAS

1 5=2x+2y=12
® | - s:2x+2y=12

2 I=y=3x
-~ £:y=3x

Ratkaise[{s,[},{x.v}]

{202
s 8B
~ {{x=15,y=45}}

Sivujen pituudet ovat 1,5 cm ja 4,5 cm.

Vastaus: 1,5 cm ja 4,5 cm
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e) Muodostetaan suorakulmion pinta-alan funktio.
A=xy

a-kohdan yhtélon perusteella:

2x+2y=12
y=6—x

Sijoitetaan pinta-ala lausekkeeseen muuttujan y tilalle ylld oleva
lauseke.

A(x) = x(6 — x) = 6x — x*

Pinta-alan lausekkeen kuvaaja on alaspéin aukeava paraabeli, jonka
suurin arvo on paraabelin huipun y-koordinaatti. Huipun x-koordinaatti
on derivaatan nollakohta. Mééritetdén derivaatan nollakohta sopivalla
ohjelmalla.

1 Alx)=6x-x"2
® | . A(x):= —x*+6x
5 AW

~ —=2x+46

Ratkaise[A'(x)=0,x]

— {X:3}

Jotta pinta-ala olisi mahdollisimman suuri, on sivun x oltava 3 ja
silloin sivu y = 6 — 3 = 3. Sivujen pituudet tulee olla 3 cm ja 3 cm, jotta
suorakulmion pinta-ala olisi mahdollisimman suuri.

Vastaus: 3 cm ja 3 cm
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f) Muodostetaan kultaisen suorakulmion sivujen suhteella yhtél. Olkoon
y lyhempi sivu.
Y__x
X X+y

Muodostetaan a-kohdan yhtdlon avulla yhtélopari ja ratkaistaan se
sopivalla ohjelamalla.
1 5= 2x+2y=12

® | . s:2x42y=12

K=yl = x/(x+y)
2

~ k: y_ X

X x+vy

5 Ratkaise[{s k}.{xy}

- {{x:—3\/§—3,y:3\/§+9},{x:3 V5 —3,y=-3 \/5_+9}}
4 $3

~ {{x=—9.7082,y = 15.7082} , {x = 3.7082,y = 2.2018} }

Kumpikaan sivun pituus ei voi olla negatiivinen, joten sivujen mitat
kahden desimaalin tarkkuudella ovat 3,71 cm ja 2,29 cm.

3,71cm

229cm

Vastaus: 3,71 cm ja 2,29 cm,

3 Tlcm

229 cm
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K24.

a) Suoraan verrannolliset suureet muuttuvat samassa suhteessa, joten
niiden suhde on vakio k. Merkitéén tyhjenemisnopeutta kirjaimella v.
Nyt tyhjenemisnopeus on suoraan verrannollinen tyhjennysaukon
halkaisijan toiseen potenssiin. Niin ollen on voimassa yhtild v = kd®.

Sijoitetaan annetut tiedot yhtdloon ja ratkaistaan vakio .

v=kd® |:d’
\%
kZ?
_ 13 V/min
(40 mm)’
k =0,008125 /min
mm

Vastaus: 0,008125 l/mir;
mm

b) Lasketaan a-kohdan lausekkeen ja b-kohdassa selvitetyn vakion &
avulla tyhjenemisnopeus, kun suuaukon halkaisija on 38 mm.

v =0,008125YMI0 (38 my? — 11,7325 min ~ 12 Umin
mm

>

Vastaus: 12 I/min

¢) Altaasta poistuu vettd 11,7325 1/min. Néin ollen poistuneen veden
tilavuus litroina ajan minuutteina funktiona on V,(x) = 11,7325x.

Vastaus: V,(x) = 11,7325x
d) Altaaseen lisitiédn vettd nopeudella 12,5 1/min. Néin ollen altaaseen
lisdtyn veden tilavuus litroina ajan minuutteina funktiona on

Vi(x) = 12,5x.

Vastaus: Vi(x) = 12,5x
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e) Altaassa olevan veden méiré on lisidtyn veden méérin ja poistuvan
veden médrédn erotus.

V(x) = Vix) = Vp(x)
V(x)=12,5x — 11,7325x = 0,7675x

Piirretddn f-kohdan funktion kuvaaja.
by

W(z) = 0.7675 x

Etsitddn kuvaajan avulla kuvaajan ja suoran y = 14 leikkauspiste.
L

(18.24104, 14)

Vi) = 0.7675 z

2

0 —
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Funktion V(x) kuvaaja leikkaa suoran y = 14 pisteesséi (18,24; 14),
joten 14 litran allas tdyttyy n. 18 minuutin paésta.

Vastaus: V(x) = 0,7675x. Tayttyy 18 minuutissa.
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K25. a) Piirretddn kuvaan kolmion keskijanat. Keskijana on kolmion kérjesta
piirretty jana kérjen vastaisen sivun keskipisteeseen.

(4.3)

Ohjelman avulla havaitaan, ettd keskijanojen leikkauspiste on (4,3),
joten kolmion painopiste on (4,3).

Vastaus: (4,3)
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b) Piirretddn puoliympyrille symmetria-akseli.

Painopiste on symmetria-akselilla. Lasketaan painopisteen etdisyys
halkaisijasta annetun kaavan avulla. Puoliympyrén séde on kuvan
perusteella 5.

Etdisyys:
2-5_20
3n 37.:

2

Painopiste on siis suoralla y = E, koska halkaisija on x-akselilla.

3n
Toisaalta painopiste on symmetria-akselilla, jonka yhtdld on x = 5.

Painopiste on ndiden suorien leikkauspiste, joka on (5,%) ~(5;2,12).

(5 20) _ (s.
Vastaus: (5, 3n) ~(5;2,12)
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K26. a) Lasketaan, kuinka monta kilometrid laiva kulkee kuhunkin suuntaan.

Kompassisuunta 60° pohjoisesta itddn:
12 kmh- 22 h=4km

60

Itaan:

12 kmh-22 h=5km
60

Piirretdén tilanteesta kuva siten, ettd koordinaatiston yksikko on 1 km.
Kéytetddin apuna ohjelman kiinted kulma -tydkalua ja jana kiinteélla
pituudella -tydkalua.

laivan sijainti
O

5km laivan sijainti
@

laivan sijainti
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b) Ohjelman mittaustydkalun avulla etiisyydeksi saadaan 8,697... km.

laivan sijainti

83.69718

Laiva on n. 8,7 km pééssa lahtopisteesta.

Vastaus: 8,7 km

K27. a) Piirretdén kuvion sisemmélle nelidlle uudet jakopisteet ja piirretdan
kolmas nelid.

Vastaus:
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b) Méaritetddn kaikkien kolmen nelidn pinta-alat piirtdimalla nelid
monikulmiotydkalulla.

Pinta-alat ovat 81, 45 ja 25.
Vastaus: 81, 45 ja 25

¢) Geometrisen lukujonon suhdeluku saadaan laskemalla kahden
perédkkéisen jésenen osaméaard.

. SR

7738179
Cg=2

Vastaus.q—9

d) Muodostetaan pinta-alojen geometrinen lukujono, kun a; = 81 ja

=3
=9

3 ' in—l
a, =81 (9)

11. nelidén pinta-ala on aj;.

5 11-1
a, =81-(§) =0,2268...~ 0,23

Vastaus: 0,23

e) Lasketaan pyydetty pinta-alojen suhde.

5 10
o SU35)
e R O A 0,00280... ~ 07002’8
o~ 8l

11. nelidn pinta-ala on n. 0,28 % ensimmaéisen nelidn pinta-alasta.

Vastaus: 0,28 %
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K28.

Lasketaan massojen logaritmit omaan sarakkeeseensa.

A \ B | C | D
1 | Elain Keskimaarainen massa (kg) Keskimaarainen energian kul | Logaritmi massasta
"2 Nauta 679 8274 6.52
3 Naua 388 6421 596
4 | Ihminen, mies 64.1 1632 416
"5 Ihminen, nainen 565 1349 403
6 |Lammas 456 1219 382
7 Koira, uros 155 525 274
8 | Koaira, naaras 116 443 245
9 Kana 196 106 067
10 Kesykyyhky 0.3 308 A2
11 | Rotta, uros 023 255 149
12 |Rofta, naaras 017 202 -1.75
13| Turturikyyhky 015 195 19
14

b) Sovitetaan massan logaritmien (x-koordinaatti) ja energiankulutuksen
(y-koordinaatti) muodostamaan hajontakuvion eksponentiaalinen malli.

X

~ Algebra
‘ -
Funktio
® f(x) = 73.53.2.08"
Lista
® listal = {(6.52, 8274), (5.96, ¢
Piste
@ A=(6.52,8274)
B = (5.96, 6421)
C =(4.16, 1632)
D = (4.03, 1349)
E=(3.82,1219)
F =(2.74, 525)
G = (2.45, 443)
H=(0.67, 106)
1=(-1.2,308)
=(-1.49, 25.5)
=(1.75,20.2)
=(19,19.5

FE A N N NN NN N NN ]

D1 = "Logaritmi massasta”

~ Piirtoalue
| R4

v mw |

4000 J
3500
3000
2500
2000
1500
1000

500

-500

Malli on kahden desimaalin tarkkuudella f(x) = 73,53 - 2,08".

Vastaus: f(x) = 73,53 - 2,08"
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¢) Lasketaan energiankulutus, kun kehon massa on 5 kg. Mallissa

massasta on laskettu luonnollinen logaritmi, joten malliin sijoitetaan
In5=1,609....

f(In5)=238,963... =240
Energian kulutus on likimain 240 kcal/vrk.

Vastaus: 240 kcal/vrk

4000 kg

m =160 000 -kertainen hiiren massaan

d) Norsun massa on

verrattuna.

Lasketaan mallin mukainen aineenvaihdunta norsulle seké hiirelle,
kuten c-kohdassa.

Norsu:
f(In 4000) = 73,53 - 2,08n4000 = 3 944,094...

Hiiri:
f(In 0,025) =73,53 - 2,08m0025 = 4933

31944,094...
4,933...
kertainen hiiren energiankulutukseen verrattuna.

Norsun energiankulutus on =6474,479...~ 6500 -

Vastaus: 160 000-kertainen ja 6500-kertainen



Huippu Kertaus ¢ Tehtévien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

K29. a) Funktioiden kertoimien helpottamiseksi muutetaan asukasluvut
tuhansiksi asukkaiksi.

Funktio -
- @ f(x) = 1.6003 x + 161.72305

Aasukasluku (tuhatta)
~@ g(x) = 0.04795 x% +0.40168 x + 165.71846

@ h(x) = 162.48872 - 1.00875" 4
Lista
® L, ={(0, 166.228), (5, 169.026), (10, 172.56), (15, 1t
Piste 2y

- @ A=(0,166.228)
- @ B=(5,169.026)

"
~@ C=(10,172.56) 150
® D=(15, 182.742)
@ E =(20, 195.468)
@ F=(25,1204.337) -
50
aika (vuo@_
0 5 10 15 20 25

Sovittamalla aineistoon ensimmadisen asteen polynomifunktio sopivalla
ohjelmalla yhtéloksi saadaan viiden desimaalin tarkkuudella
f(x) =1,6003x + 161,72305.

Sovittamalla aineistoon toisen asteen polynomifunktio sopivalla
ohjelmalla malliksi saadaan viiden desimaalin tarkkuudella
g(x) = 0,04795x* + 0,40168x + 165,71846.

Sovittamalla eksponentiaalinen malli sopivalla ohjelmalla malliksi
saadaan viiden desimaalin tarkkuudella 4(x) = 162,48872 - 1,00875",

Vastaus: f(x) = 1,6003x + 161,72305;
g(x) = 0,04795x* + 0,40168x + 165,71846 ja
h(x) =162,48872 - 1,00875"
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b) Vuonna 2015 oli kulunut 35 vuotta vuodesta 1980, joten mallin
ennustama asukasluku vuodelle 2015 on funktion kuvaajan ja suoran
x = 35 leikkauspisteen y-koordinaatti. Etsitdédn leikkauspisteet
ohjelman avulla.

Aasukasluku (tuhatta)

250

f(x) = 1.6003 x + 161.723

200

150

100

50

aika (vuotta)
0 5 10 15 20 25 30 35 40

=

Ennuste vuoden 2015 asukasluvuksi on 1. asteen polynomisen mallin
mukaan 217,733... tuhatta.

Aasukasluku (tuhatta)
250 5 /
g (x) = 0.0479 x* + 0.4017 x + 165
200
150
100
50
aik@ (vuotta)
0 5 10 15 20 25 30 35 40
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Ennuste vuoden 2015 asukasluvuksi on 2. asteen polynomisen mallin
mukaan 238,509... tuhatta.

Aasukasluku (tuhatta)

250

h(x) = 162.4887 - 1.0088

200

150

100

50

a
0 5 10 15 20 25 30 35 40

ka gvuottg!

Ennuste vuoden 2015 asukasluvuksi on eksponentiaalisen mallin
mukaan 220,454. .. tuhatta.

Lasketaan, kuinka monta prosenttia kunkin mallin antama arvio
poikkeaa todellisesta tuloksesta.

1. asteen polynomifunktio:

217,733...

1. asteen polynomifunktion antama arvio on
100 % —96,71... % = 3,28... % liian pieni.

2. asteen polynomifunktio:

238,509...

2. asteen polynomifunktion antama arvio on
105,94... % — 100 % = 5,94... % liian suuri.
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Eksponenttifunktio:
220,454...

Eksponenttifunktion antama arvio on 100 % —97,92... % =2,07... %
liian pieni.

Kahdella mallilla kolmesta arvio poikkeaa korkeintaan 4 %, joten
todenndkdisyys, ettd arpomalla valittu arvio poikkesi alle 4 %, on %

.2
Vastaus: 3
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K30. Saarelle voi rakentaa, jos saaren muodostaman tasasivuisen kolmion
sisddn mahtuu ympyréd, jonka séde on 100 m. Télldin saaren keskelle jad
alue, joka on yli 100 metrin pidssd mistd tahansa rannasta. Koska
tasasivuinen kolmio on symmetrinen, suurimman sen sisdén piirretyn
ympyrén keskipiste on kolmion keskinormaalien leikkauspisteessé.
Havainnollistetaan tilannetta kuvalla.

B

B 1

Ohjelmalla voidaan mitata ympyrén séteen ja kolmion sivun pituuden
suhde ja médrittdd timén avulla saarelle mahtuvan ympyrén sdteen suurin
arvo.

Lasketaan saaren muodostaman kolmion sivun pituus a. Pinta-ala on
5,00 ha =500 a = 50 000 m”.

Taulukkokirjan kaavan avulla saadaan yhtilo

2
% — 50 000.

Sopivalla ohjelmalla saadaan kolmion sivun pituudeksi 339,808... m.

Kaikki tasasivuiset kolmiot ovat yhdenmuotoisia. Mitataan ohjelman
avulla sisddn piirretyn ympyran sdde, kun kolmion sivun pituus on 7.
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DF = 2.02073/

E

100 m sivuisessa kolmiossa ympyrén séteen suhde on sama kuin ylla
lasketussa, joten suurin mahdollinen sédteen pituus kyseiselld saarella on
siis
M-339,808... =98,094.... = 98 metrid.

Koska suurimman mahdollisen ympyrén séde on 98 m, ei saarella ole
ainoatakaan pistettd, jonka etdisyys lahimmaésti rannasta olisi yli 100 m.
Saarelle ei siis saa rakentaa.

Vastaus: ei saa
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K31. a) Lasketaan, kuinka moninkertaiseksi osakkeiden arvo muuttuu
ensimmadisen vuoden aikana.
100 % — 15,6 % = 84,4 % = 0,844

Lasketaan vastaavasti, kuinka moninkertaiseksi osakkeiden arvo
muuttuu toisen vuoden aikana.
100 % + 8,1 % = 108,1 % = 1,081

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan siité luku g, joka ilmaisee, kuinka
moninkertaiseksi osakkeiden kurssi kolmannen vuoden aikana
muuttuu.
1200-0,844-1,081- ¢ =1200
1094,8368¢ =1200  |]:1094,8368
qg=1,096...

Osakkeiden kurssin tulisi kolmantena vuonna tulla 1,096...-kertaiseksi
eli nousta 109,60...% — 100 % = 9,60...% =~ 9,6 %.

Vastaus: 9,6 %
b) Kurssinousu noudattaa jakaumaa N(7,0 %; 5,0 %). Sopivalla

ohjelmalla saadaan todennikoisyydeksi
P(X>9,60...%)=0,301...= 0,30.

-10 0 10 20 30
u=7 o=5

/1 Normaalijakauma M

7 g5

= X)= 03012

Vastaus: 0,30
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K32. a) Syoéttdmalld ohjelmaan pistelista (1, 15), (2, 57), (3, 179), (4, 453) ja
(5, 975) saadaan sovitustoiminnolla polynomifunktio
fe)=x*+2x+3x* +4x +5.

Niin olleen lukujonon analyyttinen sdéntd on
ap=n*+2n’+3n* +4n +5.

Vastaus: a, =n*+2n* +3n* +4n +5
b) Lukujonon 10. jdsen on aio = 12 345.

Vastaus: ajo = 12 345



Huippu Kertaus ¢ Tehtévien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

¢) Lasketaan taulukkolaskentaohjelmalla lukujonon jésenid. Lasketaan
vierekkéiseen sarakkeeseen lukujonon jésenien summa aina kyseiseen
jéseneen.

Jasensarakkeessa (solu B2) on kaava
=A2MA2* A2N3+3*A2N2+H4* A2+5.

Summasarakkeessa (solu C2) on kaava
=SUMMA(B$2:B2).

Kopioidaan kaavoja alaspain.

A B C

1 [n Jasen Summa

gL 1 15 15
3 2 57 72
4 3 179 251
5 4 453 704
6 5 975 1679
7 & 1865 3544
8 7 3267 6811
] 3 5349 12160
10 9 3303 20463
11 10 12345 32808
12 11 17715 50523
13 12 24677 75200
14 13 33519 108719
15 14 44553 153272
16 15 58115 211387
17 16 74565 285952
18 17 54287  3B0239
19 18 117689 497928
20 19 145203 643131
21 20 177285 820416
22 21 214415 1034831
23 22 257097 1291928
24 23 305859 1597787
25 24 361253 1959040
26 25 423855 2382895
27 26 494265 2877160
28 27 573107 3450267

Taulukkolaskentaohjelman avulla huomataan, ettd, kun n = 25, summa
ylittdd 2 000 000.

Vastaus: 25 jasentd
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K33. a) Merkitddn pohjan sddetti kirjaimella ». Olkoon sédteen yksikko
desimetri, silli astian tilavuus on 1 /=1 dm’.
Ympyrilierién pohjan-alan lauseke on tilldin 2.

Ympyrélierion vaippa on suorakulmio, jonka toinen sivu on pohjan
piiri ja toinen lierion korkeus 4.

Koska lierion tilavuus V= A4, - h, niin korkeus séteen avulla lausuttuna

3
on h=t —1dm”
4, o’

Pohjaympyran kehén pituus on 27z, joten vaipan alan lauseke on

3
an.ldm =% dm’.

2
r

Vastaus: Aponia = 1> ja A ==, kun sidde on desimetreini
pohy aippa r
b) Muunnetaan materiaalien hinnat neliddesimetrien mukaisiksi
hinnoiksi.

Pohjamateriaali 0,2 snt/cm® = 20 snt/dm?
Vaippamateriaali 0,3 snt/cm® = 30 snt/dm?

Astiaan kuluu rahaa sentteind
27?20+ 2

P 30 =40mr" + %, kun séde r on desimetreina.

Vastaus: 40mr® + %, kun sdde » on desimetreind
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¢) Etsitdén b-kohdan lausekkeen pienin arvo sopivan ohjelman avulla.

f(r)= 40T P+ 60 /1 7] E
Vil Pisteet

Ominaisuus Arvo

Min (06204  1450793)

Max (1.2, 230.9557)

Nollakohta Ei juuria

02 =X =

Havaitaan, ettd pienimmaét kustannukset saadaan, kun pohjan sdteen
mitta on 0,620... dm = 6,20... cm = 6,2 cm. Kustannukset ovat tdlldin

145,079... snt = 145 snt=1,45 €.

Vastaus: 6,2 cm, 1,45 €
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K34. Muodostetaan aritmeettisen jonon yleinen termi.

d=12-10=2jaa =10
ap=10+n—-1)-2=10+2n-2=8+2n

Muodostetaan geometrinen lukujonon yleinen termi.

_2l =
=55 jabi=2
B An—l

bn_2 (20)

Muodostetaan epayhtild b, > a, ja ratkaistaan se kokeilemalla. Sijoitetaan
epayhtdlon molemmin puolin oleviin lausekkeisiin aina sama muuttujan n
arvo ja verrataan jasenien suuruuksia.

n—1
2(21) >8+2n

50
- - = -y a4 180 1490,94990

n Arit Geom 91 a0 1BB 1537721
1 10 2 gp g1 190 161,407

2 12 21 a3 02 192 1695338

3 14 2,205 g4 g5 194 1780105

4 16 2,31525 gg g4 196 186,911

g 18 2431013 g g5 198 196,2565

6 20 2552563 g7 95 200 2060694

7 22 2680191 gy g7 202 216,3728

| 8 24 2,814201 gg a8 204 227,1915
g 261 2854811 oo 09 206 238551

10 28| 3,102656 1m 100 N8 250 ATRA

96. termi on ensimmadisen kerran suurempi geometrisessa jonossa kuin
aritmeettisessa jonossa.

Vastaus: 96. termistd alkaen
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K35. Merkitddn ndhdyn alueen kaarta vastaavaa keskuskulman puolikasta

40000 km _ ¢366 197... km.

kirjaimella a. Maapallon sdde on r = o

Havainnollistetaan tilannetta kuvalla.

Radan csa, jonka katselija nakee

‘ |

N

rata

Maan séteen ja katselualueen reuna muodostavat suorakulmaisen kolmion.
Ratkaistaan kulma o kosinin avulla.

cosor = 6366,197...
6366,197...+360
o =18,830...°

Néhtya radan osaa vastaa kulma 2a =2 - 18,830...° = 37,660...°

Koska 360° koko ympyrai vastaa 92 minuutin kierros, niin néhtya osaa
37,660...°

360° 92 min =9,624... min =9 min 37 s aikaa.

vastaa

Vastaus: 9 min 37 s
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K36. a) Lasketaan pdioman méérd vuosittain taulukkolaskennan avulla.
Talletettu pddoma on 2 500 000 €.
Nettokorkokanta on 1,80 % - 0,7 = 1,26 %.
Vuosittainen korkokerroin on g = 1,0126.

1 Kokonaiset vuodet talletuksen aloittamisesta Pa&oma tililla korkojen jélkeen (€)  P&3oma 50 000 €:n noston jalkeen
20 =2500000
3|1 =B2*¥1,0126 =B3-50000
4 2 =B3*1,0126 =B4-30000
5 |3 =B4*1,0126 =B5-50000
6 4 =B5*1,0126 =B6-50000
7|5 =B6*1,0126 =B7-50000
8 |6 =B7*1,0126 =B8-50000
9 7 =B8*1,0126 =BS-50000
10 |8 =B5*1,0126 =B10-50000
11 9 =B10*1,0126 =B11-50000
12 10 =B11*1,0126 =B12-50000
A B [
Kokonaiset vuodet
talletuksen Padoma tililla P&ddoma 50 000 €:n

1 aloittamisesta korkojen jélkeen (€) noston jalkeen

2 0 2500000,00

3 1 2531500,00 2481500,00

4 2 2563396,90 2513396,90

5 3 2595695,70 2545695,70

i1 4 2628401,47 2578401,47

7 5 2661519,33 2611519,33

] 6 2695054,47 2645054,47

9 7 2729012,16 2679012,16

10 8 2763397,71 2713397,71

11 9 2798216,52 2748216,52

12 10 2833474,05 2783474,05

Vastaus: 2 304 150,16 €



Huippu Kertaus ¢ Tehtévien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

b) Etsitdaan mahdollinen nostettava rahamaird muuttamalla
taulukkolaskennan solua, jossa on nostettava summa.

A B C D E F
Kokonaiset vuodet
talletuksen P3doma tililld korkojen  Pa&oma 50 000 €:n

1 aloittamisesta jalkeen (€) noston jalkeen

20 =2500000 Korkokerroin 1,0126
31 =B2*SF52 =B3-SES4 Mostettava summa (€)
4|2 =C3*$F$2 =B4-SES4 22053,98
53 ) =B5-3E54 1

6 4 =C5*$F$2 =B6-SES4

75 =CH*SF52 =B7-SE54

2 6 =CT*SFS$2 =B8-SES4

9 |7 =C8*3FS2 =B9-SES4

10 |8 =C9*SF52 =B10-5ES4

11 |9 =C10*3F$2 =B11-3E34

12 |10 =C11*5FS2 =B12-5E4

A B C D E F
Kokonaiset
vuodet Padoma tililla
talletuksen korkojen P&doma 50 000 €:n

1 aloittamisesta jélkeen (€£) noston jilkeen

2 0 2500000,00 Korkokerroin 1,0126
3 1 2531500,00 2509446,02  Nostettava summa (€)
4 2 2541065,04 2519011,06 22053,98

E‘ 3 25507350,60 2528696,62 1

6 4 2560558,20 2538504,22

7 5 2570489,37 2548435,39

3 6 2580545,68 2558491,70

9 7 2590728,69 2568674,71

10 3 2601040,01 2578986,03

11 9 2611481,26 2589427,28

X 10 2622054,06 2600000,08

Haarukoimalla sopivaa summa 18ydetddn 22 053,98 € nostettava

rahamaara.

Vastaus: 22 053,98 €
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¢) Jos talletuksen arvo pysyisi saman, tililld tulisi olla 10 vuoden péésti
1,02!°=1,218...-kertainen rahasumma.

Tilill4 tulisi olla

1,02'°-2 500 000 € = 3 047 486,049... € =~ 3 047 468,05 €. Tilin saldo
2 600 000,08 euroa on

2 600 000,08 €
3047 468,05 €
reaaliarvoon. Reaaliarvon on tillin laskenut 85,31... prosenttiin, joten
reaaliarvo on laskenut 100 % — 85,31... % =14,68... % = 14,7 %.

=0,8531... -kertainen suhteessa inflaation mukaiseen

Vastaus: pienenee 14,7 %
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K37. Havainnollistetaan tilannetta sopivalla ohjelmalla.

Ay
a=1 5
P -
4
3
2
ol
S
3 2 -1 0 1 2 3 4
-1

Havaitaan, ettd muodostuu suorakulmainen kolmio, jonka toinen kateetti
on positiivisella y-akselilla ja toinen negatiivisella x-akselilla. Kateettien
pituudet voidaan méaarittdd suoran ja akselien leikkauspisteiden avulla.

Lasketaan koordinaattiakseleiden leikkauspisteet.

y-akseli, x =0
y=a-0+ad+1=a"+1

Suoran ja y-akselin leikkauspiste on (0, a* + 1).
x-akseli, y=0

0=a>x+a*+1
0=a’ x+a*+1

—a’x=a’+1 ||:<—a2)
1
x=-1-—
a2
Suoran ja x-akselin leikkauspiste on |—1— %,0).
a

Kolmion toisen kateetin pituus on suoran ja y-akselin leikkauspisteen y-
koordinaatti eli a* + 1.

Toinen kateetti on suoran ja x-akselin leikkauspisteen etdisyys origosta eli
o-(—l—i2 —14-L

2
a a
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Kolmion pinta-ala a:n avulla ilmaistuna on

A(a)z%-(a2+1)(1+ 1

2
a

Tutkitaan pinta-alan dériarvoja ohjelman avulla.

Lauseke ndyttidd saavan pienimmin arvonsa kohdissa a = 1jaa =—1.

Etsitdén funktion pienin arvo vililld % <a <5 ohjelman valmiilla

toiminnolla.
A@)=1/2(1+1/a?(a2+1) @ <
Vili Pisteet
Ominaisuus Anvo
Min (1,2) o
Max (5,13.52)
v
0.5 =xX=

Funktio saa pienimmaén arvonsa, kun a = 1 ja funktion arvo eli kolmion
pinta-ala on télloin 2. T4ll6in suora leikkaa x-akselin pisteessd

(—1—%,0 =(—1—112,0)=(—2,o)
ja y-akselin pisteessi (0, a*> + 1) = (0, 12+ 1) = (0, 2).

Vastaus: a = 1, pinta-ala on 2, leikkaa x-akselin pisteessé (—2, 0) ja y-
akselin pisteessi (0, 2)
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K38.

TAPA 1:
Merkitéédn trombin sijaintia pisteelld C.

Laskujen helpottamiseksi nimetddn akselit toisin péin kuin
tehtdvdnannossa: pohjoiseen osoittava akseli on y-akseli ja itddn osoittava
akseli on x-akseli. TéllGin pisteiden x- ja y-koordinaatit vaihtavat paikkaa.

Muodostetaan suorien AC ja BC yhtélot, kun 4 = (2 549 572, 6 670 801)
jaB=(2554955,6670015).

Suoran AC ja positiivisen y-akselin vélinen kulma on 133,8°
myotapaivadn. Kulma on yli 90°, joten suora AC on laskeva. Suoran AC ja

positiivisen x-akselin vilinen kulma on 133,8° — 90° = 43,8°,

Maidéritetddn suoran 4C kulmakerroin kuvion avulla.

43.8°

Muodostetaan kuvan perusteella yhtélo ja ratkaistaan siitéd pituus a.

tan43,8° =%
a=0,958...

Koska suora AC on laskeva, sen kulmakerroin on kyc = —a =—0,958...

Suoran BC ja positiivisen y-akselin vélinen kulma on 205,0°. Kulma on
yli 180°, joten suora on nouseva. Suoran BC ja y-akselin vélinen kulma on
205° — 180° = 25°, joten suoran BC ja x-akselin vélinen kulma on

90° —25° = 65°.

Suoran AC kulmakerroin on suoran ja x-akselin vélisen kulman tangentin
vastaluku. Toisin kuin suora AC, suora BC on nouseva, joten sen
kulmakerroin on suoran BC ja x-akselin vélisen kulman tangentti
ksc=tan 65° =2,144...
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Suoran AC kulmakerroin on —0,958... ja suora kulkee pisteen
A=(2549 572, 6 670 801) kautta. Sijoitetaan ndmé tiedot yhtdloon
y = kx + b ja ratkaistaan vakiotermi b.

6670801=-0,958...-2549572+b

6670801=-2444951,643...+b
b=2444951,643...+ 6 670801
b=9115752,643...

Suoran AC yhtél6 on siis y = —0,958...x + 9 115 752,643...

Suoran BC kulmakerroin on 2,144... ja suora BC kulkee pisteen
(2 554 955, 6 670 015) kautta. Sijoitetaan ndma tiedot yhtdloon y = kx + b
ja ratkaistaan vakiotermi b.

6670015=2,144...-2554955+b

6670015=5479118,679...+b
b=6670015-5479118,679...
b=1190896,320...

Suoran BC yhtild on siis y = 2,1445...x + 1 190 896,320...

Muodostetaan yhtélopari ja ratkaistaan siitd suorien AC ja BC
leikkauspisteen C koordinaatit.

y=-0,958..x+9115752,643...
y=2,144..x +1190 896,320...

Sopivalla ohjelmalla saadaan leikkauspisteeksi
C=(2553544,930..., 6 666 991,096...)

Koska koordinaattiakselit valittiin toisin pdin kuin tehtdvinannossa,
tehtévinannon koordinaatistossa trombi on pisteessa
(6 666 991,096...; 2 553 544,930...) = (6 666 991, 2 553 545)
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TAPA 2:
Merkitéédn trombin sijaintia pisteelld C.

Laskujen helpottamiseksi nimetddn akselit toisin péin kuin
tehtdvdnannossa: pohjoiseen osoittava akseli on y-akseli ja itddn osoittava
akseli on x-akseli. Téllin pisteiden x- ja y-koordinaatit vaihtavat paikkaa.

Muodostetaan suorien AC ja BC yhtélot, kun 4 = (2 549 572, 6 670 801)
jaB=(2554955,6670015).

Suoran AC ja positiivisen y-akselin vélinen kulma on 133,8°
myotapaivadn. Kulma on yli 90°, joten suora AC on laskeva. Suoran AC ja

positiivisen x-akselin vilinen kulma on 133,8° — 90° = 43,8°.

Maidéritetddn suoran 4 C kulmakerroin kuvion avulla.

43.8°

Muodostetaan suorien yhtélot sopivalla ohjelmalla ja ratkaistaan niiden
leikkauspiste ohjelman avulla.

1 a:=Suora[(2549572,6670801), y = tan(-43.8°)x]
[ ] ~ a:y= —x0.9589655219629 { 2444951.643762 { 6670801

5 | b= Suoral(2554955,6670015), y = tan(65°)4
~ b:y=x2.144506920509 — 5479118.67909 + 6670015

3 Leikkauspiste[a, b]
=~ {(2553544.930639,6666991.096496)}

Vastaus: (6 666 991, 2 553 545)
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