Juuri 10 ¢ Tehtévien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 9.2.2018

Kertaus

K1.

K2.

a) Alapaineiden pienin arvo on 55 ja suurin arvo 74, joten vaihteluvali
on [55, 74].

b) Alapaineiden keskiarvo on
2-55+65+67+68+70+71+74 _ 525 _
2 =3~ 65,6.

¢) Alapaineiden keskihajonta on
\/2 (55=2F)" +(65-F)" +(67—F) +...+(74-¢)’
8

= 6,63.

a) Kirjoitetaan tiedot taulukkolaskentaohjelmaan. Piirretddn ohjelmalla
pylvéskuvio.
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b) Piirretdén ympyrékuvio, jarjestetdéin osat suuruusjérjestykseen.
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K3.  a) Taulukkolaskentaohjelman avulla saadaan heittdjin A tulosten
keskiarvoksi 78,61 m ja keskihajonnaksi 1,09 m seké vastaavasti
heittdjan B tulosten keskiarvoksi 81,54 m ja keskihajonnaksi 5,82 m.

b) Heittéjén A tulosten keskiarvo on pienempi kuin heittéjén B tulosten
keskiarvo. Toisaalta heittdjan A tulosten keskihajonta 1,09 m on
selvésti pienempi kuin heittdjan B tulosten keskihajonta 5,82 m.
Heittdjén A voidaan siis arvioida olevan tasaisempi eli varmempi
heittdja omalla tasollaan.

K4.  Piirretdén ohjelmalla viivakuvio.

Autojen vuosittaiset ensirekisterdinnit Suomessa 1960-2016
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Vuosina 1980-89 vuosittaisten rekisterdintien médrd kasvoi noin
100 000:sta yli 170 000:een. Vuosina 1990-93 vuosittaisten rekisterdintien
madrd romahti alle puoleen aiemmasta.
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K5.  Lasketaan luokkien todelliset yldrajat ja suhteelliset summafrekvenssit
taulukkoon.
Luokan 0-14 vuotta todellinen yldraja on 15 vuotta, koska kaikki alle 15-
vuotiaat kuuluvat luokkaan 0-14.
Luokkien todelliset ylarajat ovat siis 15, 30, 45, 60, 75 ja 101.
Lisétian piirtdmista varten ensimmaiselle riville ensimméiisen luokan
todellinen alaraja O ja sitd vastaava suhteellinen summafrekvenssi 0 %.

Luokan Suhteellinen
todellinen |Suhteellinen| summa-
ylaraja frekvenssi frekvenssi

0 0% 0%

15 35% 35%

30 26% 61%

45 18% 79%

60 13% 92%

75 7% 929%

101 1% 100%

Piirretdén kertymikuvaaja viivakuviona, jossa luokan ylarajan kohdalla on
luokan suhteellinen summafrekvenssi.
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a) Kertymékuvaaja leikkaa 50 %:n vaakatason noin 24 vuoden kohdalla,
joten mediaani-ika oli noin 24 vuotta.

b) Kertymikuvaaja leikkaa 75 %:n vaakatason noin 41 vuoden kohdalla,
joten 75 % oli nuorempia kuin 41 vuotta.
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K6.  a) Palloja on yhteensi kahdeksan, joten

P(punainen) = % ~0,63.

b) Kun yksi punainen pallo on nostettu, jiljelld on seitsemén palloa, joista
nelji on punaisia. Kertolaskusdénnolla saadaan

P(kaksi punaista) = P(1. punainen ja 2. punainen) = % % = % ~0,36.

Toinen tapa:

8
Kahdeksasta pallosta voidaan valita kaksi (2) =28 eri tavalla.

5
Viidestd punaisesta pallosta voidaan valita kaksi (2) =10 eri tavalla.

Siispd nostettaessa kaksi palloa todennikoisyys, etti molemmat ovat
punaisia, on

2
P(kaksi punaista) = (% = % = % = 0,36.
)

¢) Neljisté pallosta sinisié ja punaisia on yhtd monta tdsmélleen siiné
tapauksessa, ettd punaisia on kaksi ja sinisié kaksi. Viidestd punaisesta

5
pallosta voidaan valita kaksi (2) =10 eri tavalla ja kolmesta sinisesté

pallosta voidaan valita kaksi (;) =3 eri tavalla.

Tuloperiaatteen mukaan kaksi punaista ja kaksi sinisti palloa voidaan
siis valita 10 - 3 = 30 eri tavalla.

8
Kaikkiaan kahdeksasta pallosta voidaan valita neljad ( 4) =70 eri

tavalla. Niinpa

P(kaksi punaista ja kaksi sinistd) = 2 = % :% ~(0,43.
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d) Tapahtuman “’saadaan ainakin yksi punainen” vastatapahtuma on ’ei
saada yhtéédn punaista” eli saadaan kolme sinistd”. Tdmén
todennikdisyys saadaan kertolaskusadanndlla:

. D .. 32 1_1
P(1. 2. ) =2.4.= =
(1. sininen ja 2. sininen ja 3. sininen) 276" 36
Kysytty todennédkoisyys on siten
o ) ) 1 55
(ainakin yksi punainen) 56 56 0,98

Toinen tapa:

Tapahtuman ”saadaan ainakin yksi punainen” vastatapahtuma on ei
saada yhtddn punaista” eli ”saadaan kolme sinistd”. Kolmesta sinisesti
pallosta voidaan valita kolme vain yhdelld tavalla, ja kaikista

8
kahdeksasta pallosta voidaan valita kolme ( 3) =56 eri tavalla. Niinpd

3
o - (3) 1
P(kaikki kolme sinisid) = 78\ = 56"
3

Kysytty todennédkdisyys on siten
1 _55

P(ainakin yksi punainen) =1-— s

~0,98.

K7.  a) Riippumattomien tapahtumien kertolaskusidénnolld tapahtuman
”molemmat lyovit juoksun” todennékdisyydeksi saadaan
P(A 1y6 juoksun ja B ly6 juoksun)
= P(A ly0 juoksun) - P(B ly6 juoksun)
=0,42-0,35=0,147 = 0,15.

b) Tapahtuma “vain toinen ly6 juoksun” koostuu kahdesta erillisesti
tapahtumasta: ”A 1y juoksun ja B ei” sekd B 1y juoksun ja A ei”.
Riippumattomien tapahtumien kertolaskusédnnon ja erillisten
tapahtumien yhteenlaskusdannon avulla saadaan
P(vain toinen ly0 juoksun)
= P(A lyd juoksun ja B ei tai B 1y0 juoksun ja A ei)
=042-(1-035+0,35-(1-0,42)
=0,476 = 0,48.
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¢) Riippumattomien tapahtumien kertolaskusdanndlld saadaan tapahtuman
“kumpikaan ei lyd juoksua” todenndkodisyydeksi
P(kumpikaan ei ly6 juoksua)
= P(A ei ly0 juoksua ja B ei 1y juoksua)
=(1-0,42)-(1-0,35)=0,377=0,38.

d) Tapahtuman “ainakin toinen ly0 juoksun” vastatapahtuma on
”kumpikaan ei lyd juoksua”, jonka todennékdisyys laskettiin
c-kohdassa. Niinpa
P(ainakin toinen ly6 juoksun) =1—0,377 = 0,623 = 0,62.

K8. a) Kaikki 13 kirjaa voivat olla keskenéén 13! eri jarjestyksessd. Kun
matematiikan kirjat ovat vierekk&in, matematiikan kirjoista
ensimmadinen voi olla hyllyssd ensimmaéisend, toisena, kolmantena tai
neljantend:

MMMMMMMMMMRRR
RMMMMMMMMMMRR
RRMMMMMMMMMMR
RRRMMMMMMMMMM

Matematiikan kirjat voivat olla keskenddn 10! eri jarjestyksessd ja
ruotsin kirjat jiljelld olevilla paikoilla 3! eri jérjestyksessd. Kysytty
4-101-3! 2

todennékdisyys on siis TR VTa 0,013986...~0,014.

b) Matematiikan kirjojen keskindinen jérjestys on nyt mééaratty,
vaihtoehtoja ei ole kuin yksi. Kuten a-kohdassa, matematiikan kirjoista
ensimmadinen voi olla neljillé eri paikalla ja ruotsin kirjat jéljelld
olevilla paikoilla 3! eri jérjestyksessd, joten kysytty todennékdisyys on

4131 1 _ 10 .
= 355459300 = 3+854-+10” =0,000000003854... ~ 0,0000000039.
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KO.

Piirretddn nelio ja varitetddn siitd suotuisa osa eli ne alueet, joissa pisteen
etdisyys lahimmaista nurkasta on korkeintaan puolet nelién sivun
pituudesta.

Suotuisa kuvion osa muodostuu neljdstd ympyrén neljénneksest.

Jos nelidn sivun pituus on a, sen pinta-ala on a”, ympyrin side on £ ja

m-(4)

ympyrén neljdnneksen pinta-ala — Suotuisan osan pinta-ala on

2
(e
silloin 4- # —n-(4).

TT- a
Kysytty todenniikdisyys on (22) = % =0,785398...~0,79.
a
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K10.

Vektorin % =ai +bj pituus on Va’ +b. Pituus on enintiin 4
tasmailleen silloin, kun pituuden nelié a* + b* < 16.

Esitetddn kahden nopan heiton mahdolliset lopputulokset eli
silmilukuparit (@, b) taulukkona ja merkitdan taulukkoon silmélukuparin
kohdalle saadun vektorin pituuden nelid a* + 5.

37140|45|52|61|72
2629|3441 |50|61
17|20(25|32 (41|52
1013 (18|25[34|45
5|8 (13{20(29 |40
2 |5|10(17|26|37
1 2 3 4 5 6

= N W A~ U1 O

Suotuisia silmélukupareja on taulukon mukaan kahdeksan. Yhteensi
silmilukupareja on 36, joten kysytty todenndkdisyys on

8 _2_ ~
369 =0,2222...~0,22.
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K11.

Kyse on toistokokeesta, jossa toistojen eli kahden arpakuution heittojen
lukumaiiré on kuusi. Lasketaan toiston onnistumisen eli tuloksen
’silméilukujen summa on véhintddn 9” todenndkdisyys yhdelld kahden
arpakuution heitolla.

Esitetddn kahden arpakuution heiton mahdolliset lopputulokset eli
silmélukuparit taulukkona ja merkitidén taulukkoon silmélukuparin
kohdalle silmilukujen summa.

6789|1011 |12
5(6{7|8]9|10(11
4]5/6|7|8|9 |10
3(4|5|6({7|8|9
2|3/4/5|6(7]|8
1(23|4|5|6|7

1 23 4 5 6

Taulukon perusteella tapahtuman “’silmélukujen summa on véahintdéan 9”
kannalta suotuisia silmdlukupareja on 10. Yhteensé silmdlukupareja on

10_5 _09777.

36, joten toiston onnistumisen todennékdisyys on —— 3618

Todennikoisyys, ettd kolmessa heitoista silmidlukujen summa on
vahintddn 9, saadaan toistokokeen kaavalla:

3 3
P(kolmeonnistumista)=(g)(%) (1—%) é%g}éé 0,161486...~ 0.16.
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K12. a) Oppilaita on yhteensi 24, joten yhteen ryhméén valitaan 12. Tama
24
voidaan tehdi (1 2) =2704156 eri tavalla. Toisen ryhmén oppilaat

tulee valittua samalla.

Pojat ovat samassa ryhmaéssé, kun yhteen ryhméén on valittu kaikki
pojat ja liséksi kaksi tyttod.

Tamai voidaan tehdi (}8) . (124 ) =91 eri tavalla.

Todennidkoisyys, etti kaikki pojat ovat samassa ryhmaissé, on siis

(10)(14)

o2 o9 1 N

(24) = 3704158 = 3977¢ = -00003365... 0,000034.
12

b) Ryhmisséd on yhtd monta poikaa tdsmélleen siind tapauksessa, ettd
toiseen on valittu 5 poikaa ja 7 tyttoa.
Tuloperiaatteen mukaan tdima voidaan tehda

(1 50)(174) =252-3432 =864864 eri tavalla.

Kysytty todennékdisyys on siis
(10) . (14)
5)\7)_ 864864 _ 2376

(24) 2704156 7429
12

=0,3198...~0,32.
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K13. a) Todennikdisyys voittaa 50 euron lahjakortti on % 510 =0,02 ja
todenndkdisyys voittaa 20 euron lahjakortti on % 110 0,1.
Todennikoisyys jadda ilman voittoa on W %g 0,88.

Nettovoitto X saadaan, kun arvalla saadusta voitosta vihennetdin
arvasta maksettu hinta 5 euroa. Niin ollen

P(X=45)=i,
P(X =15)=

( 5)= 1OJa
P(X =-5)=22
( 5) 5

Nettovoiton odotusarvo on

E(X) =5 1 454 L5122

70 55 -(=5)=-2 euroa.

b) Nettovoiton keskihajonta on
=L as5— =) + L. (15— (=2)) + 22 .((=5) = (-2))? =
D(X) = (45— (2" #1515 (2 +22((-5) - (-2)

curoa.
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K14. Esitetddn kahden nopan heiton mahdolliset lopputulokset eli
silmélukuparit taulukkona ja merkitédan taulukkoon silméilukuparin
kohdalle silmilukujen summa eli satunnaismuuttujan X arvo.

6(78|9(10|11|12
5/6|7|8|9 (10|11
4(5/6|7|8|9 |10
3(4|5/6|7 8|9
2(3|4/5/6 |78
112(3(4|5|6 |7

1 23 4 5 6

Satunnaismuuttujan X mahdolliset arvot ovat 2, 3, ..., 12. Taulukon

perusteella saadaan eri arvojen todennikdisyydet:

P(X =2)=-L =0,02777...~0,028

36

P(X =3) =3—26 =%= 0,05555...~ 0,055
P(X:4):%:%:0,08333“.@&083
P(X:5):%:%:0,11111...z0,11
P(X =6) =%=0,13888...z0,14

P(X =7)= 2 =4 =0,16666...~0,17
P(X=8)=3—56=O,13888...z0,14

_gy=4 _1
P(X =9)=3:=¢
—10)=> =1 _ ~
P(X =10) =3¢ =75 =0,08333...~.0,083
21 .

P(X =11) = =12 =0,05555... 0,055

P(X =12)= % =0,02777...~ 0,028

=0,11111...~0,11
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Tama on satunnaismuuttujan X jakauma, joka voidaan esittid myds

taulukkomuodossa:

x P(X =x)
2 3
3 i
4 =
5 3
6 %
7 G
8 3
9 3
10 5
11 &
12 2

Piirretdén pistetodennékoisyydet koordinaatistoon vastaavan arvon

kohdalle:
2/9dy

7136
HHS
51736
1:/9
1712

1/18

1136 T
2
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Kun taskussa olevista yhteensa neljistd kolikosta valitaan kaksi,
nimellisarvojen summa voi olla 1,50 euroa, 2 euroa, 2,50 euroa tai 3
euroa. Lasketaan arvojen todennikdisyydet.

1) Summaksi saadaan 1,50 euroa, kun toinen valituista kolikoista on euron
kolikko ja toinen 50 sentin kolikko. Témén todennikoisyys on

(2
UW_2:1_1_3;3,

P(summa on 1,50 euroa) = A "¢ =3
8

Sama tulos saadaan kerto- ja yhteenlaskusdannon avulla laskemalla
P(1. euron ja 2. 50 sentin kolikko, tai 1. 50 sentin ja toinen euron kolikko)

_2.1 _1
13" 3

12
43

2) Summaksi saadaan 2 euroa vain siiné tapauksessa, ettd molemmat
valitut ovat euron kolikoita. Tdmén todennékoisyys on

2
2) 1
P(summa on 2 euroa) =-—+=—~0,17.

4\ 6
2
Sama tulos saadaan kertolaskusddnnon avulla laskemalla

P(1. euron ja toinen euron kolikko) = % % =%

3) Summaksi saadaan 2,50 euroa, kun toinen valituista kolikoista on
kahden euron kolikko ja toinen 50 sentin kolikko. Tdmén todennékdisyys

i)

on P(summa on 2,50 euroa) = T —e” 0,17.

2
Sama tulos saadaan kerto- ja yhteenlaskusdannon avulla laskemalla
P(1. kahden euron ja 2. 50 sentin kolikko,

+

A1
36

NI
W [ =
A=

tai 1. 50 sentin ja toinen kahden euron kolikko) =
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K16.

4) Summaksi saadaan 3 euroa, kun toinen valituista kolikoista on kahden
euron kolikko ja toinen euron kolikko. Témén todennékoisyys on

iif
P(summa on 3 euroa) = LAY 121 ~0,33.

(421) 6 3

Sama tulos saadaan kerto- ja yhteenlaskusédédnnon avulla laskemalla
P(1. kahden euron ja 2. euron kolikko,

. - ey 212,211
tai 1. euron ja toinen kahden euron kolikko) = 13 + 1373
Summan odotusarvo on %-1,50+%-2+%-2,50+%-3 =2,25 euroa.

a) Tilannetta voidaan ajatella toistokokeena, jossa toistoja on 5 ja
onnistumisen todennékdisyys on 80 % = 0,80. Onnistumisten eli
pidettyjen luentojen lukumiird noudattaa binomijakaumaa, ja kunkin
lukuméirén k=0, 1, 2, ..., 5 todenndkdisyys saadaan ohjelman avulla
jakaumasta Bin(5; 0,8) tai laskemalla binomitodennikdisyyden eli
toistokokeen kaavalla

P(k onnistumista) = (]5C

)o,sok (1-0,80)"".
Todennikoisyys, ettd professori ehtii pitda kaikki viisi luentoa, on
0,80° = 0,32768 =~ 0,33 = 33 %.

b) Tapahtuma “vain yksi viidestd luennosta jaa pitdméttd” on sama kuin
ehtii pitdd vain neljd luentoa”, jonka todenndkdisyys on

(f) -0,80% - (1 -0,8) =0,4096 = 0,41 = 41 %.

¢) Binomijakaumaa Bin(#n, p) noudattavan satunnaismuuttujan odotusarvo
on np. Koska luentojen lukumaéré noudattaa binomijakaumaa
parametrein 5 ja 0,8, lukuméérén odotusarvo on 5 - 0,80 = 4.
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K17. Funktio on tiheysfunktio, jos se toteuttaa kaksi ehtoa: 1) sen arvot ovat ei-
negatiivisia ja 2) sen kuvaajan ja x-akselin véliin jadvan alueen pinta-ala
on 1. Osoitetaan, ettd f toteuttaa nimé ehdot.

pd
2 b

koska sen ulkopuolella funktion f'arvo on nolla. Y
Kosini on yksikkdympyran kehépisteen x-

1) Riittéé tutkia funktion arvoja valilla —% <x<

koordinaatti, joten kun —g <x< %, oncos x>0 ja X,

siksi myds f(x) = %cosx > 0. Ensimmadinen ehto siis
toteutuu.
2) Funktion f'kuvaajan ja x-akselin véliin ja4 alue vain vililla

—% <x< % Kuten edelld todettiin, funktio f on ei-negatiivinen, joten

alueen pinta-ala saadaan méaéaréttynad integraalina

[STE]

1

21——(1) 1.

% osxdx = /( smx)

N‘:‘ R L]

Siis funktio ftoteuttaa toisenkin ehdon. Niinpé f on tiheysfunktio.

Kysytty todennékdisyys P(—% <X< %) on funktion f'kuvaajan ja

T L Iy |
x-akselin viliin valilla 7 <x Z jédvén alueen pinta-ala.
y
X
3m/4 -w/2 -mwl4 0| w4 w/2 3mw/4

Pinta-ala saadaan tiheysfunktion madrdttynd integraalina kyseiselld vélilla:

N

P( Tex<l ) jf(x)dx jicosxdx ~0,7071...~0,71.
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K18.

K19.

Normitetaan X ja kdytetddn standardinormaalijakauman N(0, 1)
kertyméfunktiolle @ taulukoituja arvoja.

X -8

noudattaa
2

Koska X ~ N(8, 2), satunnaismuuttuja Z =

standardinormaalijakaumaa N(0, 1).

Lasketaan kysytty todennikoisyys Z:n kertyméafunktion @ avulla:
P(7<X <10)

_o[1=8_ <10—8)
ez,

1
=P(—%5=<Z7Z<1
(—5<Z<D)

—P(Z <1)-P(Z < —%).

P(Z < 1) = ®(1) saadaan taulukosta: ®(1) =~ 0,8413.

Symmetrian avulla saadaan

P(Z<—%):P(Z >%)
=1-P(Z<3)

-1-0(3)
~1-0,6915=0,3085 -5l 3

-

Niinpd P(7 <X <10)= 0,8413 — 0,3085 = 0,5328 = 0,53.

My®6s ohjelman avulla saadaan P(7 < X < 10) = 0,5328, kun X ~ N(8, 2).

Olkoon X lentomatkan kesto minuutteina, jolloin X ~ N(144, 12).
Kysytty todennédkoisyys on P(X < 150).

Ohjelman avulla saadaan

P(X<150)~0,6915 ~ 0,69

eli todennédkoisyys, ettd lento on perilld ennen kello 11:4, on noin 0,69.
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K20. Olkoon pistemaérda kuvaava satunnaismuuttuja X, jolloin
X~N(@30,1; 11,2).
Etsitddn luvut a (arvosanan 10 pisteraja) ja b (hyvéksytyn eli arvosanan 5
pisteraja), joille P(X > a) = 0,1 ja P(X < b) = 0,05.

Ohjelman avulla saadaan a ~ 44,453 ~44ja b= 11,6776 = 12.
Arvosanan 10 pisterajaksi pitéisi siis asettaa 44 pistettd ja arvosanan 5
pisterajaksi 12 pistett.
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Kokoavia tehtavia

ILMAN TEKNISIA APUVALINEITA

1. a) Kirjoitetaan keskiarvolle lauseke x:n avulla ja ratkaistaan x yhtalosta.
x+(x+3e)+2x —_—
4x+e=3m
4x=3n—e |:4
_3mn—e
Ty
b) Keskiarvo on ennen muutosta %b-i—c ja muutoksen jélkeen
(a+10)+(b+10)+(c+10) _g+b+c+30 _a+b+c
3 = 3 =" +10.

Keskiarvo siis kasvaa kymmenella.

Mediaani on suuruusjérjestyksessa keskimmaéinen luvuista a, b ja c.
Kun jokaiseen lukuun lisdtdan 10, lukujen keskindinen jérjestys ei
muutu. Keskimmaéinen on siis sama kuin aiemmin, johon on lisétty 10,
eli my6s mediaani kasvaa 10:114.
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2. a) Valitaan luokiksi 160-164 cm, 165-169 cm, 170-174 cm, 175-179 cm
ja 180-184 cm. Lasketaan, kuinka monta pituutta kuhunkin luokkaan
kuuluu ja kirjoitetaan luokkien frekvenssit taulukkomuotoon.

Luokka | frekvenssi
160-164 5
165-169 9
170-174 8
175-179 7
180-184 7

Lasketaan luokkien summafrekvenssit laskemalla yhteen luokan ja siti
edeltdvien luokkien frekvenssit.

Luokka | frekvenssi | summafrekvenssi
160-164 5 5
165-169 9 14
170-174 8 22
175-179 7 29
180-184 7 36

b) Piirretddn kertymékuvaaja merkitsemdlld summafrekvenssi luokan
todellisen yldrajan kohdalle ja yhdistamaélla pisteet. Luokkien todelliset
yléarajat ovat 164,5; 169,5; 174,5; 179,5 ja 184,5 cm. Ensimmaisen

luokan todellisen alarajan 159,5 kohdalle tulee frekvenssi 0.

Y
36

32
28

24

60 165 170 175 180 185
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Mediaanipituuden ylittd4 puolet oppilaista eli 18 ja alittaa myos 18
oppilasta. Kuvasta mediaani arvioidaan etsimélld se pituus, jonka

kohdalla kertymdkuvaaja leikkaa vaakatason 18; timé on noin 172 cm.

Y
36

32
28

24

60 165 170 175 180 185

Oppilaita on yhteensd 36, joten mediaanipituus on pituusjérjestyksessa
kahden keskimmaéisen pituuden keskiarvo. Luokan pituusjérjestyksessa
18. ja 19. oppilaan pituudet ovat 170 ja 171 cm, joten aineiston
todellinen mediaani on 170,5 cm. Kertymékuvaajasta arvioitu
mediaani on siis 1,5 cm suurempi kuin aineiston todellinen mediaani.
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Hahmotellaan tilannetta kuvan avulla:

A Pitad
Pitaa suklaasta ja

suklaasta on

musikaalinen

Ei pid& suklaasta eika ole
musikaalinen

Niiden oppilaiden osuus, jotka pitévét suklaasta tai ovat musikaalisia, on
60 % + 70 % — 50 % = 80 %.

Niinp4 niiden opiskelijoiden osuus, jotka eivét pidé suklaasta eivitké ole
musikaalisia, on

100 % — 80 % = 20 %. Todennidkoisyys, etti satunnaisesti valittu koulun
oppilas ei pida suklaasta eikéd ole musikaalinen, on sama kuin ndiden
osuus kaikista oppilaista eli 20 % = 0,20.

TAI
Hahmotellaan tilannetta kuvan avulla:

Pitas Piaa
suklaasta ~ suklaasiaja On
e musnoa';J = musikaalinen
e 70 %- 50 %
- 50 % = 20%

Ei pidd suklaasta eiki ole
musikaalinen

Niiden oppilaiden osuus, jotka pitévét suklaasta tai ovat musikaalisia, on
10 % + 50 % + 20 % = 80 %.

Niinpa niiden opiskelijoiden osuus, jotka eivit pidd suklaasta eivitki ole
musikaalisia, on 100 % — 80 % = 20 %. Todenndkdisyys, ettd
satunnaisesti valittu koulun oppilas ei pida suklaasta eiki ole
musikaalinen, on sama kuin ndiden osuus kaikista oppilaista eli

20 % = 0,20
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Kaksinumeroisessa positiivisessa kokonaisluvussa ensimméiinen numero
on jokin luvuista 1, 2, ..., 9, ja toinen numero on jokin luvuista 0, 1, ..., 9
ja jokainen néistd numeroista on yhti todenndkoinen.

Todennikoisyys, ettd ensimmédinen numero on 1 tai 2, on siis

o . 210_2
P ltai2)==-—==
(ensimmaéinen numero on 1 tai 2) 9109
. . 9 2 1
Vastaavasti P(toinen numero on 1 tai 2) = 910" 5

Liséksi todenndkdisyys, ettd sekd ensimmainen etti toinen numero on

1 tai 2, on P(ensimméinen on 1 tai 2 ja toinen on 1 tai 2) = 2.2_2 .
910 45
Niinpd P(ainakin toinen on 1 tai 2) = § + % - 4—25 = %

Muita tapoja:
P(ainakin toinen on 1 tai 2) =1—P(kumpikaan ei ole 1 tai 2)
7.8 4 28_17

9 10 45 45

Sama tulos saadaan myos luettelemalla sopivat luvut. Kaksinumeroisia

positiivisia kokonaislukuja ovat luvut 10, 11, ..., 99, joita on 90. Ne luvut,

joissa ainakin toinen numeroista on 1 tai 2, ovat

10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17,18, 19 (10 kpl)

20,21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29 (10 kpl)

31,32,41,42,51,52,61,62,71,72,81,82,91,92 (7 - 2= 14 kpl)

Kyseisié lukuja on yhteensa 34 kappaletta. Niinpé kysytty todennékdisyys
34 _17

on %—E
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Kaytetddn kannattavuuden mittarina odotusarvoa. Lasketaan odotusarvo
kummassakin tilanteessa: siind, jossa kilpailija vastaan ensin helppoon
kysymykseen ja myds siind, jossa hin vastaa ensin vaikeaan
kysymykseen.

Olkoon X = kilpailijan voittama rahasumma, kun hin vastaa ensin
helppoon kysymykseen. Muodostetaan satunnaismuuttujan X jakauma ja
lasketaan sen odotusarvo.

x (euroa) P(X=x)
0 0,5
(vastaa védrin helppoon)
200 0,5-0,8=0,4
(vastaa oikein helppoon ja véirin
vaikeaan
1600 0,5-0,2=0,1
(vastaa oikein molempiin)

Nyt E(X)=0,5 -0+ 0,4 - 200 + 0,1 - 1600 = 240.

Olkoon sitten Y = kilpailijan voittama rahasumma, kun hén vastaa ensin
vaikeaan kysymykseen. Muodostetaan satunnaismuuttujan Y jakauma ja
lasketaan sen odotusarvo.

v (euroa) P(Y=y)
0 0,8
(vastaa vidrin vaikeaan)
1400 0,2-0,5=0,1
(vastaa oikein vaikeaan ja véddrin

helppoon

1600 0,2-0,5=0,1

(vastaa oikein molempiin)

Nyt E(Y)=0,8-0+0,1-1400 + 0,1 - 1600 = 300.

Koska satunnaismuuttujan Y odotusarvo on suurempi, kilpailijan
kannattaa siis vastata ensin vaikeaan kysymykseen.
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C on lopullinen voittaja, jos

1) C voittaa seuraavat kolme pelid, tai

2) seuraavista kolmesta pelistd C voittaa kaksi ja A yhden, ja lisdksi
seitsemannen pelin voittaa C.

Tapahtumat 1 ja 2 ovat erilliset. Koska pelaajat ovat yhté taitavia,
jokaisella on sama todenndkoisyys voittaa peli:

P(A voittaa pelin) = P(B voittaa pelin) = P(C voittaa pelin) = %, jaeri

pelikierroksilla voitot eivét riipu toisistaan.

3
Tapahtuman 1 todennékdisyys on kertolaskusdannon mukaan (g) .

Tapahtuma 2 koostuu erillisistd tapahtumista, ACCC, CACC ja CCAC

4
joista jokaisen todenndkdisyys on (%) . Niinpé kysytty todenndkdisyys

on

3 4
P(C on lopullinen voittaja) = (%) +3- (%) = 2—27 =0,074074...=0,074.
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Funktio on f'tiheysfunktio, jos
1) sen arvot ovat ei-negativisia ja
2) sen kuvaajan ja x-akselin viliin jadvén alueen pinta-ala on 1.

1) Funktion lausekkeista ndhdéén, ettd ei-negatiivisuus toteutuu silloin
kun a > 0.

2) Pinta-alaa muodostuu vain vililld 0 < x < e. Etsitdén sellainen ei-

negatiivinen luku a, ettd I f(x)dx=1.
0

——
=1 =0

j:f(x)dx=j'xdx+j'%dx=0/(lx2)+l/g(a1nx)=%-1—0+a1

[\

Kertyméfunktio F saadaan integroimalla tiheysfunktiota fja kayttdmalla
integroimisvakioiden miirddmiseen tietoja F(0) = 0 ja F(e) = 1 sekd siti,
ettd F” on jatkuva kaikkialla.

x, kun 0<x<1 0, kunx<0

5 x, kun 0<x<1

e kinl<x<e= 1.1 kunl<x<e

0, muulloin 0, kunx>e

Integroidaan funktio f(x)=

osissa.
x <0: F(x)=j0dx:c

0<x<1: F(x)=jxdx=%x2+D
I<x<e: F(x)=j%-%dx=%-lnx+E
x>e: F(x):J.de:G

1
ne—aLr\1FIJ)=§+a
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Koska F(0) = 0 ja funktio F on jatkuva, taytyy olla
lil})lF(x): lirglF(x):0:

lim F(x) = lim C = C, siis C=0

x—0-

lim F(x) = lim (%x2 +D)=D, siis D=0,

Koska F(e) =1 ja funktio F on jatkuva, tiytyy olla
lim F(x)=lim F(x)=1:
lim F(x)=lim(fInx+E)=4Ine+ E=1+FE, mistd E=1

lim F(x) = lim(G) =G, siis G= 1.

Tarkistetaan vield funktion F arvo ja jatkuvuus kohdassa x =1 kun C =0,

D=0, E=1jaG=1:

fip P =l 4=
7

}LmF(x)z}Lrﬂ(%lnx+ )=1Inl+1=1

0, kunx <0,

1y kun 0 < x<1,
Siis kertymifunktio on F'(x) = % 1

~Inx+—, kunl<x<e,

2 2

1, kun x >e.

Kysytty todenndkoisyys on kertyméfunktion avulla laskettuna

P(—1<X<2):P(—1<X§2):F(2)—F(—l):%ln2+%—0

:%In2+%20,84657.“ ~0,85.
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10.

Kun yksi pallo on siirretty laatikosta A laatikkoon B, tapahtuman
”laatikosta B saadaan valkoinen pallo” todennékdisyys riippuu siité,
minkd virinen pallo siirrettiin. Jaetaan tapahtuma laatikosta B saadaan
valkoinen pallo” siirretyn pallon virin mukaan kahteen erilliseen osaan:
1: siirretddn valkoinen pallo ja saadaan valkoinen pallo, seké

2: siirretddn musta pallo ja saadaan valkoinen pallo.

Lasketaan kummankin todennikoisyys.

P(siirretddn valkoinen pallo ja saadaan valkoinen) = % % = %
P(siirretddn musta pallo ja saadaan valkoinen) = % % = %

Koska tapahtumat ovat erillisié, kysytty todenndkdisyys on
3.1_23_

Sellaisia kortteja, joissa ainakin yksi puoli on musta, on 40 + 50 = 90.
Koska nostetulla kortilla on ainakin yksi musta puoli, on nostettu yksi
ndistd 90:sté. Jokaisen kortin todennékdisyys tulla nostetuksi on sama.
Niinpa todennékdisyys, ettd nostetun kortin toinenkin puoli on musta, on
todenndkdisyys, ettd nostetuksi tuli yksi 40:std kokonaan mustasta kortista
eli
40 _4
-9 =0,4444...~0,44.
Toinen tapa:

P(molemmat puolet mustia | toinen puoli on musta)

_ P(molemmat puolet on mustia ja toinen puoli on musta)
B P(toinen puoli on musta)

_ P(molemmat puolet on mustia)

~ P(toinen puoli on musta)

40
_ 150 _40 _4
50 =509 =0,4444...~ 0,44

150
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APUVALINEET SALLITTU

11. a) Kokeen teki kaikkiaan 37 + 40 + 25 = 102 osallistujaa. Koska
jokaisessa ryhmaissé arvosanojen summa on arvosanojen keskiarvo
kerrottuna ryhmén koolla, saadaan kaikkien osallistuneiden

T840 815025 197 _ 7,98980...~ 7,99,

keskiarvoksi

b) Lasketaan arvosanojen keskiarvo taulukkolaskentaohjelmalla tai
matematiikkaohjelmalla:
Keskiarvo on 7,57894... = 7,58.

Lasketaan keskihajonta matematiikkaohjelmalla:
Keskihajonta on 1,46236... = 1,46.

12. a) Kirjoitetaan tiedot taulukkolaskentaohjelmaan, jérjestetédn tiedot
osuuden mukaan suuruusjirjestykseen ja piirretddn ympyrakuvio.

Suomen maa-ala

mRakennettu maa

= Maatalousmaa
Muu maa

m Sisévedet

u Metsa

b) Piirretdéin pylviskuvio. Pylvéskuviota varten tietoja ei ole tarpeen
jarjestdd suuruusjarjestykseen, vaan luokka “muu” voi olla viimeisena.

Suomen maa-ala

Metsa Sisavedet Maatalousmaa  Rakennettu maa Muu maa
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13. a) Tilannetta voidaan ajatella toistokokeena, jossa toistoja eli henkilditéd

on 10 ja onnistumisen eli tapahtuman ”henkild on puolueen
kannattaja” todennidkdisyys jokaisella toistolla on 23 % = 0,23.
Onnistumisten eli kannattajien lukumééra noudattaa binomijakaumaa
Bin(10; 0,23). Ohjelman avulla saadaan P(kannattajia on 5) =
0,0439029... = 0,044.

Sama tulos saadaan, kun kysytty todennikoisyys lasketaan
toistokokeen kaavalla:

10
5
=0,0439029...~ 0,044.

P(kannattajia on 5) =( ) -0,23°-(1-0,23)"" =252.0,23°-0,77°

b) Merkitddn kannattajien lukumééras 10 henkilon otoksessa

satunnaismuuttujalla X. Kuten a-kohdassa, koska X ~ Bin(10, 23),
ohjelman avulla saadaan P(X > 8) = 0,0002232... = 0,00022.

Toinen tapa:
Toistokokeen kaavaa kéyttden saadaan erillisten tapahtumien
yhteenlaskusddnnon avulla
P(X>8)=P(X=8)+PX=9)+PX=10)
10

_ (10} 1 ~as 2, (10} ) 520 1 ) 5 0
—(8) 0,23%-0,77 +(9) 0,23-0,77 +(10 0,23".0,77
=45.0,23°.0,77> +10-0,23°-0,77 +0,23°

~0,00022

Ohjelman avulla saadaan P(X < 1) = 0,292115... = 0,29.

Toinen tapa:

Toistokokeen kaavaa kéyttden saadaan erillisten tapahtumien
yhteenlaskusddnnon avulla

PX<1)=PX=0)+PX=1)

z(l(?).o,23° 0,77 +(110 0,23-0,77°
~0,77" +10-0,23-0,77°
~0,29.

d) Ohjelman avulla saadaan P(X> 1) =0,926733... = 0,93.

Toinen tapa: P(X>1)=1-P(X=0)=1-0,77""=0,926733... = 0,93.
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14.

Kahteen eri joukkueeseen jésenet voidaan valita

(;) . (g) =35-4=140 eri tavalla.

Kun joukkueet on valittu, lepddmaééan jaéva henkild on myds méadritetty.

Ajatellaan rantalentopallokentdn puoliskoja nimilld A ja B. Kun ensin
valitaan joukkue 1 puolelle A kaikkien 7 henkil6n joukosta, ja toinen
joukkue 2 puolelle B loppujen 4:n joukosta, niin toinen tapa saada ndmé
tdsmélleen samat joukkueet toisiaan vastaan on valita ensin joukkue 2
puolelle A ja joukkue 1 puolelle B. Néin ollen erilaisten joukkueparien
lukumaédrédssd 140 samat kaksi joukkuetta esiintyvit parina kaksi kertaa.
Siis erilaisia kahden joukkueen ja yhden lepédédvin pelaajan

mahdollisuuksia on % =70.

Jos yksi peli kestdd puoli tuntia, 70 peliin menee 35 tuntia; niinpd pelaajat
eivit ehdi kdydi kaikkia vaihtoehtoja ldpi vuorokauden eli 24 tunnin
aikana.

a) Pelaaja voittaa 35 euroa todenndkdisyydelld 1 ja hédviaa yhden euron

37
todennékoisyydelld % Voiton odotusarvo on siis
% 35+ ( )=— ——0 027027...~ 0,03 euroa.

b) Pelaaja voittaa 11 euroa todennékdisyydelld 37 ja hdvidd yhden euron

3
3 34
todennidkoisyydelld 1— 3737 Voiton odotusarvo on siis
3 34 _ 1
37 11+37 (-)= 37 euroa.
¢) Pelaaja voittaa 1 euron todennékdisyydelld é? ja haviaa yhden euron
A .1 18 _19
todenndkdisyydella l_ﬁ 37 Voiton odotusarvo on siis
18 1+ 19 (- 1)——— euroa.

37
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16.

Olkoon 7 turistien lukumééri. Tapahtuman 4 = “ainakin yksi turisti
kuuluu veriryhmééin O” vastatapahtuma on A= ”yksikddn ryhmén
turisteista ei kuulu veriryhméén O”. Tdmén todennikoisyys on
P(4)=(1-0,30)" =0,70", joten P(4)=1—0,70".

Etsitdédn pienin luku n, jolle P(4) > 995 %o = 0,995 eli jolle

1 —0,70" > 0,995, mistd saadaan epéayhtélo 0,70" < 0,005. Ratkaistaan
ensin yhtélo 0,70” = 0,005 logaritmin avulla:

0,70" = 0,005

n=log, 0,005

n=~14,85...

Mité useampia turisteja ryhméssa on, sitd todennidkodisempdd on, ettd
heistd ainakin yksi kuuluu veriryhméén O. Kun turisteja on 15 tai
enemman, todenndkdisyys on yli 995 promillea.
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17. a) Maalitaulun sdde on % =30 (cm), joten sen pinta-ala on 7-30° =900z

(cm?).
2
Kymmenen pisteen alueen pinta-ala on M =125m, joten

I . . 1257 _ 5
todenndkdisyys, ettd heitto osuu 10 pisteen alueeseen, on 900% 36"

Tapahtuman “viidesta heitosta ainakin yksi osuu 10 pisteen alueeseen”
vastatapahtuma on “yksikéén viidestd heitosta ei osu 10 pisteen
alueeseen”, jonka todenndkoisyys on

5 5
(1 —3—56) _ (%) _ %ﬁ% —0,47347... Todennikdisyys, ettd
viidestd heitosta ainakin yksi osuu 10 pisteen alueeseen on siis
1-0,47347...=0,5265... = 0,53.

b) Todennikdisyys, etti heitto osuus 100 pisteen ympyrédn, on
2
7;010(; = é Tilannetta voidaan ajatella toistokokeena, jossa toistoja eli

heittoja on viisi ja onnistumisen todennikoisyys on % Onnistumisten

eli 100 pisteen ympyrdén osumisten lukuméird noudattaa
binomijakaumaa Bin(5,§). Todennékdisyys, ettd onnistumisia tulee

kolme, saadaan ohjelman avulla tai laskemalla

3. 1)3.( _l)z_ﬂ_ <
(3) (9 1-5) =223 ~0,010838..~0,011.

¢) Kahdella heitolla saadaan yhteensd 100 pistettd kolmella eri
yhdistelmalla: 80 + 20, 70 + 30 ja 60 + 40. Jokainen yhdistelma
voidaan saada kahdella eri tavalla, ensin suurempi ja sitten pienempi
pistemééra tai toisinpdin.

Pisteméérien 60, 70 ja 80 alueilla on sama pinta-ala
2 2
M =100m, joten niilld pistemaérilld on sama

100 _ 1

900 9

todennékoisyys
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Siis P(60) = P(70) = P(80) = %.

Pisteméérien 20, 30 ja 40 alueilla on sama pinta-ala kuin
pistemaéralld 10, joka laskettiin jo kohdassa a. Ndiden pistemaérien

todennakoisyydet ovat siis P(20) =P(30) =P(40)=P(10) = %

Erillisten tapahtumien yhteenlaskusddnnolld saadaan
P(kahdella heitolla 100)

— P(80 ja 20) + P(20 ja 80) + P(70 ja 30) + P(30 ja 70) + P(60 ja 40) +
P(40 ja 60)
15 51,15 51,15 5.1
=936 73697936 369936 369

=% —0,0925925... ~0,093.
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18. a) Kaikkia alkeistapauksia vastaa suorakulmio, jossa —1 <x <1 ja
—1 <y < 1. Témén suorakulmion pinta-alaon 2 - 2 =4,
Tapahtumaa "y = 1—Xe " vastaa se kdyrin y = 1—Xe osa, joka jii

e

suorakulmion alueelle.

y

Kéyrin pinta-ala on nolla, joten tapahtuman y = l—xe todennikoisyys
e

on nolla.

1-¢ . .
b) Tapahtumaa 4 = "y < Xe " vastaa suorakulmion se osa, joka jda
e

1-¢"

kiyrén y = alapuolelle.

Selvitetddn ensin, missd kdyrd \

X

e . R .
y=—>—"leikkaa nelion ylireunan eli
o

:Ny

suoran y = 1:

d 2
Efet e ’
5
l1-¢" =¢"

1=2¢€"

|:2

X

e =

1
2
x=In

o=

Haluttu alue muodostuu siis suorakulmiosta vélilld —2<x<Inl sekd
X
Kiyrien y=1=% ja y = —1 viiliin jifviisti alueesta vlilli It <x<1.
E
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Sen sijaan tapahtuman A4 vastatapahtuma 4 muodostuu kiyrien

X

y= xe jay =1 viliin jadvastd alueesta vililld In4 <x <1. Koska
e

se saadaan laskettua kerralla, lasketaan tapahtumaa 4 vastaavan
alueen pinta-ala.

Ml_#jd’c: j(l‘%f—i)dﬁ J@-eac= [ (x+e)

e e

ln% ln% ln% InZ
=1-2In{
Nadin ollen

4—(1-2Int
P(A)=¥=l—4%+%ln%z0,56.
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19.

Merkitddn x = henkilon A saapumisaika ja y = henkilon B saapumisaika
minuutteina kello 9 jélkeen. Alkeistapauksia ovat siis lukuparit (x, y),
joissa 0 < x <60 ja 0 <y <60. Kaikkia alkeistapauksia kuvaa nelio, jonka
sivun pituus on 60 ja pinta-ala 60° = 3600.

Tapahtuman A ja B ovat kahvilassa samaan aikaan” vastatapahtuma on
”A ja B eivit ole kahvilassa samaan aikaan”. Tdma tarkoittaa, ettd A
saapuu yli 15 minuuttia myohemmin kuin B tai vastaavasti B saapuu yli
15 minuuttia myShemmin kuin A; siis x >y + 15 tai y > x + 15.
Vastatapahtuman kannalta suotuisa osa kuviota koostuu kahdesta
kolmiosta, joissa toisessa x >y + 15 eli y <x — 15 ja toisessa y > x + 15.

70 Y y=x+15

y=x—15

S

10 Vs -5,

Kummankin kolmion kanta on 45 ja korkeus samoin 45, joten
vastatapahtuman todennikdisyys on

45.45
o : , _2 5 9
P(A ja B eivit ole kahvilassa samaan aikaan) = 3600 16"
Niinpa kysytty todennédkdisyys on
9 _7

P(A ja B ovat kahvilassa samaan aikaan) =1— 16-16
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20.

Selvitetddn ensin se kahviméira, jolla kahvin pinta on 0,7 cm:n padssa
mukin reunasta. Muki on katkaistun ympyrékartion muotoinen.
Katkaistun kartion tilavuus saadaan vdahentdmalla kokonaisen kartion
tilavuudesta katkaistun osan tilavuus.

Hahmotellaan siis poikkileikkauskuva tilanteesta
ja tdydennetdén kartio kokonaiseksi. 100 mm

Merkitéén mukin sidettd kahvin pinnan
korkeudella kirjaimella 7, sek katkaistun osan
korkeutta kirjaimella x.

Nyt kahvin tilavuus kuutiomillilitroina on
Lo (93+x)—1-m-15% - x.

Ratkaistaan 7 ja x.

Kuvan kolmiot ABC ja ADE ovat kk-lauseen nojalla
yhdenmuotoiset, sill4 niissd on molemmissa suora
kulma ja yhteinen kulma 4. Vastinosien suhteista
saadaan yhtilo

100+x _ 25

T T 15 jostax =150 (mm).

Samoin yhdenmuotoisten kolmioiden avulla
voidaan ratkaista 7.

r _93+150
25 250
r=24,3 (mm)

Kahvin tilavuus, kun pinta yltdd 7 mm paéhén
reunasta, on siis

1.7-24,32-(93+150) -4 --15° 150
=114918,49... mm’ =114,9... cm’.

Kahviautomaatin laskemaa kahvimaéraa (kuutiosenttimetreind) kuvaa
satunnaismuuttuja X ~ N(u, 1). Tehtdvand on madritd odotusarvo u siten,
ettd P(X>114,9...) = 0,005, eli ettd P(X < 114,9...) =0,995.

Ratkaistaan ohjelman avulla numeerisesti yht&lo
Normaalijakauma(x, 1, 114,9...) = 0,995, jolloin ratkaisuksi saadaan
x=112,34... = 112 cm’. Keskiarvoksi tulee siis sddtid noin 112 cm?.
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