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Kertaus

Kl. a)72=2-36=2-2-18=2-2-2-9=2.2.2-3-3=2%.32
252=2-126=2-2-63=2-2-3-21=2-2-3.3.7=22.3%2.7
syt(72,252)=22-3*=36

b) 252=72-3+36
72=36-2

syt(72, 252) = 36

¢) pym(72,252)=2%-32.7=72-7=(70+2) - 7=490 + 14 = 504

K2. a)1001=7-11-13
41405=5-7*-13%
syt(1001, 41405)=7 - 13 =91
b) 41405 =1001 - 41 + 364
1001 =364 -2+ 273
364=273-1+091
273=91-3

syt(1001, 41405) = 91
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K3.

K4.

Alkuluvut voidaan maérittdd esimerkiksi Eratostheneen seulalla:
Eliminoidaan (eli véritetdén/vedetdéin yli) ensin luvulla 2 jaolliset
kokonaisluvut. Jiljelle jadneistd luvuista pienin on 3, joka on siis
alkuluku. Eliminoidaan sitten luvulla 3 jaolliset kokonaisluvut. Jiljella
olevista kokonaisluvuista suurin 5, joka on siis alkuluku. Eliminoidaan
sitten luvulla 5 jaolliset kokonaisluvut jne.

Kun on suoritettu vastaava paittelyketju loppuun saakka, niin jéljelle
jadneet varittimattomat luvut ovat kysyttyja alkulukuja:

2 |13 [4 |5 1|6 |7 |8 19 |10
111121314 |15|16 |17 |18 19|20
211222312425 |26|27|28]29]30
31132133 [34|35|36|37|38]39]40
41 142 |43 1441454647148 14950

Kysytyt luvut ovat 2,3, 5,7, 11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43 ja 47.

143 _120+20+3 _ 3_ 3
a) /A 30+5+4 35+4

Jakoyhtéloksi saadaan
143=4-35+3.

b) 1892 _ 1800+90+2 =6OO+3O+2=630+2
3 3 3

Jakoyhtéloksi saadaan

1892 =3-630+2.
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KS.

Ke.

7653 =7000+630+21+2=7-1000+7-90+7-3+2

Koska luku 2 ei ole jaollinen luvulla 7, luku 7653 ei ole jaollinen
luvulla 7.

a) Ratkaistaan ensin syt(12, 45) Eukleideen algoritmilla.

45=12-3+9
12=9-1+3
9=3-3

syt(12, 45) =3

Koska luku 3 on jaollinen luvulla syt(12, 45) = 3, on yhtdlolla
kokonaislukuratkaisuja.

Ratkaistaan sitten jakojadannokset.
3=12-9-1
9=45-12-3

Esitetddn yhtild muodossa syt(12, 45) = 12x + 45y jakojddnnoksid
apuna kayttden.

3=12-9-1

3=12—-(45-12-3)-1
3=12+45-(-1)+12-3
3=12-4+45-(-1)

Siispd xo = 4 ja yo = —1 on yhtdlon erés ratkaisu.

Selvitetddn vield yhtélon yleinen ratkaisu.

nb na

X=X, +——— =y —_na
* " syt(a,b) Y=Y syt(a,b)
x:4+4§_” y:_l_lzT” ,missineZ.

x=4+15n y=-1-4n
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K7.

b) a-kohdassa ratkaistiin, ettd syt(12, 45) = 3.

Koska luku 120 on jaollinen luvulla syt(12, 45) = 3, on yhtélolla
kokonaislukuratkaisuja.

a-kohdassa saatiin
3=12-4+45-(-1)

Kerrotaan timé yhtdlo puolittain luvulla 40, jolloin saadaan
120 =12 - 160 + 45 - (—40).

Yhtélon 12x + 45y = 120 erds ratkaisu on siis xo = 160 ja yo = —40.

Selvitetddn vield yhtdlon yleinen ratkaisu.

nb na
= + — — -
TN T Sytap) YT T sytanb)
_ 45n _ 12n P
x_160+T y_—40—T ,missineZ .
x=160+15n y=-40-4n

Olkoon x aloittavien opiskelijoiden lukuméérd. Nyt tiedetddn, ettd
800 < x <1000. Lisdksi tiedetdén, ettd luvun x pitdé olla jaollinen luvuilla
3, 7 ja 13, koska ilmoitetut osuudet ovat tarkkoja arvoja.

Voidaan siis kirjoittaa x =3 - 7 - 13 - k, missd k on kokonaisluku.
Téstd saadaan x = 273%.

Jos k=1, niinx=273-1=273 <800 eli ei kiy

Jos k=2, niin x =273 - 2 =546 <800 eli ei kdy

Jos k=3, niinx =273 - 3 =819, jolloin 800 < x < 1000 eli kelpaa.
Jos k=4, niinx=273-4=1092 > 1000 eli ei kdy

Siispa opiskelijoiden méirin tdytyy olla 819.
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KS8.

K9.

a) Luvut 120 ja 156 ovat kongruentteja modulo 8 tdsmélleen silloin, kun
erotus 156 — 120 on jaollinen luvulla 8.

156 — 120 =36

Koska 36 ei ole jaollinen luvulla 8, niin luvut eivit ole kongruentteja
modulo 8.

b) 204 - 172=32=8-4
Koska erotus 204 — 172 on jaollinen luvulla 8, niin 172 =204 (mod 8).
a) Luku 21 on kongruentti kaikkien niiden lukujen kanssa, joilla on sen
kanssa sama jakojdannds luvulla 6 jaettaessa.

21=6-3+3
Siis 21 = 3 (mod 6).

Pienin luonnollinen luku on siis 3.
b)542=6-90+2
Siis 542 = 2 (mod 6).

Pienin luonnollinen luku on 2.
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K10. a) Ne luvut a, jotka ovat luvun 3 kanssa kongruentteja modulo 7, ovat
muotoa a = 3 + 7¢, jossa g on kokonaisluku.
Ratkaisuksi kdy esimerkiksi luvut

3+7-3=24,
3+7-4=31ja
3+7-5=38.

b) Ratkaisuksi kdy esimerkiksi luvut
3+7-(2)=-11,
3+7-(3)=-18]ja
3+7-(—4)=-25.

K11. a) Tiedetddn, ettd 10 =1 (mod 9).
Nyt saadaan
156=1-10°+5-10+6=1>+5-1+6=12=3 (mod 9)
764=7-10>+6-10+4=7-1>+6-1+4=17=8 (mod 9)
34=3-10+4=3-1+4=7(mod9)

Taten
156 +764-34=3+8-7=3+56=59=5 (mod9)

Jakojdannos luvulla 9 jaettaessa on 5.

b) 134=1-102+3-10+4=12+3-1+4=8=~1(mod 9)
876=8-10>+7-10+6=8-12+7-1+6=21=3 (mod 9)

Taten
13419 . 876 = (—1)'% .3 =1-3 =3 (mod 9)

Jakojdannos luvulla 9 jaettaessa on 3.

K12. Vuodessa on 365 péivia
365=52-7+1

365 péivad on 52 téyttd viikkoa ja yksi pdivd. Laura tdyttdd yhden vuoden
keskiviikkona.
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K13.

K14.

a) Nyt lampotila on =7 °C eli yli —15 °C. Siispé kaikki oppilaat ovat
ulkona vélitunnilla.

b) Tilanteesta, jossa ulkoldmpétila on alle —15 °C, ei sanota koulun
sadnndssd mitddn eli tdstd voi seurata, ettd kaikki oppilaat menevit tai
eiviat mene vélitunnilla ulos. Nyt ldampétila on —19 °C eli alle —15 °C
eli tilanteesta ei voida péételld mitién.

¢) Tilanteesta, jossa ulkoldmpétila on alle —15 °C, ei sanota koulun
sdanndssd mitddn eli tdstd voi myos seurata se, ettd kaikki oppilaat
menevit vilitunnilla ulos. Niin ollen ei voida paitelld mitdan siiti, ettd
kaikki oppilaat ovat ulkona vélitunnilla.

a) "Jos kolmio on tasakylkinen, niin kolmio on suorakulmainen.”

Lause ei ole totta. Esimerkiksi kolmio, jonka kulmat ovat 20°, 20° ja
140° on tasakylkinen, muttei suorakulmainen.

b) ”Jos kolmio on suorakulmainen, kolmiossa on 90 asteen kulma.”

Lause on tosi. Jos kolmio on suorakulmainen, niin yksi sen kulmista on
suuruudeltaan 90 astetta.

¢) ”Jos kolmiossa on 90 asteen kulma, niin kolmio on suorakulmainen.”

Lause on tosi. Jos kolmion yhden kulman suuruus on 90 astetta, niin
kolmio on suorakulmainen.

d) ”Kolmio on suorakulmainen tdsmaélleen silloin, kun kolmiossa on
90 asteen kulma.”

Lause on tosi. Lauseiden B ja C vililld on voimassa implikaatio
molempiin suuntiin b- ja c-kohtien perusteella. Siispa niiden vélilld on
voimassa myos ekvivalenssi.
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K15. Kirjoitetaan ensin lauseet symbolikielelle. Olkoon
A =" KeuPa voittaa” ja
B =" KeuPa nousee Liigaan”.

Nyt
A = B ="jos KeuPa voittaa, se nousee Liigaan” ja

—4 v B =" KeuPa ei voita tai Keupa nousee Liigaan”.

Tutkitaan lauseiden totuusarvoja totuustaulukon avulla.

A=>B | -4 AV B

1

o=~
ol—lol—w

'—"—‘O'—‘U

0
1
1

Lauseiden totuusarvot ovat aina samat eli lauseet ovat keskendin
ekvivalentit.

K16. Tutkitaan lauseen totuusarvoa totuustaulun avulla.

A | B C AvC B=>AvO) | ANB=(Av ()
1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1
1 0 1 1 1 1
1 0 0 1 1 1
0 1 1 1 1 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 1 1 0
0 0 0 0 1 0

Lause on tosi, kun 4 on tosi.
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K17. a)
A | B] AAB | A=>(AAB)
1| 1 1 1
1[0 0 0
0|1 0 1
0o 0 1

Huomataan, etti lause ei ole aina tosi eli implikaatio ei ole tautologia.

b)
A B AAB | (AAB) =4
1|1 1 1
1[0 0 1
0 |1 0 1
00 0 1

Huomataan, ettd lause on tosi kaikilla totuusarvoilla. Siispd implikaatio
on tautologia.

©)
A B] AvB | 4=>A4VB)
1|1 1 1
1] 0 1 1
0 |1 1 1
0] o0 0 1

Huomataan, ettd lause on tosi kaikilla totuusarvoilla. Siispd implikaatio
on tautologia.

d)
A B] AvB | (AvB) =4
1|1 1 1
1]0 1 1
0 |1 1 0
00 0 1

Huomataan, etté lause ei ole aina tosi eli implikaatio ei ole tautologia.
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K18.

Kirjoitetaan ensin lauseet symbolikielelle. Merkitién
D ="Dima on rehti”,

E ="Elmo on rehti” ja

F ="Fanni on rehti”

Tallsin
D A E A F="0lemme kaikki rehteja.”

(DA-EAN-F)YV(CDANEA-F)V (—D A—E A F)="Tésmilleen yksi
meistd on rehti.”

Tutkitaan lauseiden totuusarvoja totuustaulukolla.

D:n viite E:n viite
D| E| F| Xkaikki rehteja tasmaélleen yksi rehti
1111 1 0
1/1]0 0 0
110]1 0 0
110]0 0 1
0]1]1 0 0
0]1]0 0 1
0]0]1 0 1
0100 0 0

Huomataan, etti rivit, joilla henkilon ja hinen véitteensé totuusarvo on
sama, ovat ylld véritetyt kolmanneksi alin ja alin rivi. Tdmaé vastaa
tilannetta, jossa Dima ja Fanni ovat retkuja ja Elmo rehti ja tilannetta,
jossa kaikki ovat retkuja.
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K19.

K20.

K21.

Osoitetaan viite vaardksi vastaesimerkin avulla.
Esimerkiksi, kun x =1 jay =—1, niin
k+y=1+(D|=0ja

|+ =1+]-1=1+1=2

Siispa talloin |x + y| # x| + [y].

Naéin ollen yht&lo ei pidé paikkaansa kaikille reaaliluvuilla x ja y.
Oletus: a on jaollinen luvulla b eli a = kb, missd a, b, k€ Z.
Viite: a* on jaollinen luvulla b eli a* = nb*, missi n € Z.
Todistetaan viite.

Oletuksesta saadaan

a=a-a=kb kb= (k- k)b

missé k - k£ on kahden kokonaisluvun tulona kokonaisluku.
Siispi a* on jaollinen luvulla b°.

Oletukset: n € Z ja Tn + 9 on parillinen.

Viite: n on pariton.

Todistetaan viite epdsuoraa todistusta kayttden.
Jos viite on epitosi, niin n on parillinen eli n = 2p, missi p € Z.

Téasta seuraa
Th+9=T7-2p+9=7-2p+8+1=2(Tp+4)+1,
missd 7p + 4 on kokonaisluku, koska p on kokonaisluku.

Nyt 7n + 9 olisi pariton luku. Témaé on ristiriidassa oletuksen ”7n + 9 on
parillinen” kanssa. Siispd n ei voi olla parillinen ja sen tulee siis olla
pariton.
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K22. a) Viite pitdd paikkansa. Todistetaan véite suoralla todistuksella.

Oletus: a, b ja c ovat jaollisia kuudella a = 6m, b = 6n ja ¢ = 6/, missd
nmlEZ.
Viite: Lukujen a, b ja c keskiarvo on parillinen.

Todistetaan viite.
Oletuksesta saadaan lukujen keskiarvoksi

2
atb+c _6n+6m+6l _6(nt+tm+li)
3 3 F

missd n + m + [ on kolmen kokonaisluvun summana kokonaisluku.

=2(n+m+1),

Siispa kolmen 6:1la jaollisen luvun keskiarvo on parillinen.

b) Viite ei pida paikkansa.
Osoitetaan viite vadriaksi vastaesimerkin avulla.

Esimerkiksi luku 18 =9 -2 on jaollinen luvulla 9. Kuitenkin nyt timén
luvun nelidjuuri~/18 = 4,2426... ei ole kokonaisluku. Siispi se ei ole
my0skéén jaollinen luvulla 3.
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K23. Halutaan siis osoittaa, ettd 4' +4° +4° +...+4" =%(4”+1 —4)kun
n=1,2,3,...
Alkuaskel

Kun 7 = 1, summassa on vain yksi termi 4! = 4.
Tillsin %(41+1 —4) =%(42 —4) :%(16—4) =%.12 —4

Viite on siis tosi, kun n = 1 eli alkuaskel on todistettu.

Induktioaskel
Induktio-oletus: 4' +4% +4° + ...+ 4* = %(4’”1 —4).
Induktioviite: 4' +4° +4> + . +4" +4! = %(4"‘*”+1 —4)

Osoitetaan, ettd induktiovéite seuraa induktio-oletuksesta.

4+ 42 + 4+ +4F 445

inlduktio-oletus
_Lgk+_
=L@k

:%(4k+1 _4) 4441

:l-4k+l _l-4+4k+1

3 3

4 k+1 1
=S4 _1 g

3 3
:%(4'4k+1 _4) || anam :an+m
:%(4(1(“)“ _4)

Niin ollen induktiovéite pétee.

Nyt seké alkuaskel ettd induktioaskel on todistettu.

Induktioperiaatteen perusteella 4' +4° +4° +..+4" = %(4"+1 —4), kaikilla
n=1,2,3, ...
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Kokoavia tehtavia

1. a) Paittely ei ole tehty oikein.

Jakolaskua 29 : 4 vastaava jakoyhtild olisi 29 =4 - 7+ 1 eli
jakojéannos olisi 1. Jakojaénnds on aina jakajaa pienempi ei-
negatiivinen kokonaisluku.

b) Pééttely on tehty oikein.

Jakoyhtélossd 29 = 6 - 4 + 5 jakojadnnos 5 on jakajaa pienempi ei-
negatiivinen kokonaisluku.

c) Paittely on tehty oikein.

Jos54=6-9,niin54:6=9ja 54 :9=6. Seki 6 ettd 9 ovat siis luvun
54 tekijoita.
d) Paittely ei ole tehty oikein.

4,5 ei voi olla luvun 54 tekij4, silld tekijoiden tulee olla
kokonaislukuja. Télloin mydskédn 12 ei ole luvun 54 tekija.

2. Luvut a ja b ovat kongruentteja modulo #n, jos a = b + nq jollakin
kokonaisluvulla g. Néin ollen saadaan pareiksi:

A-I1
B-1III
C-I
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3. a) Luvuilla 3 ja 8 ei ole yhteisid tekijoitd. Luku 15120 on jaollinen seké
luvulla 3 ettd luvulla 8, jos se on jaollinen luvulla 3 - 8 =24.

Selvitetdén jaollisuus luvulla 24 laskemalla jakolasku 15120 : 24
allekkain.

15120:24= 630
—-144xx
720
720
0

Jakolasku meni tasan eli luku 15120 on jaollinen luvulla 24 ja siten
myos luvuilla 3 ja 8.

b) Kirjoitetaan kertolaskuissa esiintyvien lukujen alkulukuhajotelmat.

80=2-40=2-2:20=2-2-2-10=2-2-2-2-5=2*.5
315=3-105=3-5-21=3-5-3-7=3*.5.7
105=5-21=5-3-7=3-5-7
240=10-24=2-5-2-12=2-5-2-2-2-3=2%3.5

Nyt saadaan:
80-315=(2*-5)-(3*-5-7)=2*-3>-5-7ja
105-240=(3-5-7)-(2*-3-5)=2*.32.5*.7.
Huomataan, ettd lukujen alkulukuhajotelmat ovat samat. Siispa luvut
ovat yhti suuret.
4. Josx+y=-7,niiny=-7—x.
Nyt saadaan vastauslukupareiksi esimerkiksi:
Kunx=0,niiny=-7-0=-7.
Kunx=1,niiny=-7-1=-8.
Kunx=-3,niiny=-7—-(-3)=-7+3=—4.

Esimerkiksi lukuparit (0, =7), (1, =8) ja (=3, —4) kelpaavat yhtédlon
ratkaisuiksi.
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5. a) Luku on jaollinen luvulla 3, jos sen numeroiden summa on jaollinen
luvulla 3. Nyt numeroiden summaksi saadaan

1+2+n+3+4+n+5+6+7+n+8+9+n
=45+4n

=45+3n+n

=3(15+n) +n

Luku 3(15 + n) on jaollinen luvulla 3, joten 121n34n567n89n on
jaollinen luvulla 3 tdsmélleen silloin, kun # on jaollinen luvulla 3.
Siispin=0,n=3,n=6tain=9.

b) Luku 121341567189 on jaollinen luvulla 6 jos se on jaollinen seki
luvulla 3 ettéd luvulla 2.

a-kohdan mukaan luku 12#34n5671n89n on jaollinen luvulla 3, kun
n=0,n=3,n=06tain=9. Liséksi luku 12n34n567n89n on jaollinen
luvulla 2 vain ja ainoastaan, jos sen viimeinen numero # on parillinen.

a-kohdan vastauksista parillisia ovat vain luvut, joissa n = 0 tai n = 6.
Siispé luku 121#34n567189n on jaollinen luvulla 6, kun #n = 0 tai n = 6.

¢) Luku on jaollinen luvulla 9, jos sen numeroiden summa on jaollinen
luvulla 9. Numeroiden summa on a-kohdan perusteella 45 + 4n.

Luku 45 on jaollinen luvulla 9, joten luku 121#34n567189n on jaollinen
luvulla 9 tdsmélleen silloin, kun 4% on jaollinen luvulla 9.
Siispd n=0tain=9.

6. Osoitetaan véite vadriaksi vastaesimerkin avulla.
Olkoon n = 5. Télloin
nw-n+5=5-5+5=5=5.5
Nyt luku 52 ei ole alkuluku, koska se voidaan esittéd kahden lukua 1

suuremman kokonaisluvun tulona. Néin ollen viite ei pade jokaiselle
luonnolliselle luvulle 7 ja on siis véara.
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Tutkitaan luvun kongruenssia modulo 10.

843 =84 - 10 + 3 eli 843 = 3 (mod 10)
3?=9=1-10-1eli 3*=—1 (mod 10)

Nyt
8431000 = 31000 = (32)500 = (_1)500 =1 (mOd 10)

Jakojdannos on siis 1.

Induktioperiaatteen perusteella riittdd nayttad, etti
1) a1 =1 (mod 4)
2) jos a, = 1 (mod 4), niin tdstd seuraa, etti myds a,+1 = 1 (mod 4).

Alkuaskel
Lukujonon ensimmadinen jasen @; =1 ja 1 =1 (mod 4), joten alkuaskel on
todistettu.

Induktioaskel

Induktio-oletus: ax = 1 (mod 4).
Induktiovdite: ax+1= 1 (mod 4).
Lukujonon mééritelmén perusteella
Ar+1=3ar+ 2.

Induktio-oletuksen perusteella saadaan
3ap+2=3-1+2=5=1(mod4).

Siispd a, = 1 (mod 4) kaikillan=1, 2, 3, ...
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Piirretdédn tilanteesta mallikuva.

D

Kolmiosta ACE ja BDE havaitaan:

1. sivut AE = EB, koska piste £ on janan 4B keskipiste.
2. XAEC = «BED koska ne ovat toistensa ristikulmia.
3. sivut CE = ED, koska piste E on janan CD keskipiste.

sks-lauseen perusteella kolmiot ACE ja BDE ovat yhtenevii.
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10. a) Fi=1
=1
Fs=1+1=2
Fi=1+2=3
Fs=2+3=5
F6=3+5:8

b) Osoitetaan induktiolla, ettd kaava F,— 1 - F, 1 — F,> = (—1)" piitee
kaikillan=2,3, 4, ...

Alkuaskel

Kunn=2,onFr-1-Frs1—F2=F -F;—F*=1-2-1?=2-1=1
ja (-1’ =1.

Alkuaskel pétee.

Induktioaskel

Induktio-oletus: Fs—; - Fy+1 — F = (—1)

Induktiovaite: F(x +1y-1 - Fa+n+1— Fi+ P= (1) el
Fi - Freo— Fi+ 12 = (_I)I{Jrl

Osoitetaan, ettd induktio-oletuksesta seuraa induktioviite.

Kirjoitetaan Fibonaccin lukujonon méairitelméan perusteella
Feir=Frait FrjaFro1=Fi+ Fr

Fi - Froo—Frit? = Fy(Fror + Fr) — Fii i
=Fk((Fk +Fk_1)+Fk)—(Fk+Fk_1)2
:Fk(2Fk +Fk71)— (Fk-i-ka])z
:2Fk2 +Fr o Fr— —Fk2 —2FFi—q —ka12
=F — Fi(Fi+ Fi-1) || Fi+ Fi-1= Fir
=—1-(Fi-1- Fy+1— F?) | induktio-oletus
-1y
:(_1)k+1
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APUVALINEET SALLITTU

11. a) Viisinumeroinen luku abcde voidaan esittid summana
a-10000+5H-1000+c-100+d- 10 +e,

Luvut 10 000, 1000, 100, 10 ja 1 eivét ole jaollisia luvulla 7, joten luku
abcde on jaollinen luvulla 7, vain jos jokainen kertoimista a, b, ¢, d ja e
on jaollinen luvulla 7. Ainoat yksinumeroiset luvut, jotka ovat jaollisia
luvulla 7, ovat 7 ja 0. Niin ei siis pystytty paittelemédn viidesta eri
numerosta koostuvaa lukua.

Kirjoitetaan lukua abcde vastaava summa toisella tavalla siten, ettid
muodostetusta summasta pystytddn tekemiin paittely. Kymmenid
tuhansia ja tuhansia kuvaavat luvut ¢ - 10000 ja b - 1000 voidaan
kirjoittaa tulona (a - 10 + ) - 1000. Vastaavalla tavalla kymmeniai ja
ykkosid vastaavista luvuista saadaan tulo de.

(@a-10+5)-1000+c-100+d-10+e=ab-1000+c- 100 + de
Nyt lukujen ab, c ja de tulee olla jaollisia luvulla 7.

Liséksi haluttiin, ettd kaikki numerot a, b, ¢, d ja e olivat eri numeroita.
Voidaan siis valita esimerkiksi ab = 14, ¢ = 7 ja de = 28.

Luku 14728 on erds ehdot tayttiva luku.

b) Viisinumeroinen luku abcde voidaan esittdd esimerkiksi summana
ab - 1000 + ¢ - 100 + de,
missd ab on kaksinumeroinen luonnollinen luku, ¢ on yksinumeroinen
luonnollinen luku ja de on kaksinumeroinen luonnollinen luku.

Luku abcde on jaollinen luvulla 17, jos jokainen summattavista

ab - 1000, ¢ - 100 ja de on jaollinen luvulla 17. Lisdksi haluttiin, etti
kaikki numerot a, b, ¢, d ja e olivat eri numeroita. Voidaan siis valita
esimerkiksi ab =17, ¢ = 0ja de = 34.

Luku 17034 on eréds ehdot toteuttava luku.
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12.

Tehddan luvun 308 alkulukuhajotelma.
308=2-154=2-2-77=2-2-7-11

Luku 308 on siis jaollinen luvuilla

1,

2,

7,

11,

2.2=4,
7=14,
2.7=28,
11=22,

7-11=154]a
08.

[FSIN "SR B (SR NS I (S 9
[\
[
—_—
Il
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13.

14.

Selvitetdédn syt(588, 420).

588=420-1+168
420=168 -2+ 84
168=84-2

Siispd syt(588, 420) = 84.
Ratkaistaan sitten jakojddnndkset.

168 =588 —420 -1
84=420—-168 -2

Esitetddn syt(588, 420) muodossa 588x + 420y jakojadnnoksia apuna
kéyttden.

84=420-2-168

84 =420 -2 - (588 —420 - 1)
84=-2-588+3 420

84 =588 - (=2) + 420 - 3

a)
A B AoB Ao(AoB)
1 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

b) Lause A 0 (A o B) on tosi vain ja ainoastaan, kun A ja B ovat tosia.
Téten se on ekvivalentti lauseen A A B kanssa.
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15.

Jos k= n+ 23 (mod 29), niin luvuilla & ja n + 23 on sama jakojaannos
luvulla 29 jaettaessa.

G on 7. aakkonen eli k= 7.
Nyt saadaan 7= 7 +29 =36 = 13 + 23 (mod 29).

Niin ollen n + 23 = 36, josta saadaan n = 13.
Ensimméinen kirjain on M.

X on 24. aakkonen eli k£ = 24.
Nyt saadaan 24 = 1 + 23 (mod 29).

Nyt n =1, eli toinen ja kolmas kirjain on 4.
F on 6. aakkonen, eli £k = 6.

Nyt saadaan 6 = 6 + 29 =35 (mod 29).
Nyt n = 12, joten neljés kirjain on siis L

C on 3. aakkonen eli k= 3.

Nyt saadaan 3 =3 + 29 =32 (mod 29).

Nyt n =9, joten viimeinen kirjain on L.

Purettu viesti on MAALIL



Juuri 11 * Tehtévien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 31.10.2017

16.

17.

a) Oletus: a ja b ovat parittomiaelia=2n+1jab=2m + 1, jossa
nmer.

Viite: a + b on parillinen.
Todistus: Oletuksen avulla saadaan

a+tb=2n+1+2m+1=2n+2m+2=2m+m+1),
missd n + m + 1 on kokonaislukujen summana kokonaisluku.

Siispéd a + b on parillinen.

b) Oletus: a ja b ovat parittomia elia =2n+1jab=2m + 1, jossa
nmef.

Vdite: ab on pariton.
Todistus: Oletuksen avulla saadaan

ab=02n+1)2m+1)=4nm~+2n+2m+1=2Q2mm+n+m)+1,
missd 2nm + n + m on kokonaisluku, koska » ja m ovat kokonaislukuja.

Siispa ab on pariton.

Luku a on jaollinen luvulla 6 tdsmailleen silloin, kun se on jaollinen
luvuilla 2 ja 3.

n+6n*—Tn=nn—1)n+7)

Luvut n ja n — 1 ovat perdkkéiset kokonaisluvut, joten toinen niistd on
varmasti parillinen, jolloin luku 7* + 6n* — 7n on jaollinen luvulla 2.

Jos n tai n — 1 on kolmella jaollinen, on luku 7 + 6n* — 7n jaollinen
luvulla 3.

Koska joka kolmas luku on kolmella jaollinen ja jos n tai n — 1 ei ole
kolmella jaollinen, niin # + 1 on varmasti kolmella jaollinen.
Talldinn+7=(n+ 1)+ 6 =3¢ + 6 = 3(q + 2) on kolmella jaollinen.
Naéin ollen jokin luvuista n, n + 1 tai n + 7 on kolmella jaollinen.

Luku 7 + 6n* — 7n on siis kuudella jaollinen.
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TOISIN:

Kun luonnollinen luku # jaetaan luvulla 6, jakojddannos voi olla vain 0, 1,
2, 3,4 tai 5. Tarkastellaan ndma eri vaihtoehdot erikseen korvaamalla n
omalla jakojddnnokselldan.

1) n=0 (mod 6):
w+6n’—Tn=0+6-0"—7-0=0 (mod 6)

2)n =1 (mod 6):
w+6n’—Tn=1"+6-1>-7-1=0(mod 6)

3) n =2 (mod 6):
wH+6n'—Tn=2"+6-2>-7-2=18=0 (mod 6)

4) n =3 (mod 6):
w+on'—Tn=3"+6-3*-7-3=60=0 (mod 6)

5)n=4=-2(mod 6):
wton'—Tn=(=2)+6-(-2)>-7-(-2)=30=0 (mod 6)

6)n=5=-1(mod 6):
w+ont—Tn=(-1)°+6-(-1)>—7-(-1)=12=0 (mod 6)

On siis osoitettu, ettd n’ + 6n> — 7n = 0 (mod 6) olipa n miké tahansa
luonnollinen luku. Niin ollen luku 7° + 61> — 7n on jaollinen luvulla 6
aina, kun » on luonnollinen luku.
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a) Summan+ (n+ 1)+ (n+2)+ ... H(n + k) on aritmeettinen summa,

silld jokainen yhteenlaskettava on aina yhden suurempi kuin edellinen.
Jonossa a; =n jad=1 jasiind on k + 1 yhteenlaskettavaa.
arv1=n+k

Summa saadaan laskettua aritmeettisen summan kaavalla
n+(n+k k+1)2n+k
S = () 2EEHD _ (ExDERTE)
(k+1D)(2n+k)
2

Saadaan yhtilo =1007, josta

(k+ 1)(2n + k) = 2014,

b) 2014=2-1007=2-19 - 53

Luvun 2014 alkutekijit ovat 2, 19 ja 53.

¢) Yhtélon (k+ 1)(2n + k) = 2014 toteuttavat sellaiset positiiviset

kokonaisluvut k ja n, joille k + 1 ja 2n + k ovat luvun 2014 tekijét.

k+1 k 2n+k n

1 0 2014 2n+0=2014
n=1007

2 1 1007 503

19 18 106 44

53 52 38 -7

2-19=38 37 53 8

2:53=106 105 19 —43

19 - 53 =1007 1006 2 =502

2-19-53=2014 | 2013 1 -1006

Lukujen 7 ja k tulee olla positiivisia kokonaislukuja. a-kohdan yhtilon
toteuttavat luvut k= 1jan =503, k=18 jan =44 sekd k=37 jan = 8.
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19.

Koska rekursiokaavassa jésen lasketaan kahden edellisen perusteella,
alkuaskeleessa tiytyy tarkistaa, ettd kaava patee kahdelle ensimmaéiselle
jasenelle.

Alkuaskel

Kunn=1,a1=5jakunn=2,a,=13.

Kaavalla saadaan a; =2' +3'=2+3=5jaa, =2+ 3’ =4+9=13.
Alkuaskel on osoitettu.

Induktioaskel
Induktio-oletus: ax = 2+ 3*ja gy =2¢ 71 + 3¢7!
Induktioviite: az+; =2F"! + 3¢*!

Ak +1

=5Sa;— 6ai-1 ||indukti0—oletus
=52+ 3 -6 1+ 3k
=5.2k+5.3k—¢. 2k 1—¢g. 301
=5.2k4+5.3k—3.2.0k"1_p.3.3k"1
=5.2k+5.3k—3.2k—2 .3k
=2.2k+3.3F

:2k+l+3k+l

Siispd a, = 2" + 3" kaikillan > 1.
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20. a) Nelion saa jaettua kuuteen, seitseméédn ja kahdeksaan nelioon
seuraavilla tavoilla:

Kuuteen nelioon:
Jaetaan alkuperidisen nelion molemmat sivut
kolmeen yhta pitkédén osioon. Piirretdén

nédiden osioiden avulla nelién yhteen
nurkkaan 2x2 -osion suuruinen nelid.
Jéljell oleva alue jakautuu viiteen 1x1 -
osion suuruiseen neliéon.

Seitseméan nelioon:

Jaetaan alkuperdisen nelion sivut kahteen
yhté pitkddn osioon. Jaetaan tdmén avulla
nelid neljaén yhtd suureen pienempad 1x1 -

osion suuruiseen neliodn. Valitaan tdmén
jélkeen yksi ndistd pienemmista nelidisté ja
jaetaan se samalla tekniikalla taas neljaan

pienempédn nelioon.

Kahdeksaan nelioon:

Jaetaan alkuperdisen nelion molemmat
sivut neljdén yhté pitk&én osioon. Piirretdéan
ndiden osioiden avulla nelién yhteen
nurkkaan 3x3 -osion suuruinen nelid.

Jéljelld oleva alue jakautuu seitsemédn 1x1
-osion suuruiseen nelidon.
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b) Jos nelid on saatu jaettua n nelidon, niin
ndistd nelidistd voidaan valita yksi, joka
edelleen jaetaan pienemmiksi nelidiksi.

Kun jakaminen tehd4én kuvan tavalla, niin
alkuperdisen nelion tilalle tuleekin nyt nelja
pienempéd neliotd. Nelididen
kokonaismééra kasvaa siis kolmella. Téten
neliitd on tdimén jélkeen kokonaisuudessaan n + 3 kappaletta.
Jaakon havainto oli siis oikea.

¢) Maijan havainnon mukaan neli¢ saadaan jaettua kuuteen nelioén. Kun
tdhdn yhdistetdéin Jaakon havainto, niin nelié saadaan jaettua myos
6+3=9,9+3=12,12+3 =15 jne. nelidon.

Vastaavasti Maijan havainnon mukaan nelié saadaan jaettua
seitsemddn nelidon. Jaakon havaintoa kiyttden nelié voidaan jakaa
myo0s 7+ 3=10,10+3 =13, 13 + 3 = 16 jne. nelioon.

Vastaavasti Maijan havainnon mukaan nelié saadaan jaettua
kahdeksaan nelioon. Jaakon havaintoa kdyttden nelid voidaan jakaa
my0s 8 +3=11,11+3 =14, 14+ 3 =17 jne. nelioon.

Yhdistdmailld edelliset havainnot huomataan, etti nelié voidaan jakaa
aina 6,7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17... pienempéin nelioon.
Neli6 voidaan siis jakaa n:44n pienempain nelioon mille tahansa
luvulle n > 6.
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