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Kertaus

K1.  a) Polynomi P(x) = 2x’ — 12x* + 18x on jaollinen polynomilla
O(x) =x — 3, jos x = 3 on polynomin P nollakohta, eli P(3) = 0.
P(3)=2-3"-12-32+18-3=54—-108+54=0.

Polynomi P on jaollinen polynomilla Q.

P(x) =2x> — 12x* + 18x = 2x(x* — 6x + 9) = 2x(x — 3)?
O(x) = 2x* — 6x = 2x(x — 3)

Polynomi P on jaollinen polynomin P kummallakin tekijélld 2x ja
x — 3, joten se on jaollinen polynomilla Q.

¢) O(x) =2x*+ 6x = 2x(x + 3)

Polynomi P ei ole jaollinen polynomin Q tekijdlld x + 3, koska
P(=3) #0. Talloin P ei ole jaollinen polynomilla Q.

4 2 2042 _ +5
K2 a) X 25xF  x°(x 25)_/N(x )=x+5=lx+§

20 —10x*  2x*(x-5) 2/N 2 202

b) x13_—xx _ X(lx_; D_ xf}j;ﬁ;; D =—x(x+1)=—x"—x

X4t -2x48 X (x-4)-2x-4) _(-NFD) _

C
) x' =2 ) m
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K3.  Jaetaan polynomi P polynomilla Q.

(6x3 -x° —13)6—5):(3x+1)=2x2 —-x—4
—(6x° +2x° )
-3x* -13x-5
—(3x* —x )
—12x-5
—(—12x—4)
-1

Jakoyhtild on 6x° —x* = 13x —5=0Cx+ D2’ —x—4)— 1

K4.  Koska polynomi 2x* — x*> — 7x + 6 on jaollinen seké binomilla x — 1 etti
binomilla x + 2, on se jaollinen niiden tulolla (x — 1)(x +2) = x> + x — 2.
Polynomi 2x° — x* — 7x + 6 on kolmannen asteen polynomi, joten silli voi
olla vain yksi ensimmdisen asteen tekiji tekijin x* + x — 2 liséiksi.

Tarvitaan yksi jakolasku.

2x’ —x> =7x+6):(x* +x-2)=2x-3
—2x° +2x*—4x )

-3x*-3x+6
—(=3x* =3x+6)
0

Kolmas tekijé on 2x — 3.
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KS.

Ke6.

Polynomi P on jaollinen polynomilla Q, jos ja vain jos se on jaollinen
binomin Q tekijoilla.

O(x)=x*-2=(x—V2)(x++2)

Tulee siis olla P(+/2)=0 ja P(—/2)=0
P(N2)=2-(\2) +¢q-(N2)* +14=22+2¢q
P(—V2)=2-(—2)* +¢q-(—V2)* +14=22+2¢q

22+2g=0
qg=-11
Koska P(=7) =0, on x + 7 polynomin P tekija.

Selvitetéén toinen tekija jakolaskulla.

(X +x*—40x+14):(x+7)=x" —6x+2

—(x3 + 7x2)
—6x" —40x
—(—6x" —42x)
2x+14
—(2x+14)
0

P(x)=x>+x*—40x+ 14 = (x + 7)(x* — 6x +2)

P(x)=0
(x+7)(x*—6x+2)=0
6+/36-4-1-2

x= tai x=-7

(o)

H+
5
Ool\)

2
2
2
V7

S

(@)}
I+

=3

I+

Yhtdlon P(x) = 0 ratkaisu on x = =7, x =3 — J7 tai x=3+7
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K7. a)
X' —4x+5=0
(o 4EVI6-4-15 4+V4 442

21 2 2
x=2+1 tal x=2-1i

=2+

b)
¥ +9x=0
x(x* +9)=0
x’=-9 tai X

x=1-9 =43i

Il
S

x=0,x=3itaix=-3i

©)
2x° —6x* +4x—12=0
2x7(x=3)+4(x-3)=0
2x* +4)(x-3)=0
2x* +4=0 tai x=3=0
xr==2 x=3

x =42 =+2i

x=3, x=~/2i tai x=—/2i
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K8. a) Kirjoitetaan yhtalo In x = sin x muotoon In x — sin x = 0. Etsitdin
puolitusmenetelmallad funktion f{x) = In x — sin x nollakohta.

Kuvaajan perusteella funktion ainoa nollakohta on vililla ]2; 3[.

Y

2

1
i 1 0 1

-1

-

-8

fx) vali valin keskikohta

A2)=-0,22
£(3)=0,96 12, 3[ 2,5
£2,5)= 0,32 12;2.5] 2,25
A2,25) = 0,03 12 2.25] 2,125
72,125) = —0,1 12,125; 2.25[ 2,1875
A2,1875) =~ —0,03 12,1875; 2,25[ 2,21875
A2,21875) = —0,0004 12,21875; 2,25[ 2,234375
A2,234375) = 0,02 12,21875; 2,234375] 2,2265625
£2,2265625) = 0,008 12,21875; 2,2265625[ 2,22265625
£2,22265625) = 0,004 | 12,21875;2,22265625]

Funktion fnollakohta ja siten my0s yhtélon ratkaisu on x ~ 2,22.

b)
fx) vili

A2)=-0,22
£(3)=0,96 12, 3]
£2,5)=0,32 12; 2,5[
72,2) = 0,02 122,225
£2,22) = 0,001 12.2,2.22]
A2,215) = -0,004 12,215; 2,22]

x=2,22
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K9.  a) Kirjoitetaan yhtéld muotoon x’ —x — 1= 0.
Tutkitaan jatkuvan funktion f{x) = x* — x — 1 kulkua derivaatan avulla.
fi(x)=5x"—1
5x*>5,kunx>1, joten 5x*—1>0, kunx > 1.
Koska f”'(x) > 0 vililla [1, 2], on funktio ftélla vlilld kasvava ja silld
on korkeintaan yksi nollakohta.
AH=-1<0
f2)=29>0
Koska funktio f'saa vilin [1, 2] paitepisteissd erimerkkiset arvot, on
silld Bolzanon lauseen mukaan valilla |1, 2[ vdhintdan yksi nollakohta.
Funktiolla f'on siten tdsméilleen yksi nollakohta ja siis yhtélolla
x° —x = 1 tismilleen yksi ratkaisu vilill4 [1, 2].

b) Newtonin menetelmin mukainen rekursiokaava funktion
fix) =x° — x — 1 nollakohdan etsimiselle on

T LCA R
X, =X, 7(x) missé f'(x) = 5x" — 1.
xo=1

AN

W= b
x2=1,17845...
x3=1,16753...

x4=1,16730... = 1,167
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K10. Tehtivini on ratkaista yhtild fix) = 1, eli x* + 2x° — 3x* = 3x = 1.
Kirjoitetaan yhtld muotoon x* + 2x* = 3x* —=3x — 1 =0.
Tutkitaan funktion g(x) = x* + 2x* — 3x* — 3x — 1 nollakohtia.

by
y = g(z) ’

Kuvan perusteella nollakohtia on kaksi. Toinen on ldhelld kohtaa x =1 ja
toinen ldhelld kohtaa x = —3.

Newtonin menetelmén mukainen rekursiokaava funktion g nollakohdan

etsimiselle on
L =X, —w, missi g'(x) = 4x° + 6x* — 6x — 3.
g'(x,)

Kéytetddn alkuarvoa xo =1

x1=5
x2=3,729335...
x3=2,813267...
x4 =2,179110...
xs=1,780262...
x¢=1,583857...
x7=1,531678...
xg=1,528142...
x9=1,528126...
x10=1,528126...
x~=~1,52813

Kéytetddn alkuarvoa xo = —3

x1=-2,794871...
x2=-2,746012...
x3=-2,743373...
x4 =—2,743365...

x=—2,74337
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K11.

Kirjoitetaan yhtdlé muotoon cos x — 2x = 0 ja tutkitaan jatkuvaa funktiota
fIx) =cos x — 2x.
f'(x)=sinx—2

Koska—1 <sinx<1,niin -3 <sinx—2<-1.
Funktion f derivaatta ' on kaikkialla negatiivinen, joten funktio f on
vihenevi ja siten silld on korkeintaan yksi nollakohta.

f0)=1>0
fl)=-145...<0

Funktio f'saa vilin [0, 1] paatepisteisséd erimerkkiset arvot, joten silléd on
Bolzanon lauseen mukaan vihintdin yksi nollakohta valilld 0, 1[.
Funktiolla f'on siis tdsmélleen yksi nollakohta ja siten yhtélolld cos x = 2x
yksi ratkaisu.

Kirjoitetaan yhtélo kiintopistemenetelméd varten muotoon

x= %cosx ja merkitddn g(x)= %cos X.

xo—l
=g(1)=10,27015..
x2=0,48186...
=0,44306...
x4=0,45172...
x5 =0,44984...
x6 =0,45025...
x7=10,45016...
xg=0,45018...

x=0,4502
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K12. a) Kirjoitetaan yhtild vx +1= xe" kiintopistemenetelmi varten

muotoon
x= \/;j 1 ja merkitdén g(x)= @
e e

Piirretddn kuva.
'Y

2

=
"
y=g(z)
1 1 2 3 4

Kiintopiste néyttéisi olevan léhelld kohtaa x = 1.

xo:1
x1=g(1)=0,735...
x2=0,890...
x3=0,798...
x4=0,852...
xs=0,820...
x5=0,839...
x6=0,827...
x7=0,834...
x=0,83

b) Kirjoitetaan yhtilé muotoon x +1— xe* =0, merkitiin
f(x)= Jx +1-xe* ja arvioidaan funktion fnollakohtaa Newtonin

menetelmalla.

X, =X, —;,((—);’;)), missd f'(x)= 2\1/; —e" —xe".
X0 = 1

x1=0,854...

x2=0,832...

x3=0,832...

x=0,83
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K13. Kéytetdin Newtonin menetelméd funktion fix) =x —Inx + sinx — ¢
nollakohdan etsimiseen.

: , . X
Newtonin menetelmén mukainen lauseke on x,,, =x, — S(x,)

EACHN

missi

f'(x) =1—%+cosx—e".

Valitaan xo = 0,5
S (x)

X, =X, ——
P ()
x2=0,51355961...
x3=0,51355961...

=0,51346673...

Funktion fnollakohta on x = 0,5135596.

K14. Luku va, a>0on yhtilon x> = a positiivinen ratkaisu.
Yhtild x* = a voidaan kirjoittaa muotoon x* — a = 0 ja arvioidaan funktion
fix) = x* — a nollakohtaa Newtonin menetelmélla.
Newtonin menetelmin avulla muodostettu iterointikaava on
2
an:xn_f'(x"): n_u_'xn o “ :ﬁ-'_ “ .
f'(x,) 2x, 2 2x, 2 2x
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K15.

K16.

K17.

Funktion f{x) = x* + 3x erotusosamérin lauseke kohdassa x = —1 on

AGSNORVAGS)
h

A S+ - f (=D
h

0,1 1.1

—0,1 0,9

0,01 1,01
—0,01 0,99

0,001 1,001
—0,001 0,999

Funktion derivaatta kohdassa x = — 1 néyttdisi olevan noin 1.

Derivointikaavalla saadaan
flx)=2x+3
fl-H==2+3=1.

1
Funktion f(x)=e* keskeisdifferenssin lauseke kohdassa x =2 on

fC+h)-f2=h)

2h
10 SQ2+h)-f2-h)

p h=107 o

1 107=0,1 —0,4137748... ~0,41377
2 0,01 —0,4121962... =~0,41220
3 0,001 —0,4121804... ~0,41218
4 0,0001 —0,4121803... ~0,41218
5 0,00001 —0,4121803... ~0,41218

Koska fkasvaa lineaarisesti, sen kuvaaja vililla [1,9995; 2,0005] on
likimain suora. Funktion derivaatta kohdassa x = 2 on kuvaajalle piirretyn
tangentin kulmakerroin téssi kohdassa. Koska kuvaaja on kohdan x = 2
ympéristdssd likimain suora, voidaan kulmakerroin maérittda funktion
arvojen avulla:

= /(2,0005)— f(2) _ 3,7458664 —3,7458053

2,0005-2 0,0005

f'(2)=0,1222

=0,1222.
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K18.

R

Vasemmanpuoleinen erotusosamééra:

Funktion f{x) = cos x erotusosamééran lauseke kohdassa x =% on

absoluuttinen virhe
n _ £l
po| o h=1 HGn)-1(3) AEen)-r(7)
h h -/ (Z)
-6 -107° —0,70710642763316... 3,53...- 1077
-7 -1077 —0,70710674537899... 3,58...- 1078
-8 -1078 —0,70710677313457... 8,05...- 107

Tarkin, kun p = —8.

Oikeanpuoleinen erotusosamaara:

absoluuttinen virhe
T _fl= n _flx
» h=10 f(4+h) f(4) f(4+h) f(4)_f,(£)
h h 4
-6 107 —0,70710713473420... 3,50...- 1077
=7 1077 —0,70710681643326... 3,52...-1078
-8 1078 —0,70710679533903... 1,41...-10°8

Tarkin, kun p = —S8.

Keskeisdifferenssin lauseke kohdassa x =% on

S-S G-h

2h
absoluuttinen virhe
n o L n _
p | h=100 f(4+h) f(4 h) |f(4+h) f(4 h)_f,(g)%
2h 2h 4
-6 1076 —-0,7071067811836... 2.86...- 10712
-7 1077 —-0,7071067809061... 2.80...- 10710
-8 1078 —0.7071067842368... 3,05...-107°

Tarkin, kun p = —6.
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K19.
n alasumma ylasumma
2 1.768 5.2219
10 3.065 3.7557

50 3.3369 3.4751
70 3.3566 3.4553
78 3.3616 3.4502
79 3.3622 3.4496

Pinta-ala on noin 3,4.

K20. a) Vilin pituus on 4 — 1 = 3. Koska osavéleji on 3, yhden osavélin pituus
on 1. Osavilit ovat [1, 2], [2, 3] ja [3, 4].
Viilien keskipisteet ovat x; = 1,5, x» = 2,5 jax3 = 3,5.
Arvio pinta-alalle on 1(f(1,5)+ f(2,5) + f(3,5)) =4,294...~ 4,29.

b) Vilin pituus on % -0,5.

Vilien keskipisteet ovat x; = 1,25, x, = 1,75, x3 = 2,25, x4 = 2,75,
X5 :3,25 ja X6 = 3,75.

Arvio pinta-alalle on

0,5(f(1,25)+ f(1,75)+ f(2,25)+ f(2,75) + f(3,25) + f(3,75))
=4,263...~4,26
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K21.

K22.

3 3
j%dx(=/1n|x| =In3-Inl)=In3
1 1

Merkitiin £ (x) =%.

Viilin [1, 3] pituus on 2. Koska jakovileji on nelji, yhden jakovélin pituus
on 0,5.

Arvio integraalille on

0,5(%-f(1)+f(1,5)+f(2)+f(2,5)+%f(3))=1,1166666...z1,11667

Maidéritetddn suhteellinen virhe.
L11667-In3 _ ) 164...
In3

Virhe on 1,6 %.

Aika ¢ on tunteja keskiydstd. Puolisuunnikassddntoéd varten tarvittava
osavilin pituus on 3,00 tuntia.

[ r(@)de

z3,00(% £(0,00)+ £(3,00)+ £(6,00)+ £(9,00)+ £(12,00)+ £(15,00)
+£(18,00) + £(21,00) +% £(24,00))

=345.,6

24
1 ~ L. -
24£f(t)dt~24 345,6=14,4

Vuorokauden keskildmpétila on 14,4 °C.
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K23.

Vilin [0, 4] pituus on 4. Osavileji on nelji, joten yhden osavilin pituus
on 1. Merkitiin f{x) = x*.

[Far=2(fO+4rM+2/ @ +47G)+ /() =G

Lasketaan integraalin tarkka arvo.
4

4
2 1 3 1 43 64
=/2y =240 |=2

5 £

Simpsonin sédéntod kaytettdessd virthe on £, = —w.

180n
Simpsonin sdinndn virhe on 0, kun funktion fneljis derivaatta /(f) on 0.
Jos funktio f'on korkeintaan kolmannen asteen polynomifunktio, sen
neljés derivaatta on nolla.
Simpsonin sdénto integroi tarkasti korkeintaan kolmannen asteen
polynomifunktiot.
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K24.

Piirretddn kuva.

b

3
2.5
7

1.5

Alueen pinta-ala voidaan laskea integraalina

2 .
e’ —sin xz‘dx.

jlf(x) —g(x)dv = j

Merkitédédn h(x) =

2 . )
e' —sinx ‘

Arvioidaan alueen pinta-alaa kéyttden neljdéd osavilid ja Simpsonin
saantod.

Vilin [0, 1] pituus on 1. Koska osavéleja on neljd, yhden osavélin pituus
on 0,25.

1
2 .
ﬂe* - s1nx2‘dx

. 0,325 (h(0) + 4h(0,25) + 2h(0,5) + 4h(0,75) + h(1))

=1,1537...

Pinta-ala on noin 1,15.
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Kokoavia tehtavia

ILMAN TEKNISIA APUVALINEITA

2x2+6x_2x(,x/+/§)__g
bV Sy e

3x? —8x+4
b) x—2

3x* —8x+4=0
_8£V64-4-3-4 8+4
X = =
2-3 6
x=%=2 tai x=%=%

3x2—8x+4=3(x—2)(x—%)=(x—2)~3(x—

wWIN

):(x—z)(3x—2)

3x —8x+4  (x=2)3x-2)
) = =7 =3x-2

-x+1

9 el x—]_ X (x+D)—(—x+D) _ (x+D(EET)
xt -1 x' -1 »1
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2xt v a4 +x% +2x-5

Suoritetaan jakolasku allekkain jakona.
2x+4
Qx* +4x +x* +2x-5):2x+4) =x +%x
—(2x* +4x° )
X' +2x-5
(X +2x )
-5
Saadaan jakoyht&lo

2 44X +x7 4+ 25— 5= (2x + 4)(x° +%x)—5

Polynomin x* — 5x* — 17x + 21 vakiotermin 21 tekijit ovat 1, £3, 7 ja
+21.

Yhtilon x* — 5x* — 17x + 21 = 0 mahdollisia kokonaislukuratkaisuja ovat
x==x1,x=43, x=+7 jax =+21.

Tutkitaan mitka luvuista toteuttavat yhtalon.

x=1: ’-5-1°-17-1+21=0

x=-1: (1P =5-(-1—=17-(-1)+21=32#0
x=3: 33-5.32-17-3+21=—48+#0
x=-3: (-3 =5-(3-17-(3)+21=0
x=7: P=5-7=17-7+21=0

Kolmannen asteen yhtildlla on korkeintaan kolme ratkaisua, jotka kaikki
on nyt 1dydetty.
Yhtilon toteuttavat kokonaisluvut x =-3,x=1jax=7.
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a) X =4x
X —4x=0
xx2—4)=0

x=0tai x*—4=0
x=2taix=—2

Yhtdlon ratkaisut ovat x =—2, x=0jax = 2.

b)
4x° —2x* +6x-3=0
2x2(2x-1)+3(2x-1)=0
Q2x-D(2x*+3)=0
2x—1=0 tai 2x*+3=0
1 2 2

2 3
\/> =i tai x= \/7
Yhtilon ratkaisut ovat x = —\/zi x= \/zi jax= l.
27 2 2

¢) Polynomin x* + 3x* — 22x — 24 vakiotermin —24 tekijit ja samalla
yhtilon x* + 3x* — 22x — 24 = 0 mahdolliset kokonaislukuratkaisut ovat
124, £12, +6, +4, £3, £2 ja £1.

X =

Huomataan, ettd ndistd yhtélon toteuttavat
x=—1: (—1)P+3-(-172-22-(-1)-24=0
x=4 4+3-4-22-4-24=0

x=-6: (=6)°+3:(-6)*—22-(—6)—24=0

Yhtdld on kolmannen asteen polynomiyhtild, joten silld on
korkeintaan kolme ratkaisua. Muita ratkaisuja ei siis voi olla.
Yhtélon ratkaisut ovat x = —6, x =—1 jax = 4.
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Polynomi P(x) = x* — gx + 15 on jaollinen binomilla 2x + 5, jos niilld on

sama nollakohta, eli x = —i.

_i)z(_§)3_ .(_i) __5.%4
P( 2 2) ~ ()=t
5,59 _
gt 2 =0
g5 2
2 -3 '3
_1
=%

- 1
Vak =
akio g on
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P(x)=3x"+ax’ + bx* —3x+2

Tiedetéddn, ettd P(—1) = P(2) =0, eli x =—1 ja x = 2 ovat yhtdlon P(x) =0
ratkaisuja.

Selvitetddn kertoimet a ja b, jotta voidaan selvittdd muut ratkaisut.

P1)=3 (1) +a(-1’+b(-1>-3-(-1)+2=3-a+b+3+2
=—a+b+8

PQ2)=3-2"+a-2°+b-2>—-3-2+2=48+8a+4b—6+2
=8a + 4b + 44

Ratkaistaan yhtdlopari
—a+b+8 =0 |-(-4)
8a+4b+44=0

"\ 8a+4b+44=0

12a +12=0
a=-1

{4a—4b—32:0

1+b+8=0
b=-9

Niin ollen polynomin P lauseke on P(x) = 3x* — x> — 9x* — 3x + 2.
Ratkaistaan yhtélo P(x) = 0.
Koska x =—1 ja x = 2 ovat polynomin nollakohtia, polynomi P on

jaollinen binomeilla (x + 1) ja (x — 2) sekd niiden tulolla
x+DEx—-2)=x*—x—2.
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Gx' —x=9x" =3x+2):(x* —x-2)=3x" +2x -1
—(3x* =3x’ —6x? )
2x =3 x* =3x+2
—(2x’ =2x*—4x )

-x7 +x +2
—(=x* +x +2)
0

Px)=(*—x—2)3x*+2x—1)

Yhtildén P(x) = 0 loput ratkaisut ovat polynomin 3x* + 2x — 1 nollakohdat.

3x2+2x-1=0
2+4.4-43-(-1) 244
B 2.3 6
_=6__ 21
x—6— 1 tar x c=3

Yhtilon P(x) = 0 ratkaisut ovat x =—1, x :% jax=2.
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Esimerkiksi:

aly

3
2 /
X
T
=2 -1 0 1 2 3 4 5
=1

Polynomi P(x) on jaollinen ensimmadisen asteen polynomilla ax + b jos

polynomin ax + b nollakohta x = —% on my0s polynomin P(x)

nollakohta, eli P(—%) =0.

1. Lasketaan P(—é).

a

2. Jos tulos on 0, polynomi P(x) on jaollinen ensimmaéisen asteen
polynomilla ax + b.
Muutoin polynomi P(x) ei ole jaollinen polynomilla ax + b.
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Keskeisdifferenssi funktiolle p(x) = ax” + bx + ¢ kohdassa x on

p(x+h)—p(x—h)

2h

_ a()c+h)2 +b()c+h)+c—(a()c—h)2 +b(x—h)+c)
- 2h
_ a(x2 +2Xh+h2)+bx+bh+0—((l()€2 —2xh+h2)+bx—bh+c)
B 2h
_ 4axh +2bh

2h
=2ax+b

Viite on siis osoitettu.
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10.

a) Olkoon kolmannen asteen polynomi p(x) = ax® + bx* + cx + d.

2 2
j p(x)dx = j (ax’ +bx* + cx +d)dx
0

SR

/%x4 +§x3 +%x2 +dx

6+2 8+£-4+d-2-0

=}

-l>|a

4a+§b+2c+2d

1

3P0 +4p)+ p(2)]

=%(d+4(a +b+c+d)+@Ba+4b+2c+d))
=%(12a +8h+6¢+6d)

=4a+§b+2c+2d

Viite on siis osoitettu.

b)px)=x+x*+x+1
r(0)=1
p(H=1+1+1+1=4
pQ)=8+4+2+1=15

j(x +x7 +x+1)dx= —(1+4 4415)=32 _10§
i 215 1 32
_ A 4 5 5
¢) Jos p(x) = x", niin !x dnggx :§-2 —0:?.

Kaavan mukaan %[p(0)+ 4p()+ p(2)] :-(0 +4.1+16) = 20 32

Kaava ei siis péade kaikille neljannen asteen polynomeille.

5
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APUVALINEET SALLITTU

11. Koska polynomi P(x) = x* + ax® + bx + ¢ on jaollinen binomilla
x> —1=(x—1)(x+ 1), on se jaollinen my®s binomin tekijoilli x — 1 ja
x + 1. Polynomilla P(x) on tdlloin nollakohdat x =1 jax=—1,eli P(1)=0
ja P(—1) =0. Lisdksi P(2) = 12. Saadaan yhtédléryhma:
P(1)=0
{P(—l) =0
P(2)=12

~1+a-b+c=0

l+a+b+c=0
8+4da+2b+c=12

a=2,b=—ljac=-"2

Px)=x+2x"—x—-2
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12. Piirretdan kuva.
3‘3’
.|| v=1@) f(x)=Ix+-L-2

x?

{ 1 2

/__# f (x) - X x3

0 1 2 3 4 7 8

-1

Valitaan alkuarvoksi xo = 0,5.

¥ =x =L 0) _ 0 593346...

I (xo)
xz—O 633713...
=0,639115...
x4=O,639197...
x5 =0,639197...
x=0,63920

Valitaan toisen nollakohdan etsimista varten alkuarvoksi xo = 7.

x1="7,245804...
x2=17,249799...
x3="7,249800...
x=7,24980

Osoitetaan vield, ettd ko. kohdat ovat funktion nollakohtia.
£0,639195) = 0,000013... >0
£(0,639205) =—0,000047... <0

Bolzanon lauseen mukaan x = 0,63920 on nollakohdan viisidesimaalinen
likiarvo.

£(7,249795)=~7,61... - 107 <0
(7,249805) = 5,65... - 107 >0

Bolzanon lauseen mukaan x = 7,24980 on nollakohdan viisidesimaalinen
likiarvo.
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Kirjoitetaan kiintopistemenetelmi varten yhtilo x° + 2x = 4 muotoon
x = g(x).

X =4-2x
x=34-2x

Kéiytetéiéin alkuarvoa xo = 1,5.
—g(1,5)=1
=g(1)=1,14869835..

x3=1 11230193.

X4 = 1,12165437...

xs5=1,11928088...

x6=1,11988514...
x7=1,11973143...
xs=1,11977054...
x9=1,11976059...
x10=1,11976312...
x11=1,11976247...
x12=1,11976264...
x13=1,11976260...

x=1,119763

Yhtilolld x° + 2x = 4 eli x° + 2x — 4 = 0 on muita ratkaisuja, jos funktiolla
fix) =x° + 2x — 4 on muita nollakohtia.

Tarkastellaan funktion f'kulkua derivaatan avulla.
f(x)=5x"+2
Funktion f derivaatta on kaikkialla positiivinen, joten funktio f on kasvava.

Kasvavalla funktiolla on korkeintaan yksi nollakohta. Yhtélolla ei siis ole
muita ratkaisuja.
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14.

f(x)=~cosx+2
Derivointikaavalla saadaan f'(x) = __ sinx a
AS) 2~/cosx +2 !

' sin T
MN)=————"so—=0
Sm 2~cosT+ 2

a) Erotusosaméirin lauseke kohdassa x =7 on

f(n+h)—-f(n)
p :

h S(r+h) - [f(m)
h

0,1 0,0249480533...
0,1 —0,0249480533...

0,01 0,0024999479...
—0,01 —0,0024999479...

0,001 0,0002499999...
—0,001 —0,0002499999...

Arvio derivaatalle on 0, joka on sama kuin derivointikaavalla saatava
arvo.

fr+h)—f(n=h)

b) Keskeisdifferenssin lauseke kohdassa x = w on

2h
h Sf(n+h)—f(n—h)
2h
0,1 0
0,01 0
0,001 0

Arvio derivaatalle on 0, joka on sama kuin derivointikaavalla saatava
arvo.
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15.

Piirretddn funktioiden f{x) = 1 — x ja g(x) = 3 cos x kuvaajat.

Kuvaajien leikkauspisteet voidaan ratkaista
yhtélosté

Sx) = g(x)

1 —x=3cosx
1 —x—3cosx=0.

Merkitédédn A(x) = 1 —x —3cos x ja kdytetddn Newtonin menetelmaa
funktion /4 nollakohtien etsimiseen.

h'(x)=-—1+3sinx

Tehdiddn ensimmainen alkuarvaus xo = —1.

h(xy)
X =X, x) 0,8924...
x2=-0,8894...
x~=—0,89
Tehdédin toinen alkuarvaus xo = 2
x1=1,8562...
x2=1,8623...
x=~1,86
Tehdédan kolmas alkuarvaus xo = 3,5.
x1=3,6507...
x2=3,6380...
x3=3,6379...
x~3,64

Lasketaan leikkauspisteiden x-koordinaatteja vastaavat y-koordinaattien
arvot sijoittamalla x:n arvot funktion flausekkeeseen.

x~-0,89,y~1,89
x=1,86,y~-0,86
x=3,64,y~—2,64

Leikkauspisteet ovat (—0,89; 1,89), (1,86; —0,86) ja (3,64; —2,64)
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16. a) Kirjoitetaan yhtild x = 4 — x> muotoon x = g(x) toisella tavalla.
X =4-x
x> x=4-x |:x#0
2 _4—x
X =
X
x=1|2=X
x
. 4-
Iteraatiokaava on x,,, = xx” .
b)
x=4-x
X =4-—x
x*x=4-x |:x*#0
4-x
X =
2
Iteraatiokaava on x,,, = - 2x .
'xn
C) xo=1
X, =J$ =3 =1,7320..~1,73
4-3

X, = =1,1442...~1,14
N3



Juuri 12 « Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 17.5.2018

17.

Nopeus v on matkan s muutosnopeus eli derivaatta, joten Annan
koulumatkan pituus saadaan nopeuden integraalina, eli nopeusfunktion
v(f) alle jddvan alueen pinta-alana. Arvioidaan pinta-alaa
puolisuunnikassaannolla.

e 5 1
Yhden osavilin pituus on 5 min = <0 h= 3 h.

s = 2ng(z‘)dl‘

zL(l 1 )
3 2v(0)+v(5)+v(10)+v(15)+2\)(20)
_L(L. 1, )

=152 0+16+2O+22+2 18
=5,583...

Annan koulumatkan pituus on 5,6 km.
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18. a) Vilin [0, 1] pituus on yksi. Koska jakovilejé on viisi, yhden jakovélin

pituus on % =0,2.

jf(X)dx = 0,2(f(0,)+ f(0,3) + £(0,5) + f(0,7) + 1(0,9))
' =0,94658...~ 0,947

ms‘y
05
-8
0 0.5 1 15
0.9465853628
-05

b) Kun jakovilejd on 50, yhden jakovélin pituus on % =0,02.

[ £ (G)dx ~0,2(£(0,01)+ £(0,03) + £(0,05) +...+ £(0,99))
' =0,94608... ~ 0,946

0.5 1 1.5
0.9460880899

-0.5
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19.

Merkitédén flx) =Inx,a=1jab=2.
'(x)=L
fin=1

b
Kaarenpituus J‘\/l+ f'(x)*dx vililld [1, 2] on
j 1+( ) dx = j 1+—dx

Maarltetaan 1ntegraa11n arvo puolisuunnikassdannolla.

Merkitian g(x)= |1+ .
X

Yhden osavili pituus on 2T 0,25.

2 2
[ 1+(%) ~0 25( g()+2(1,25)+2(1,5)+2(1,75) +Lg(2, 0))
1

—1,2250875...~1,225

Funktion In x kuvaajan kaarenpituus vililla [1, 2] on 1,225.
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20.

_(b-a)’ f'(1)
12n? '

Nyt f(x)=V1+x>, a=0jab=1ja0<¢<1.

Puolisuunnikassdannén virhe on £, =

' _ X

A

e W
xNx T+l +Vx"+1

Absoluuttinen virhe on

PR RO WG A

| nl_ 2 - 2
12n | 12n

Koska f"(x)= >0 kaikilla x, niin

1 _ 1
N1 +V 1 (DY A+
f'@)
|En|: 2"
12n

Vililld [0, 1] £”(x) on suurin, kun nimittdja (x> +1)vx” +1 on pienin, eli
kun x = 0. T4ll6in toisen derivaatan arvo ei varmasti ylitd arvoa

n 1
0)=———=1.
70 (0* +1)V0* +1

Absoluuttiselle virheelle saadaan yliraja |E, | < 21 =
n

Ratkaistaan epayhtélo

1
——<0,001
12n
12n° >1000

2 250

n>=3

Yhtilon n* = % ratkaisut ovat n =+£9,12.... Pienin positiivinen

kokonaisluku, joka toteuttaa epayhtélén on 10.
Osavilejd on siis oltava véhintadn 10.

Yhden osavilin pituus on 0,1.
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[V ar=01(1 rO)+ FO.D+ £0.2)+ .+ £0.9)+ L (D)
0 ~1,14838...~1,148

Maérityn integraalin tarkka arvo on véhintdén
1,14838... — 0,001 = 1,14738... ja enintddn
1,14838... + 0,001 = 1,14938...

Tarkka arvo on siis valilla [1,147; 1,150].
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