Juuri 5 ¢ Tehtavien ratkaisut ¢ Kustannusosakeyhtic Otava e paivitetty 7.12.2018

Kertaus

K1.  a) Lukujen 7 ja —7 itseisarvo on 7.

b) 1-v3 <0, joten |1 -3|=—(1-+/3)=-1+3=3-1.

K2. a)|7-x|=3
T7—x=3 tan 7—-x=-3

x=4 x=10
b) |4x — 3| =2x + 3|
dx—3=2x+3 tai 4x—3=—-2x+3)
2x=6 |:2 6x=01:6
x=3 x=0

¢) Minkéain luvun itseisarvo ei ole negatiivinen luku, joten yhtilolla ei ole
ratkaisua.
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K3. a)[2x+6/<4

—4<2x+6<4

—4<2x+6 ja  2x+6<4

—2x<10 ||:(-2) 2x<-2 ]|:2
x>-5 x<-1

Epéyhtélot ovat yhté aikaa voimassa, kun —5 <x <-—1.
Tehtdvin voi ratkaista myos kaksoisepayhtalona.

—4<2x+6<4 || -6
~10<2x<-2 |:2

—S<x<-1
b) 12 —3x|>9
12—-3x<-9 tai 12-3x>9
—3x<-21 ||:(-3) =3x>-3 ||: (-3)
x=>7 x<1

x<ltaix>7

¢) Luvun itseisarvo on aina ei-negatiivinen, joten se on aina suurempi kuin
mité tahansa negatiivinen luku. Epdyhtélon toteuttavat kaikki luvut.
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K4. a)Luvunx + 1 etdisyys luvusta5 —xon |x+1— (5 —x)| = [2x — 4|.
Témén tulee olla pienempi kuin 2.

2x —4|<2
—2<2x—-4<2 ||+4
2<2x<6 I|:2
1 <x<3

b) Koska itseisarvot ovat ei-negatiivisia, voidaan epayhtilon
Ix + 2| < |3 — x| molemmat puolet korottaa nelidon.

|x+2|<|3—x|
(x+2) <(3-x)
X +4x+4<9-6x+x"
10x<5 |:10
1

X<§

Epéyhtild |x + 2| <|3 — x| tarkoittaa, ettd luvun x etdisyys lukuun —2
tulee olla pienempi kuin lukuun 3.

Ratkaisu tarkoittaa, etté tdllaisia lukuja ovat ne luvut, jotka ovat

pienempid kuin %
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K5.  a) Pisteen x-koordinaatin nelid on x*. Lisétéin siihen y-koordinaatti,
jolloin saadaan summaksi 2. Pistejoukon yhtild on siis x* + y = 2.

yl

b) Piste on kdyrilld, jos se toteuttaa kdyran yhtdlon. Sijoitetaan pisteiden
(-2, 2) ja (2, —2) koordinaatit yhtdloon x* + y = 2.

Piste (-2, 2): Piste (2, —2):

(—2)?*+2=2 22+ (-2)=2
6=2 2=2
epatosi tosi

Piste (=2, 2) ei ole kéyralla, piste (2, —2) on.
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K6.

y
2] X = 2

x3+y2=2 y
14

3 2 4 i/ 2 x
14
2]

Kuvan perusteella néyttiisi siltd, ettd kiyrien yhteiset pisteet ovat (1, 1) ja

(1,-D.
Varmistetaan tulos sijoittamalla pisteiden koordinaatit yhtéloihin.

Piste (1, 1):

P+12=2 1=1°
2=2 1=1
tosi tosi

Piste (1, 1) on molemmilla kayrilla.

Piste (1, —1):

P+ (-1)7%=2 1=(-1)7
2=2 1=1
tosi tosi

Piste (1, —1) on molemmilla kéyrilla.

Pisteet ovat molemmilla kéyrilld, joten ne ovat kdyrien yhteisia pisteit.
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K7.  Kdiyrén ja x-akselin leikkauspisteessd y = 0.
Sijoitetaan y = 0 kéyrin yhtidloon x* + 2xy + y = 4.
¥+2x-0+0=4

=4

x=2taix=-2
Kayri leikkaa x-akselin pisteissd (=2, 0) ja (2, 0).
Kéyrén ja y-akselin leikkauspisteessd x = 0.

Sijoitetaan x = 0 kiiyrin yhtiloon x* + 2xy + y = 4.

0*+2-0-y+y=4
y=4

Kéyra leikkaa y-akselin pisteessa (0, 4).

i

3
2_
\ 14
] 1 1 1
3 A -1 1 23 X
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K8.  a) Piirretddn samaan koordinaatistoon sekd kéyridn y = |x — 3| ettd y = |2x|
kuvaajat.

oy

y = [2z]

y= |z -3

-3 =2 -1 0 1 2 3 4 5

Koska kéyrit leikkaavat pisteissa (1, 2) ja (=3, 6), niin yhtdlon
|x — 3]=|2x| ratkaisuja ovat x = 1 jax = —3.

b) |x — 3= |2x]
x—3=2 tai x—3=—(2x)
—x=3 | :(-1) 3x=3:3

x=-3 x=1
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K9.  a) Suoran y = 3x kulmakerroin on 3 ja suoran 3x —y+ 1 =0, eli
y = 3x + 1 kulmakerroin on my0s 3, joten suorat ovat yhdensuuntaiset.

b) Kirjoitetaan suoran 3x + 4y = 0 yhtalo ratkaistussa muodossa y = —%x,

jolloin ndhdéin, ettd sen kulmakerroin on —%.

Suoran y = —%x +35 kulmakerroin on myos —%. , joten suorat ovat

yhdensuuntaiset.
¢) Kirjoitetaan suorien yhtdlot ratkaistuissa muodoissa.

2x+y+6=0
y=—2x—06

Kulmakerroin on —2.

x+2y—-6=0
2y=—-x+6|:2
y=—%x+3

Kulmakerroin on —% .

Kulmakertoimet eivét ole samat, joten suorat eivét ole yhdensuuntaiset.
Kulmakertoimien tulo on —2- (—%) =1, joten suorat eivit ole
kohtisuorassa toisiaan vastaan.

d) Suora x + 3 =0, eli x =—3 on y-akselin suuntainen. Suora y — 6 =0, eli

y = 6 on x-akselin suuntainen. Suorat ovat kohtisuorassa toisiaan
vastaan.
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K10. a) Suoran yhtilo saadaan sijoittamalla kaavaan y — yo = k(x — xo) pisteeksi
(x0, y0)=(7,3)jak=2.

y=3=2(x—-17)
y—3=2x—-14
y=2x—11

b) Suoran yhtilo saadaan sijoittamalla kaavaan y — yo = k(x — xo) pisteeksi

(o, o) = (7, 3) ja k= —2

7

y=3=-3(x-7)

y—3=—%x+4
y=—%x+7

¢) x-akselin suuntaisen suoran, joka kulkee pisteen (7, 3) kautta, y-
koordinaatti on aina 3, eli suoran yht&l6 on y = 3.

d) Kun suuntakulma on 90°, niin suora on y-akselin suuntainen. y-akselin
suuntaisen suoran, joka kulkee pisteen (7, 3) kautta, x-koordinaatti on
aina 7, joten suoran yhtdld onx = 7.
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K11. a) Suoran 8x — 2y + 3 = 0 yhtélo ratkaistussa muodossa on y = 4x + %

Jotta suorat olisivat yhdensuuntaiset, on kulmakertoimen oltava 4.

Sijoitetaan kaavaan y — yo = k(x — xo) pisteeksi (xo, y0) = (3, —2) ja
k=4.

y-(2)=4x-3)
y+2=4x—-12
y=4x—14

Piste (20, 50) on suoralla, jos se toteuttaa suoran yhtalon.
4-20—-14=50

66 =50

epatosi

Piste (20, 50) ei ole suoralla.

-3-1 _-4__1.
5-(3)" 8 > Jasuora kulkee

esimerkiksi pisteen (xo, y0) = (=3, 1) kautta.

b) Suoran kulmakerroin &k =

Nailld tiedoilla suoran yhtéloksi saadaan

_ Lo
y=l==2(x=(=3)

_ 1.1
)

Suoran yhtdlstd ndhdéén, ettd se leikkaa y-akselin pisteessi (O,—%) .

Ratkaistaan x-akselin leikkauspiste sijoittamalla yhtdl66n y = 0.

__ 1.1
0==5%73
1 .__1 .
x=-1

Saadaan piste (-1, 0).



Juuri 5 ¢ Tehtavien ratkaisut ¢ Kustannusosakeyhtic Otava e paivitetty 7.12.2018

K12. Suorien suuntakulmat voidaan laskea suorien kulmakertoimien avulla.
tan f =4 tano =3
£=7596...°=76,0° o=171,56...°=171,6°.

Suorien vélinen kulma on suuntakulmien f ja o erotus.

p—a=7596...°—71,56...°=439...°=4.4°.

b
4
3
2
4.4
i B =75.96°
a\= 71.57°
0 =L
0 1 7 o
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K13. a) Sijoitetaan ympyrén keskipistemuotoiseen yhtdloon
(x — x0)* + (y — y0)* = 1 sijoittamalla keskipiste (xo, o) = (=2, 5) ja
side r=17.

(X = (2 +(p-5=T7
(x+2)+ @ —57*=49

b) Keskipiste on (-3, 2) ja side /10 .

K14. Ympyrin sdde on sama kuin pisteen (5, 2) etdisyys ympyran
keskipisteestd (4, —2).

r=J(4-5)7 +(2-2)* =17

Ympyréan yhtilo on

(=47 + (= (2P = V17"
(x—4Y+ @ +272=17.

Lasketaan pisteen (8, —2) etdisyys ympyran keskipisteesta
d=(4—-8)* +(2—(-2))* =16 <17 .

Koska etdisyys on pienempi kuin séde, piste on ympyrén sisdapuolella.

Pisteen (3, 2) etiisyys keskipisteestd on d =+/(4—3)* +(=2-2)> =17
eli sama kuin séde.

Piste on ympyralla.
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K15. Muokataan yhtélo keskipistemuotoon.

¥+ +4x—10y+20=0
FHdx+  +yP—10p+ _ =-20
X +4x+4+y"—10y+25=-20+4+25
(x+27+(@—5=9

Yhtild esittdd ympyréd, jonka keskipiste on (—2, 5) ja side /9 =3 .

K16. Piirretddn ympyra tekniselld apuvilineelld. Pisteen etdisyys ympyrastd on
pisteen ja ympyréin kehdn vélinen lyhin etdisyys. Selvitetddn ympyrén
keskipiste ja side. Ympyréan keskipiste on (1, 4) ja sdde. Piirretddn jana
ympyrén keskipisteestd pisteeseen (13, 9). Kysytty etdisyys on piirretyn
janan pituus, josta vihennetdin ympyrin side, eli 13 — 5= 8.

y

(13, 9)

.4

Selvitetdin ensin ympyrin x> + * — 2x — 8y — 8 = 0 keskipiste ja side
muokkaamalla ympyrén yhtilo keskipistemuotoon.
¥+ —2x—8—8=0
X =2x+ +y'—-8+ =8
¥=2x+1+)y" -8y +16=8+1+16
(x—1)P2+@—-47>=25

Ympyrén keskipiste on (1, 4) ja sdde J25=5.

Lasketaan sitten pisteen (13, 9) etdisyys keskipisteestd (1, 4) ja
viahennetdin siitd sédde 5.

JA3-17+(9-4)> =5=/169 -5=13-5=8.

Kysytty etdisyys on 8.
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K17. a) Paraabelin yhtild x> + 2x — y — 3 = 0 voidaan kirjoittaa myds muodossa
y=x*+ 2x — 3. Koska x* kerroin on positiivinen, paraabeli aukeaa
ylospéin.

y-akselin leikkauspisteessd x = 0.

Sijoitetaan x = 0 paraabelin yht&l66n, jolloin
y=0"+2-0-3=-3.

Paraabeli leikkaa y-akselin pisteessa (0, —3).

x-akselin leikkauspisteesséd y = 0.

0=x’+ 2x— 3
2224 1(B) _ 0si6 _2+4
B 2-1 B 2 2
x=1 tai x=-3

Paraabeli leikkaa x-akselin pisteissé (1, 0) ja (3, 0)
b) Ratkaistaan paraabelin yhtdld muuttujan x suhteen.
4" — 6y +2x=0
2x=—4+6y |:2
x=-2)"+3y

Koska —2)” termin kerroin on negatiivinen, paraabeli aukeaa
vasemmalle.

y-akselin leikkauspisteessd x = 0.

0=-2)"+3y
2" =3y=0
y2y=3)=0
y=0tai2y—3=0
2y=3 ||:2
=3
Y72

Paraabeli leikkaa y-akselin pisteissé (0, 0) ja (0, %).

x-akselin leikkauspisteessd y = 0.
x=-2-0"+3-0=0.

Paraabeli leikkaa x-akselin pisteessi (0, 0).
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a) Ratkaistaan yhtalopari.

x+6=0
x=-6
—6=—y"-2y+ 2
¥ +2y-8 =0
_ 242 —4.1(8) _ 2436 _—2+6
y= 71 2 2

y=2 tai y=4

Suoran kaikissa pisteissd x = —6, joten paraabelin ja suoran yhteiset
pisteet ovat (=6, 2) ja (—6, —4).

y

0 =

—8 | -2 )
-2
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b) Ratkaistaan yhtélopari.

x+y=0
x=—y"=2y+2
X=-y
x=-y"-2y+2
—y==y"=2y+ 2
Y +y-2=0
_SIEYP -4 1(=2) _ -129 _ 143
I 21 T2 2

y=1 tai y=-2
Kun y = 1, niin x = —1, joten yhteinen piste on (-1, 1).
Kun y = -2, niin x = —(—2) = 2, joten yhteinen piste on (2, —2).

3hy

2

.

Y-
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K19.

Koska paraabelin huippu on pisteessa (0, 2) ja johtosuora y-akselin
suuntainen, sen yhtilé on huippumuodossa
x—0=a(y—2) elix=a(y—2)"

Sijoitetaan yhtdlo6n pisteen (—8, 0) koordinaatit.

-8 =a(0-2)
—8=4a ||:4
a=-2

Paraabelin yht4l6 on siis
x=-2(y—2)
x=-20"—4y+4)
x=-2)"+8y—8.

Tarkistetaan, onko piste (—2, 3) paraabelilla.

—2=-2-3+8-3-38

—2=—-18+24-28
—2=-2
tosi

My®és piste (—2, 3) on paraabelilla x = —2)* + 8y — 8.
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K20. a) Paraabelin huippu on polttopisteen ja johtosuoran puolessa vélissa eli
pisteessa (0; 1,5). Kulkemalla polttopisteestd yhden ruudun sivulle, on
myos johtosuorasta yhden yksikon paéssa.

Hyddyntimailld Pythagoraan lausetta ja tietoa 3° +4° =57, voi
polttopisteestd etsid pisteen, johon padsee kulkeamalla kolme ruutua
sivulle, nelja yl6s. Silloin etdisyys on 5, joka on sama kuin etdisyys
johtosuoralle. Ndin saadaan paraabelilta viisi pistettd, joten sen voi
hahmotella.

R

b) Tarkastellaan paraabelilla olevaa mielivaltaista pistetti (x, ).
Lasketaan sen etdisyys pisteestd (0, 2) sekd suorasta y = 1. Lasketut
etdisyydet ovat yhtd suuret, jolloin saadaan yhtélo. Etdisyydet ovat ei-
negatiivisia, joten yhtélo voidaan korottaa puolittain nelioon.

JE =0 +(y-2)* =[y—1|
(V&=02+(-27) =[y-1

(x=0)+(y=2)" =(y -1y
X +y —dy+4=3"-2y+1

2y=-x"-3 |- (=2)
. - _12,3
Paraabelin yht&l6 on y=5x +§.
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Kokoavia tehtavia

ILMAN TEKNISIA APUVALINEITA

1. A: Yhtdld on sellaisen ympyrén yhtélo, jonka keskipiste on (0, 0) ja
sdde 1. Oikea kuva on II.

B: Yhtilo on suoran y = —x + 1 yhtalo.
Oikea kuva on I'V.

C: Yhtil6 on alaspdin aukeavan paraabelin yhtilo y = —x* + 1.
Oikea kuva on I.

D: Yhtild on vasemmalle aukeavan paraabelin yhtilo x = —* + 1.
Oikea kuva on III.
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a) Molempien suorien y =3xja3x—y+1=0, eli y=3x + 1 kulmakerroin
on 3, joten suorat ovat yhdensuuntaiset. Koska suorilla ei ole sama
vakiotermi, kyseessé on eri suorat. Néin ollen suorat eivét leikkaa
toisiaan.

b) Suoran y = %x —10 kulmakerroin on %

Kirjoitetaan suoran yhtéld 2x + 3y + 4 = 0 ratkaistussa muodossa.

2x+3y+4=0
3y=-2x—-4|:3
o2, 4
373

Kulmakerroin on —%.

Kulmakertoimien tulo on —

W

% =—1, joten suorat ovat kohtisuorassa.

Ratkaistaan suorien leikkauspiste.

Ratkaistaan leikkauspisteen y-koordinaatti sijoittamalla x = 4 suoran
2x + 3y + 4 = 0 yhtaloon.

2-4+3y+4=0

8+3y+4=0
3y=-12 |:3
y=—4

Suorat leikkaavat pisteessa (4, —4).
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3. a) Pisteiden (3, 4) ja (—1, 0) kautta kulkeva suoran kulmakerroin on
k= % = :—j =1 ja se kulkee pisteen (xo, yo) = (3, 4) kautta.
Suoran yhtilo on
y—4=1x—-3)
y=x+1.

Pisteen (=3, 5) kautta kulkevan y-akselin suuntaisen suoran yhtél6 on
x=-3.
Pisteen (3, 2) kautta kulkevan x-akselin suuntaisen suoran yhtélo on
y=2.

x=-3 A y

(-3,9)

¢ @4

(3.2

i
ol
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b) Koordinaattiakselien suuntaiset suorat ovat kohtisuorassa toisiaan
vastaan, joten kolmio on suorakulmainen ja suora kulma muodostuu
suorien x = —3 ja y = 2 leikkauspisteeseen (-3, 2).

Lasketaan suorien y = x + 1 ja x = —3 leikkauspiste sijoittamalla x = —3
suoran y = x + 1 yhtéloon.

y=-3+1=-12
Kolmion toinen kérkipiste on (=3, —2).

Ratkaistaan suorien y = x + 1 ja y = 2 leikkauspiste sijoittamalla y = 2
suoran y = x + 1 yhtéloon.

2=x+1
x=1

Kolmion kolmas kérkipiste on (1, 2).
Lasketaan kolmion sivujen pituudet.

Pisteen (=3, 2) etdisyys pisteestd (—3, —2) saadaan y-koordinaattien
erotuksena ja se on |2 — (—2)| = |4| = 4.

Pisteen (=3, 2) etiisyys pisteesti (1, 2) saadaan x-koordinaattien
erotuksena jase on |-3 — 1| = -4/ =4.

Koska kolmio on suorakulmainen, silld voi olla vain kaksi yhta pitkda
sivua, eli kateetit ovat yhta pitkét.

Kolmio on tasakylkinen suorakulmainen kolmio.
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Hahmotellaan tilanteesta kuva.

by

Ympyrin tangentin ovat yhdensuuntaiset, joten niiden etdisyys on
ympyrén halkaisija. Ympyrén halkaisija on 5 — 1 =4, joten sdde on 2.
Ympyrén keskipiste on tangenttien y =5 ja y = 1 puolivilissa, eli
keskipisteen y—koordinaatti on 3.

Koska ympyri sivuaa y-akselia, niin sen keskipiste on siteen etdisyydelld
y-akselista, eli keskipisteen x —koordinaatti on 2 tai —2.

Keskipiste voi olla (2, 3) tai (-2, 3).



Juuri 5 ¢ Tehtavien ratkaisut ¢ Kustannusosakeyhtic Otava e paivitetty 31.1.2017

a) Suoran kulmakerroin on & = % =§ ja se kulkee origon kautta, eli

vakiotermi b = 0.
S - _4
uoran yhtdl on y = 3

b) Ympyrén sidde on pisteen (3, 4) etdisyys origosta.

r=J(4-07>+(3-0) =25=5

Ympyrin yhtil6 on
(x =0y +(y—0y=5
X+ y2 =25.

¢) Ylospdin aukeavan paraabelin, jonka huippu on pisteessa (0, 0), yhtilo

on
y—0=a(x—0)2
y=ax’.

Sijoitetaan pisteen (3, 4) koordinaatit yhtiloon y = ax’.

4=q-3*
4=9a]|:9
a=3

9

Paraabelin yhtild on y = gxz .
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Ympyrin keskipiste on halkaisijan keskipiste.

( 22+4 8+2) (1,5)

Sade on keskipisteen etdisyys kumpaan tahansa halkaisijan
péétepisteeseen. Lasketaan keskipisteen etdisyys pisteestd (—2, 8).

r=y(-2-1 +(8-57 =0+9 =18

Ympyréin yhtélo on
(x— 12+ (@ —5P2=18"
(x— 12+ (y—572=18.

Hahmotellaan kuva tilanteesta. Suoran x — y — 4 = 0 yhtalo ratkaistussa
muodossa on y =x — 4.

104y

x-y-4=0
J1.5)

Lasketaan suoran x y—4=0 etéiisyys keskipisteesta (1, 5).

L1-1-5-4] |-g|
Y =42
VI 4+ 12 V2 2

Koska suoran etiisyys ympyrén keskipisteestd on enemmaén kuin séde
(V18 =492 =3+/2), on suora ympyrén ulkopuolella.

Suoran etdisyys ympyrastd saadaan vahentdmalla ympyréan sdde
keskipisteen etdisyydesta

42 V18 =42 -3V2=V2.
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Merkitdan etsittdvid lukuja kirjaimella x, jolloin saadaan epayhtdlo
Ix? — x| > 6, joka toteutuu, kun x* — x < —6 tai x* — x > 6. Ratkaistaan
epéyhtélot erikseen.

X—x<-6

X—x+6<0

¥-x+6=0
D) 46 _14V23

2-1 2

N4

+ o+ o+

Paraabelilla y = x> — x + 6 ei ole nollakohtia, joten ylospdin aukeavana, se
saa vain positiivia arvoja. Siis epiyhtildlld x* — x < —6 ei ole ratkaisua.

X-x>6
X*-x—-6>0
X-x—-6=0
L ~EDEJEDP —4-1-(-6) 12425 _ 145
2-1 2 2

x=3 taa x=2

) ya
—2 \/3

Epiyhtilon x* — x > 6 ratkaisut ovat x < —2 tai x > 3.

Lukujen, jotka ovat pienempid kuin —2 tai suurempia kuin 3, etdisyys
nelidstddn on suurempi kuin 6.
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Kirjoitetaan ympyrén yhtéld keskipistemuodossa.

¥+ +2x—8—33=0
¥+2x+  +y -8+ =33
X +2x+1+y"—8y+16=33+1+16
(x+ 1)+ @ -4)7*=50

Ympyrén keskipiste on (-1, 4) ja sdde V50 .

Lasketaan pisteen (4, —1) etdisyys keskipisteeseen

VA= (D) +(-1-4)* =50

Etdisyys on sama kuin séde, joten piste on ympyrélla.

Keskipisteen (—1, 4) ja sivuamispisteen (4, —1) kautta kulkevan suoran

) —4_(_1)_i__
kulmakerroin on k——_1_4 =5= 1.

Koska tangentti on kohtisuorassa tétd suoraa vastaan, sen
kulmakerroin on 1.

Tangentin yhtélo saadaan sijoittamalla kaavaan y — yo = k(x — xo) pisteeksi
(x0, o) = (4, ~1) jak=1.

Y= =1 -4
y+1l=x—-4
y=x—35
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Pisteiden (—3, —4) ja (1, 1) kautta kulkevan suoran kulmakerroin
k= % = % . Ympyréllé voi olla kaksi yhdensuuntaista tangenttia.
5

Téssa tapauksessa tangentit ovat muotoa y = )

x+b eliSx—4y+4b=0.

Kirjoitetaan ympyrén yhtélo keskipistemuodossa.

¥+ —10x—6y—7=0

¥-10x+  +y*—6y+ =7
X —10x+25+1y*—6y+9=7+25+9

(x—=57%+ (@ -3)7>=41

Ympyrén keskipiste on (5, 3) ja side r = J41.

Ympyrén keskipisteen (5, 3) etdisyys tangentista 5Sx — 4y + 4b = 0 on side,
joten
|5-5-4-3+40| _Jal

- - 41
J37 +(-4)
|13+‘1|-b|:\/ﬂ||\/ﬂ

Jat

113+ 45| =41

13+4b=41 tai 13+4b=—41
4b=28|:4 4b=-54]:4
b=7 b=-21,

2

Tangenttien yhtilot ovat 5x —4y+4-7=0,eli Sx —4y+28=0ja
Sx—dy+ 4-(—%) —0eli 5x— 4y — 54 =0.
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10. Esimerkiksi

7Ay
(1,6)
6 °
5 L)
(3, 4)

3

) (5, 2)

; 0, 1)

0 =
-1 0 1 2 4 5 6

Piste (x, y) on yhtd kaukana molemmista suoristax =3 elix —3 =0 ja
y=4,eliy—4=0.

I-x+0-y=3] [0-x+1-y—4

V12402 JO? 41
X3 _ly—4
Vi Vi
[x=3[=|y -4
x—3=y—-4 tai x=3=—(y—-4)
y=x+1 y=—x+7

Kaikista kysytyisté pisteistd muodostuvien suorien yhtdlot ovat
y=x+ljay=—x+7.
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APUVALINEET SALLITTU

11. Yhteinen piste ndyttdisi olevan (1, 2).

i

X2 +y*-3y2+ 3y =1

(1,2)

"

X -5x2-xy2+25y2=0

Piste (1, 2) on molemmilla kayrill4, jos se toteuttaa molempien kéyrien
yhtél6t. Sijoitetaan yhteisen pisteen (1, 2) koordinaatit molempien kdyrien

yhtélo6ihin.

(y _ 1)3 — x2

Q-1y»=1?
1=1
tosi

y2(%—x)=x2(5+x)

22(%—1)=12(5+1)
6=6
tosi

Piste on molemmilla kayrilla.
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12.

Suorien leikkauspiste saadaan yhtiloparin ratkaisuna.

y=2x
y=3x-1

x=1jay=2,eli leikkauspiste on (1, 2).
Ympyrin x> + 3 = 5 keskipiste on (0, 0) ja side r=+/5.

Lasketaan pisteen (1, 2) etdisyys pisteestd (0, 0).

J1-0) +(2-0)* =5

Koska etdisyys on sama kuin séde, piste (1, 2) on ympyralla.

ahy -
y=3x-1 2

(1,2)
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13.

Kaikki x-akselin pisteet ovat muotoa (x, 0). Lasketaan pisteen (x, 0)
etiisyys pisteisiin 4 = (—4, 5) ja B = (2, —1) Néiden etéisyyksien tulee olla
yhté suuret.

JE—=(=4)? +(0-5)* ={J(x=2)* + (0~ (- 1))’

Koska yhtdlon molemmat puolet ovat ei-negatiiviset, voidaan yhtalo
korottaa puolittain nelidon.

X +8x+16+25=x*—4x+4+1
12x=-36 |12
x=-3

Piste (—3, 0) on yhti etéélla pisteistd 4 ja B.

A=(-4,5 Ay

=(-4,5) .

4

3

.1

2

1
(-3,0) . X
6 5 4 —'3\1\ 0 1 2 5
2l = e Y2 )
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14. a) Piirretddn kuva. Keskijana kulkee sivun keskipisteesti vastakkaiseen
kirkeen. Merkitddn kirjaimella D sivun AC keskipistettd, kirjaimella £
sivun 4B keskipistettd ja kirjaimella F sivun BC keskipistetta.

Madritetidén keskijanojen leikkauspiste muodostamalla suorat £C ja
DB ja méérittdmailla niiden leikkauspiste.

Sivun AB keskipiste £ = (M ﬂ) =(6.0).

2 72
SivunACkeskipisteD=(2J2rO 4+2) (1,-1).

Lasketaan suorien kulmakertoimet.

Janan EC suuntaisen suoran kulmakerroin & = % = —% .
Janan DB suuntaisen suoran kulmakerroin k& = 11 lg —g .

Vastaavien suorien yhtalot.

y=2=—1(x-0) ja  y=(-D=3(x-1

__1 _5. 14
y= 3x+2 h% 9x 9
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Ratkaistaan suorien leikkauspiste yhtidloparista.

Keskijanojen leikkauspiste on (4, %) .

b) Piirretddan kuva. Kolmion ABC ympéri piirretyn ympyran keskipiste on
sivujen keskinormaalien leikkauspiste.

=

¥ =0.33x-133

-4

Sivun AC keskipiste on a-kohdan perusteella D = (1, —1).

Sivun AC suuntaisen suoran kulmakerroin & = % =-3, joten

keskinormaalin kulmakerroin & = % .

Nailla tiedoilla saadaan keskinormaalin yht&lo

D=L —eli p=Lly_4
y—(-1 3(x Deli y 3573

Sivun 4B keskipiste on a-kohdan perusteella £ = (6, 0).



Juuri 5 ¢ Tehtavien ratkaisut ¢ Kustannusosakeyhtic Otava e paivitetty 31.1.2017

Sivun 4B suuntaisen suoran kulmakerroin & = 510 1, joten

keskinormaalin kulmakerroin k= —1.

Nailla tiedoilla saadaan keskinormaalin yhtdlo
y—0=-1(x—6)eliy=—x+6.

Keskinormaalien leikkauspiste voidaan ratkaista yhtiloparista.

1,4
Y7373
y=-x+6
Mgl 1
b 2—52]3)/ >
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15. Piirretdan kuva.

i

25
y =-0.75x + 2§

Suurin etdisyys on pisteestd, joka on ympyrén keskipisteen kautta
kulkevan suoran 4x — 3y + 50 = 0 normaalin ja suoran 4x — 3y + 50 =0
leikkauspisteessa.

Kirjoitetaan ympyrén yhtélo keskipistemuodossa.

x* + % — 40x — 20y + 400 = 0
(x —20)* + (v — 10)> = 100

Ympyrén keskipiste on (20, 10) ja sdde 10.

Suoran 4x — 3y + 50 =0, eli y:§x+5—30

kulmakerroin on %, joten sen normaalin kulmakerroin —% .

Normaali, joka kulkee ympyrén keskipisteen (20, 10) kautta on
y—10=—%(x—20) eli 3x+4y-100=0.
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Normaalin 3x+4y —100 =0 ja ympyrin (x — 20)* + (y — 10)> = 100
leikkauspisteet voidaan ratkaista yhtiloparista.

3x+4y—-100=0
x>+ 1> —40x-20y+400=0

x=12jay=16tai
x=28jay=4

Leikkauspisteet ovat (12, 16) ja (28, 4).

Pisteen (12, 16) etdisyys suorasta 4x — 3y + 50 =0 on
|4-12-3-16 + 50| _10

V& + (3

Pisteen (28, 4) etdisyys suorasta 4x — 3y + 50 =0 on
|4-28-3-4+50| _30

J# +(=3)

Suurin etdisyys on pisteestd (28, 4), josta etdisyys suoraan on 30.
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16.

Kirjoitetaan ympyrén yhtélo keskipistemuodossa.

¥ +y +2ax—4y+2a°+3=0
x>+ 2xa +yP=2.y-2  =-24*-3
CA2xa+at+y —4y+4="2a"-3+d’+4
x+ay+@-2y =1-4d°

Yhtild esittdd ympyrid, kun 1 —a® > 0.

Ratkaistaan epéyhtdld kuvaajan avulla.

Nollakohdat:
1-a*>=0
=1

a=1taia=-1

Kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli. }/N\l

Epdyhtilon ratkaisu on —1 <a < 1.

Yhtalo esittdd ympyrad, kun —1 <a < 1.

Ympyri side on V1—a’ . Ympyrén pinta-ala on

A=nr’ =n(\/l—a2 )2 =n(l-a’).

Ympyrin pinta-ala on suurin, kun 1 — ¢* saa suurimman arvonsa. Tami
tapahtuu alaspéin aukeavan kuvaajaparaabelin huipussa.

Huippu on nollakohtien a = —1 ja a = 1 puolivilissé, eli kun a = 0.

Pinta-ala on suurin, kun a = 0.
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17. Piirretddn kuva a- ja b-kohdan tilanteista.

(-6.31, 15 6)

y

(13.3,0.33)
a) Kirjoitetaan ensin ympyrén yhtélo keskipistemuodossa.

¥+ —2x—16y+29=0
x—1)2+@r—-8)°=36

Ympyrén keskipiste on (1, 8) ja séde 6.

Pisteen 4 = (5, 5) etdisyys keskipisteestd (1, 8) on
\/(5 1) +(5-8)" =v/25=5<6,eli piste 4 on ympyrén sisilld. Sen
kautta ei voi piirtdd yhtddn tangenttia ympyrille.
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b) Pisteen 4 = (7, 6) etdisyys ympyrin keskipisteeseen (1, 8) on
\/(7 —1)* +(6-8)* =/40 > 6 eli piste 4 on ympyrén ulkopuolella.
Sen kautta voi piirtdd kaksi tangenttia ympyrille.

Tangentin, joka kulkee pisteen (7, 6) kautta, ja joka ei ole pystysuora,
yhtélé on muotoay — 6 =k(x —7),elikx —y—7k+ 6 =0.

Tangentin etdisyys ympyréan keskipisteestd (1, 8) on ympyrén sidde 6.
Muodostetaan yhtild, josta ratkaistaan k.

k-1-1-8-Tk+6 _

JiE& +(=1)

yo6= 2=
Yozt 3

Tamén lisdksi ympyrélld voi olla pystysuora tangentti. Koska tangentti
kulkee pisteen (7, 6) kautta, ainoa mahdollinen pystysuora tangentti on
suora x = 7. Taméin suoran etdisyys keskipisteestd (1, 8) on x-
koordinaattien etdisyys |7 — 1| = 6, joka on sama kuin ympyrén séde.
Suora x = 7 on siis ympyrén tangentti.

Pisteen (0, 6) kautta kulkevat tangentit ovat y = %x - ? jax="17.
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18.

Suora on ympyrén sekantti, jos suoralla ja ympyrilla on kaksi
leikkauspistetta.

Suoran ja ympyran leikkauspisteet saadaan selville yhtéloparilla
y=ax+1
x’+y =1
—2a
+a’

x=0jay=1taix=1 jay=1.

Riippumatta vakion a arvosta suoralla ja ympyrilld on ainakin yksi

leikkauspiste (0, 1). Jos my0s 1_2‘12 =0, niin leikkauspisteitd on vain
a
yksi.
—2a _
1+d°
—2a=0
a=0.

Jos a =0, on suora ympyrén tangentti, eikd sekantti. Suoraparven kaikki
suorat eivit siis ole ympyrén sekantteja.
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19.

x+ay—2=0:
Jos a = 0, niin kyseessd on suora x = 2.

Jos a # 0 suoran yhtélo voidaan kirjoittaa muodossa y = —%x + % .

Suoran kulmakerroin on —l.
a

ax—y+1=0:
Jos a =0, niin kyseessi on suora y = 1.

Jos a # 0 suoran yhtélo voidaan kirjoittaa muodossa y = ax + 1, josta
kulmakerroin on a.

Jos a = 0, niin toinen suora on x = 2 ja toinen y = 1. Suorat ovat
kohtisuorassa.

Jos a # 0, kulmakertoimien tulo _1 a =-1, eli suorat ovat kohtisuorassa.
a

Suorat ovat siis kohtisuorassa kaikilla vakion a arvoilla.

Mikaéli suorat rajaavat x-akselin kanssa kolmion, on kolmio aina
suorakulmainen, koska suorat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Suorat x =2 jay = 1 eivit voi rajata x-akselin kanssa kolmiota. Siis vakion
a on oltava eri suuri kuin nolla.

Jos suorat leikkaavat x-akselilla, ei voi syntyd kolmiota, jonka yhteni
sivuna olisi x-akseli.

Suora x + ay — 2 = 0 leikkaa x-akselin pisteessd (2, 0) ja

suora ax —y + 1 = 0 pisteessd (—% , 0). Eli kolmiota ei synny, jos

Suorat ja x-akseli rajaavat suorakulmaisen kolmion, jonka hypotenuusa on

x-akselilla aina muulloin paitsi jos a =0 tai a = —% .
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20.

Piirretddn suora ja kaksi pistettd P ja QO samalle puolella suoraa.

1\

Koska ympyrin tulee kulkea pisteiden P ja O kautta ja sivuta suoraa, sen
keskipisteen tulee olla yhtd etdélla pisteistd P ja O seké suorasta.

Paraabelin méiiritelman mukaan paraabelilla ovat ne pisteet, jotka ovat
yhté etddlld sekd polttopisteestd ettd johtosuorasta. Piirretdén siis kaksi
paraabelia, joilla on molemmilla on piirretty suora johtosuorana ja toisella
piste P ja toisella piste Q polttopisteena.

Ensimmadiselld paraabelilla ovat ne pisteet, joiden etdisyys pisteestd P on
sama kuin etéisyys suorasta. Toisella paraabelilla ovat ne pisteet, joiden
etdisyys pisteestd O on sama kuin etdisyys suorasta.
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Paraabelien leikkauspiste on molemmilla paraabeleilla, joten sen etdisyys
suorasta on sama kuin sen etéisyys pisteesti P ja pisteestd Q.

Piirretddin ympyré, jonka keskipiste on paraabelien leikkauspiste, ja joka
kulkee pisteen P kautta.
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