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Kertaus

K1.

K2.

K3.

a)
218 2 —9) . 2(x=3)(x+3)
lim = lim = lim
-3 x43 -3 x4+3 x—-3 m
= 1irg(2x—6):2-(—3)—6:—12
b) lim 2x+6 _ 2-(-3)+6 :i:()
=3 x =3 -3-3 -6
x’ -8
— ., kunx<?2
a) f(x)=1 x-2
10—x, kunx>2
lilgl f(x)= lir§1(10—x)=10—2 =8
2 —
x—=2
2_ 3 -1
lim f(x) = lim 3 9’2”’6: lim Q’;/ZL(; )
X2+ xX—2+ X — X2+
= 1i1§1(3x—3)=3-2—3=3
a) Epétosi
Funktion raja-arvo voi olla myds eri suuri kuin funktion arvo
kohdassa a. Funktiolla ei edes tarvitse olla arvoa kohdassa a, vaikka
sillé olisi raja-arvo tdssd kohdassa.
b) Epitosi

Toispuoliset raja-arvot voivat olla eri suuret. Silloin funktiolla ei ole
raja-arvoa kohdassa tarkastelukohdassa.
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c) Tosi

Jos funktiolla on raja-arvo, tiytyy toispuolisten raja-arvojen olla yhti
suuret.

K4.  a) Esimerkiksi:

"

T T T
73721_/53"

y=f)

b) Esimerkiksi:

T

,3 -2

c) Esimerkiksi:
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K5.  a) Lasketaan funktion arvo ja toispuoliset raja-arvot kohdassa x = 2.
f2)=-1
1119(0,5)8 -1)=0,5-2"-1=1

111?(0,5)8 -1)=0,5-2"-1=1

Funktion raja-arvo kohdassa x =2 on 1.

Funktio ei ole jatkuva kohdassa x = 2, koska funktion arvo ja raja-arvo
ovat eri suuret.

3 1
b) f(2)=-0,5-2"+2-2-==—
) f(2) e
lim f(x)= 1inza(0,5x2—1)=0,5~22—1=1
lim f(x)= lim (-0,5x’ +2x—3)——0 5.2 42.0-5-1
X2+ TR 2 ’ 2 2
Funktiolla ei ole raja-arvoa kohdassa x = 2.

Funktio ei ole jatkuva kohdassa x = 2.
) fi2)y=05-22-1=1
1i1r21f(x) = l_in%(O,sz -1)=0,5-2-1=1

Funktion arvo ja raja-arvo ovat samat, joten funktio on jatkuva
kohdassa x = 2.

d) Jatkuvuutta kohdassa x = 2 ei voida tutkia, koska funktio ei ole
maédritelty tissd kohdassa.

K6. a) Koska funktio on jatkuva kohdassa x = 1, raja-arvo on 1inl1 f(x)=2.

b) Raja-arvosta ei voida sanoa mitéén. Raja-arvo voi olla olemassa, tai
sitd ei ole olemassa.
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a)

18 20 22 aika (h)

Muutosnopeus on tangentin kulmakerroin kohdassa ¢ =14.

Piirretdén tangentti kohtaan ¢ = 14. Mééritetddn tangentille

kulmakerroin.
Ay 1,5

k = —y = =
Ax 3

Lampotilan muutos ajanhetkelld £ = 14 oli noin 0,5 °C/h.

0,5

b) Lampdétila laskee hetkellisesti nopeimmin kohdassa, jossa tangentti on
jyrkin laskeva. Piirretdén kuvaajalle tangentti kohtaan, jossa kuvaaja
laskee jyrkimmin.

Piirretdén tangentti kohtaan ¢ = 5.

Madritetdédn tangentille kulmakerroin.
-2
k=—=-1
2
Lampotila laski hetkellisesti nopeimmin klo 5. Télldin 1dmp6tilan

muutosnopeus on noin —1 °C/h.
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K8.  Midritetiin funktion h(x) = x* — 2x + 1 erotusosamiirin raja-arvo
kohdassa x = 3.

— 2 _ (2 _n. 2 B
h'(3)=limh(x) ;1(3):hmx 2x+1-(3 23+l)=limx 2x+1—4

x—3 x—3 x—3 x—3

x—3 X —
0
2_9y_30
—lim ¥ =2 3:1im(%§)(x+l):lim(x+1)=3+1:4

x—3 x—3 x—3 /X/Zg x—3

6.3
KO, f(0)=26+1-—+ =20 +1-6x 437, x#0

a) Muodostetaan derivaattafunktio.
f(xX)==2-3x"+0-6-(=D)x7 +3-(=2)x”"
=—6x" +6x7° —6x~

6 6
=—6x" +———
XX

b) Funktion derivaatta kohdassa x = 3 on

, 6 6
f'3)=-6-3" +3—2—3—3

9 27 9

-2

K10. Derivoidaan funktio A(x)= 3)2C
x +1
W (x) = 3(x* +1)-(Bx—2)-2x 3x’+3-6x" +4x -3x"+4x+3
(x* +1)* (x* +1y (x> +1)?

Lasketaan derivaatat kohdissa x =2 ja x = 3.
-3:2°4+4-2+3  —12+411 1

H(2)= -—

@ (22 +1y 25 25
h,(3)_—3~32+4-3+3 _ 27415 12¢ 3
(3% +1)° 100 100 25

3 | S . .
Koska Y <- 55 niin kohtaan x = 3 piirretty tangentti laskee

jyrkemmin.
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K11. a) Funktion f(x)= %xz —1 keskimdirdinen muutosnopeus vililld [2, 3]

on

- 231" (42D 51
= 1_1+1_Z_IZ

3-2 3- 2

b) Hetkellinen muutosnopeus erotusosaméérin raja-arvona.

1 2 1 >
~1- (f 22 1) +x2 -1
_ f(x) f(2) i 4
S @)= llfz‘ l‘fz‘ x— 2 =lm==
| Z(x 1M(x+2)
= lim*—— }32; A
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K12. Kun piirretddn pisteet koordinaatistoon, 24 \‘"“,
havaitaan, ettd ne sijaitsevat likimain samalla 2 “‘x‘,
suoralla. Talloin korkeuden muutosnopeus eli ; i '{%
kappaleen nopeus v voidaan laskea esimerkiksi o ‘1‘%
hetkien 0,48 s ja 0,52 s vililld. Merkitéén ¢ on 14
aika ja /1 on korkeus. 12

1
0.8
V_M_ 1,67-1,87 _—0,20__§__5 06
At 0,52-0,48 0,04 4 g: \\
. ) IR ,‘\.‘
Kappaleen nopeus ajan hetkelld z = 0,50 s on 08 020 % %
noin 5 m/s alaspéin. 04

K13.

Hahmotellaan derivaatan kuvaajan avulla funktion kulkukaavio.
-1 2 4
[ - + - +

Paikallinen maksimikohta on x =2 ja
paikalliset minimikohdat ovat x =—1 ja x = 4.
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K14. a)f(x)=2x-3x*—72x+8
Tutkitaan funktion kulkua kulkukaavion avulla.
Lasketaan derivaatan nollakohdat.
f(x)=6x*—6x—-72
6x°—6x—72=0

x=-3taix=4

Tehdiéan kulkukaavio:

A5 L I R
Funktiolla on paikallinen maksimiarvo

f=3)=2-(-3)-3-(-3)*-72-(-3)=143ja
paikallinen minimiarvo f{4) =2 - 4* =3 - 4* =72 - 4 =200

x> +3
b = x#—1
) f(x) a1
_ 2 . 2 2 2 _
f,(x):2x(x+1) (x2 +3) 1:2x +2x ;c 3:x +2x23,x¢—1
(x+1) (x+1) (x+1)

Koska derivaatan lausekkeen nimittéja on positiivinen, kun x # —1,
se ei vaikuta derivaatan merkkiin.

X+2x-3=0
x=1taix=-3
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Tehddin kulkukaavio:
-3 -1 1 _
X 4+2x -3 + |- - |+ +
' -3 - 1
f@) L Tl el B
) — ™ T
_7)\2

Funktiolla on paikallinen maksimiarvo f(-3)= (_33)—_:;3 = % =—0 ja

2
P+3_4_,

paikallinen minimiarvo f(1)= o1 =3
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K15.

Jatkuva funktio f(x) = x° — 20x* saa suurimman ja pienimmin arvonsa
suljetulla vélilld joko vélin paitepisteissd tai vilille [-1, 3] kuuluvissa
derivaatan nollakohdissa.

Vilin péétepisteet:
(=)= (=1’ =20-(-1)> =—=1-20=-21
f(3)=3" - 20-3°=243-180=63

Derivaatan nollakohdat:
f(x)=5x" —20-2x=5x" —40x =5x(x" —8)

f(x)=0
5x(x* —8)=0
5x=0taix’ —8=0
x=0 x=2

Molemmat derivaatan nollakohdat kuuluvat suljetulle vilille.
Sijoitetaan x:n arvot alkuperdiseen funktioon.

£(0)=0"-20-0=0

f(2)=2°-20-2>=32-80=-48

Vilin péitepisteissé ja derivaatan nollakohdissa saaduista funktion
arvoista valitaan suurin ja pienin arvo.

Suurin arvo on f{3) = 63 ja pienin arvo on f{2) = — 48.

Tutkitaan funktion kulkua koko reaalilukujoukossa kulkukaavion avulla.

0 2
Sx — ‘ + +
X -8 - - |+
/@) Ll I
[x) — ™

Funktion arvo pienenee, kun muuttuja x pienenee kohdan x =0
vasemmalla puolella. Esimerkiksi kohdassa x = —2 funktion arvo

f(=2) =—112 on pienempi kuin paikallinen minimiarvo f{2) = —48, joten
funktio saa minimiarvoaan pienempié arvoja. Vastaavasti funktion arvo
kasvaa, kun muuttujan arvo kasvaa kohdan x = 2 oikealla puolella.
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K16.

Esimerkiksi f{4) = 704 on maksimiarvoa f{3) = 63 suurempi. Funktiolla ei
ole pieninti eikd suurinta arvoa.

Vililla [-1, 3] funktion suurin arvo on f{3) = 63 ja pienin arvo on
f(2) =—48. Funktiolla f'ei ole suurinta eiké pieninté arvoa.

Funktio f(x)=27x’ —90x*+80x" on monotoninen, jos se on kasvava tai

vihenevi eli sen derivaatta on kaikilla x:n arvoilla positiivinen tai
negatiivinen. Derivaatta voi olla nolla yksittdisissa kohdissa.

Derivoidaan funktio f.
f(x)=27-5x" —90-4x” +80-3x* =135x" —360x° +240x’

f'(x)=0

135x* —360x" +240x*> =0
5x°(27x" —72x+48)=0

5x* =0 tai 27x* —72x+48=0

- _4
x=0 x_3

Lauseke 5x > 0 kaikilla muuttuja x arvoilla, joten derivaatan merkkiin
vaikuttaa vain lausekkeen 27x* — 72x + 48 merkki.

Lausekkeen 27x* — 72x + 48 kuvaaja on ylospiin aukeava paraabeli, jolla
on vain yksi nollakohta, joten myds 27x* — 72x + 48 > 0 kaikilla
muuttujan x arvoilla.

Koska derivaatta on positiivinen lukuun ottamatta yksittdisid kohtia x =0

jax= %, joissa derivaatta on nolla, on funktio kaikkialla kasvava ja siten

monotoninen.
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K17. Funktio fix) =3x’ + 2x’ + 2 on polynomifunktio ja siten jatkuva koko
reaalilukujoukossa.

Koska f{—1) =-3 < 0ja f{0) =2 > 0, on vililld ]-1, O[ Bolzanon lauseen
mukaan ainakin yksi nollakohta.

Tarkastellaan funktion f’kulkua sen derivaatan avulla.
f'(x) = 15x* + 6x?

Parilliset potenssit x* ja x* ovat aina positiivisia, paitsi kohdassa x = 0 ne
saavat arvon nolla. Tilloin 15x* + 6x* > 0 kaikilla muuttujan x arvoilla eli
derivaatta on aina ei-negatiivinen. Téllé perusteella funktio f on kasvava
kaikkialla.

Kasvavalla, jatkuvalla funktiolla voi olla korkeintaan yksi nollakohta.

Funktiolla f on siis tdsmélleen yksi nollakohta.
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Kokoavia tehtavia

ILMAN TEKNISIA APUVALINEITA

2 —
1. a) Funktion f(x)= v 1
x+1

madrittelyehto on x + 1 #0, eli x #—1.

Ratkaistaan funktion nollakohdat.
f(x)=0
xr -1
x+1
x2-1=0
X =1

x=xl1

=0, kun

Madrittelyehdon toteuttaa vain x = 1.
Vastaus: Madrittelyehto on x # —1 ja nollakohta x = 1.

b) l+LZO, madrittelyehto x # 0 jax # 1.
X Xx-
x-1) x)
.71 5
X x—1
x—1 N X >
x(x=1) x(x-1
2x—1 S

x(x—=1)

Nollakohta:
2x-1
x(x-1)
2x—-1=0

xX=

=0, kun

1
5
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Tehdadn merkkikaavio.

1
0 2 1
2x —1
— - + +
X — + + +
x—1
_ - - +
osaméiiri - i+ -
1 1 1 ..
—4+——2>0,kun0<x< = taix>1
X x- 2
a)
yl '
y=f()
T T T T I X
3 2 1 i 2 3 X
b)

=
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a) Tutkitaan funktion f{x) = 1 x* — 4x kulkua kulkukaavion avulla.

3
fx)=x"-4
Derivaatan nollakohdat.
S'x)=0
¥ —4=0
x’=4
x= 12
-2 2
f1(x) + - + +\ /
2N\ __ "

Funktio on kasvava vileilld ]—o, —2] ja [2, oo[ ja vdhenevai vililla
[-2, 2].

b) Funktiolla f'on paikallinen maksimiarvo

S =3 (2) —4-(-2)=-F+8--

3 3T

3

w|co

2416
3

ja paikallinen minimiarvo
1 43 8 8 24 16
==-2"-4.2=2-8=2"-"=—"+-.
/) 3 3 8 3 3 3
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a) f(x)=x3—i3,x¢0.
X

Lasketaan x-akselin leikkauspisteet eli funktion fnollakohdat.

3
X—FZO
6
L1
X X
xt =1
=0
x3
x°=1=0
i
x=%1

Leikkauspisteet ovat (—1, 0) ja (1, 0).

b) Mairitetddn kuvaajan ja x-akselin leikkauspisteisiin asetettujen
tangenttisuorien yhtalot.
Tangentin kulmakerroin on derivaatan arvo sivuamispisteessa.

1
f(x)=x ——3=x3 -x7
x

f(x)=3x> = (-3)x* =3x" + %

3
'~)=3-(-1)’+——=6=k
f'=D=3( )+(_1)4 i
3

f’(l):3-12+1—4:6:k2

Pisteen (—1, 0) kautta kulkevan tangentin yhtalo:

Y=y, =k(x—x)
y—0=06(x—(-1)
y=6(x+1)
y=06x+6
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Pisteen (1, 0) kautta kulkevan tangentin yht&lo:

y—0=6(x-1)
y=6x—-6

a) Tosi
Bolzanon lauseen perusteella funktiolla on ainakin yksi nollakohta
valilla ]1, 2[. Koska /' on kasvava voi nollakohtia olla enintéédn yksi,
joten funktiolla f” on tdsmaélleen yksi nollakohta.

b) Tosi
Koska f” on kasvava ja f'(2) > 0, on derivaatta positiivinen kun x > 2.
Funktio on kasvava kun x > 2, joten f(3) < f{(4).

c) Tosi
Koska derivaattafunktion merkki vaihtuu negatiivisesta positiiviseksi
jossakin vélin kohdassa, on funktiolla tissi kohdassa paikallinen
minimi. Funktio on vahenevi ennen titi kohtaa ja kasvava sen jilkeen,
joten funktio saavuttaa pienimmén arvonsa tissd kohdassa.

Funktion f{x) = x* — x* arvojen laskeminen ilman apuvilineiti on tydlést,
joten pyritddn selvittimdan suuruusjarjestys funktion kulkua tutkimalla.

Laaditaan funktion kulkukaavio derivaatan avulla.
f(x)=4x" —3x>

Maidritetddn derivaatan nollakohdat.

f'(x)=0
45 =3x* =0
x*(4x-3)=0
x*=0taidx-3=0
_ _3
x=0 x—4
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Tehdédan kulkukaavio.
3
0 4
x? + + + N/,
4x -3 - - + = +
3
1
f@) SR I

Koska % = % =1,2, niin tarkastellaan vilid x > % . Télla vililla funktio f

on kasvava. Koska 1,2345 >g on f(1,2345) > f(g).

a) Funktiolla on raja-arvo kohdassa x = —1, jos sen vasemman- ja oikean
puoleiset raja-arvot ovat yhté suuret.

ax+1, kunx < -1

f(X)={

x* —4, kun x> —1

lirrll (ax+D)=a(-)+1=-a+1

lim (& —4) = (-1)* ~4=-3

Toispuolisten raja-arvojen tulee olla yhta suuret.

lim (ax+1)= lim (x> —4)
—a+1=-3
a=4
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b)
f(x)=

2x+a

,x#=—1
x+1

Jotta funktiolla olisi raja-arvo kohdassa x = —1, pitdd nimittéjén
nollakohdan x = —1 olla my®s osoittajan nollakohta, jotta lauseke x + 1
voitaisiin supistaa pois nimittéjasta.

2-(-)+a=0
a=2
61Y
5 IQ
4 i
3 !
> A Ixé B
R
1 i {
0 i ' i X
1 olo 1 2C 3 P 5
-1

Kolmion OPQ kannan pituus on pisteiden O ja P etiisyys 4, ja korkeus on
Pisteen Q ja x-akselin etdisyys 5.

Merkitédén AB = x ja h = kolmion ABC korkeus.
Kolmiot OPQ ja ABQ ovat yhdenmuotoisia, silld kulmat QOP ja QAB
ovat samankohtaisia kulmia ja 4B || OC, joten kulmat QOP ja QAB ovat

yhté suuria ja kulma AQB on molemmissa sama.

Yhdenmuotoisuuden perusteella saadaan néisti kahdesta kolmiosta
muodostettua verranto.
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X _5-h

4 5
5x=4(5-h)
S5x=20-4h
4h=20-5x
20—-5x
h=
4

Kolmion 4BC pinta-alaa kuvaava funktio on
»(20=5x

x-h ( 4 ) 20x —5x" 5 5.2
— D < <
A(x)= 5 - 5 2 .2——2x —8x,0_x_4.

Ratkaistaan funktion 4 suurin arvo tutkimalla sen kulkua.

A'(x):é——-2x=§—§x
2 8 2 4

A'(x) =0, kun
2220 |4
2 4
10-5x=0

x=2
Tehdédan kulkukaavio.

2
A'(x) + - = -

A(x) T

Pinta-ala saa suurimman arvonsa, kun sivun 4B pituus x on 2.
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9. a) Muutetaan epdyhtdlé muotoon f{x) < 0.
22)c <1
X +2
2x
x+2
2
-Xx" +2x-2 <0
x> 42

_ x2+2)1 < 0
=Y,

X’ +2x-2
x> +2

Funktion f(x)= lausekkeen osoittaja on aina

negatiivinen, koska
X2 2=+ 21— 1=—(x— 1) -1 ~((x-1)*+1)<0.

Nimittiji x* + 2 on aina positiivinen, joten funktion lauseke saa vain
negatiivisia arvoja ja siten epayhtdld on aina tosi.

b) x®+2>2x*
x® —2x*+2 >0, joten tutkitaan funktiota
fix)=x"-2x*+2
Tutkitaan funktion f'kulkua derivaatan avulla.

f1(x) = 6x° — 8x* = 2x°(3x* — 4)

Derivaatan nollakohdat ovat

2
x=0jax=t—.
3

Tehdédan kulkukaavio.
_2 2
V30 3
3x* -4 + - - + + +
2 _ 2
RV V3
2x° — — +
1) e R N
) — "~ /v
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10.

Lasketaan funktion paikalliset minimiarvot.

f(—% -2>0a

2 64 32 64— 96 + 54
T PR A, P b At
f(f) (\f (f 79 77
114-96 22
b A AN
27 27

Koska minimiarvot ovat positiivisia, ja funktio on jatkuva, saa funktio
vain positiivisia arvoja. Vastaava epayhtild on siten aina tosi, kuten
myos alkuperdinenkin.

Kiyrit y = x* ja y = —x* kulkevat origon kautta ja funktion fkuvaaja
kulkee kdyrien vilissd, joten f{0) = 0.

Funktion f erotusosamééri kohdassa 0 on
S =70 _f®)

x—0 X

Kuvan mukaan kaikilla x (ainakin nollan l&heisyydessd) on voimassa
—* <flx) <x*.

Kun x > 0, jakamalla edellisen kaksoisepayhtdlon jokainen jasen luvulla x
saadaan erotusosamaérille arvio

EAPNACIP

X X X

—XSMSX3.
X

Koska seki —x ettii x* lihestyvit nollaa, kun x ldhestyy nollaa positiiviselta
puolelta, niin my0s vélissd oleva erotusosaméadra ldhestyy nollaa.
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Kun x < 0, epayhtidlomerkit kdantyvét vastakkaisiksi, kun
kaksoisepdyhtélon jokainen jdsen jaetaan luvulla x. Erotusosaméérélle
saadaan arvio

2 4
A CI N 2
X X X

—x2&2x3.
X

Tastd voidaan paatella, ettd erotusosamaird lahestyy nollaa, kun x
lahestyy nollaa negatiiviselta puolelta.

Siis lim J(x) = /(0) — lim S (x)
X

x—0 X — O x—0

=0 eli f"(0) = 0.
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APUVALINEET SALLITTU

11.  Opiskelija on ensin muodostanut derivaattafunktion ja laskenut sen
nollakohdat. Tdman jdlkeen hidn on laskenut funktion arvot derivaatan
nollakohdissa. Tuloksen perusteella hdn on péétellyt, ettd kohdassa x = 0
on paikallinen maksimi ja kohdassa x = 4 paikallinen minimi, ilmeisesti
funktion arvoja vertaamalla. Opiskelija ei ole kuitenkaan varmistanut
derivaatan merkkié tarkastelemalla, ettd ovatko kohdat ylipdétdan
ddriarvokohtia ja jos ovat, niin onko kyseessd maksimi vai minimi.

Korjaus:
Derivaattafunktion f(x) = 12x° — 48x? = 12x*(x — 4) merkkiin vaikuttaa
vain tekijin x — 4 merkki, koska 12x* > 0 kaikilla x:n arvoilla.

0 4
x—4 - | -
[ il e
Sx) T e |

Kohta x = 4 on paikallinen minimikohta kulkukaavion perustella.

Vastaus: Funktiolla on paikallinen minimiarvo f{4) =-256.
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12.  Tarkastellaan funktioiden kulkua piirtdmalld kuvaajat.
fix) =—x*+2x gy =x'—2x+x7
3ly 3ly
2 2
1 il
0 X X
2 1 0 1 3 -2 1 0 1 2, 3
1 =il
2 2
x2
h(x)=x*+x*+x p(x)=
3y y
6
2 \/
4
[ 2]
0 X a X
2 1 0 1 2 3 -6 4 2 2 4 6
1 &2
2 -4
-6

Vastaus: f: CjaD, g: B, CjaD, &: A ja C, p: mikdén ei sovi.

13.  a) Lasketaan funktion raja-arvo kohdassa x = 5.
x’ =121, kunx <5
S =y 45
X4 _x2 >
hgf(@:l@mf-qznz4

kunx >5

3 2
1mfupnmﬂ+ﬂ=%

x5+ x5+ xT —Xx

Toispuoliset raja-arvot eivit ole yhtd suuret. Funktiolla ei ole raja-
arvoa kohdassa x = 5, joten sitd ei saada jatkuvaksi tdssd kohdassa.



Juuri 6 » Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 17.5.2018

14.

x=5
50-2x°
x-=35 1
lim =lim =——
x5 S 550 —2x2 20
Jotta funktio olisi jatkuva, tulee funktion arvon kohdassa x = 5 olla

: . . 1
sama kuin sen raja-arvo. Valitaan f(5)= RS

b) f(x)=

3 2

Tutkitaan funktion f(x) =%x —%x +6 kulkua kulkukaavion avulla.

Derivoidaan funktio.
f'(x)=x"—3x
Derivaatan nollakohdat:

x> =3x=0
x=0jax=3.

Tehdaan kulkukaavio.

J') + - + ) ;
e P S R

Funktio f'on jatkuva funktio ja se on kasvava vileilld |-, 0] ja
[3, oo sekd vaheneva vililla [0, 3]. Nistd jokaisella valilld voi
olla korkeintaan yksi nollakohta.

Lasketaan funktion dériarvot.

Maksimiarvo f{0) = 6.

Minimiarvo (3) = %

Koska f{0) ja f{3) ovat positiivisia, ei valilld 0 <x <3 ole
nollakohtaa. Koska funktio on kasvava, kun x > 3, ja f{3) > 0 ei
funktiolla voi olla nollakohtaa kun x > 3.



Juuri 6 » Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 17.5.2018

15.

Koska f{—2) = —% <0jaf{0)= 6> 0 on funktiolla f Bolzanon

lauseen mukaan ainakin yksi nollakohta vililld ]-2, 0[. Koska
funktio f on kasvava, kun x < 0, on funktiolla tdismalleen yksi
nollakohta tilla valilla.

Funktiolla on tdsmilleen yksi nollakohta.

Muutosnopeuden ilmoittaa derivaattafunktion arvo. Derivoidaan funktiot
fiag.
2
f ('x ) =—\ X# 1
I-x
0-A-x)-2-(-1) 2

f'(x)= 01— —(l_x)z,x;tl
g(x)=2x
g'(x)=2

Tutkitaan, milloin funktion f muutosnopeus on suurempi kuin funktion g
muutosnopeus.

f'(x)>g'(x)
2
(1-x)’

>2

-2>0

2
(1-x)’
4x—2x° >0

(1-x)*

Lausekkeen nimittiji (1 —x)*> 0, kun x # 1. Rationaalilausekkeen merkki
riippuu vain osoittajan 4x — 2x* merkisti.
Lasketaan nollakohdat:

2 _
4x-2x" =0 0o /1 O\
x=0taix=2 _/ \_
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16.

4x —2x*

Padtelldan lausekkeen merkki kuvaajasta.

12y >0 elif'(x)>g'(x), kun0<x<2jax#1.

Kuvan leveysonx—5—5=x—10.
Kuvan korkeus on y — 15.

Kuvan pinta-ala on 4 = (x — 10)(y —15)

Ratkaistaan toinen muuttuja y, kun tiedetéén,
etti julisteen pinta-alan tulee olla 1 m? = 10 000 cm?.

Koko julisteen pinta-ala on x - y.

x-y=10000
10000 20
y_ X s

Sijoitetaan y:n arvo pinta-alan lausekkeeseen.
A(x) = (x=10)(y -15)

=(x—10)(@—15)

= 10150155~ 100000

=10150—15x—100000x"", x >0
Madritetdén pinta-alafunktion 4 suurin arvo.

Tutkitaan pinta-alafunktiota kulkukaavion avulla.

A'(x) =—-15+100000x, x>0
A(x)=0

N /20(3)00 :J_r1003\/€ ~81.65
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Tehdaidn kulkukaavio testikohtien avulla.
A()=...>0,4(82)=...<0

10046
3

A'(x) + -

A) 7 T~

Pinta-alafunktio saa suurimman arvonsa, kun leveys x = M ~81,65.

10 000
Talldin y =
Y= 0046
3

Julisteen leveys on 82 cm ja korkeus 122 cm.

=506 ~122,47 .

17.  Piirretddn kuvaaja.
y 1 1
= — = =
2 LA )
0 4
-2 2 4 6
2 e
y=r 2

1 1 1 2
Suorax —4y—-2=0c¢li y:Zx—E kulkee kdyrdn y=——-—
X

2
X

yldpuolella, kun
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1 1 1 2
—— >
4 2 x x°
X =2x*—4x+8
> >0
X
2_ —
(x 4)2(x 2)>0
X

Lausekkeen nimittiji x* on aina positiivinen, kun x # 0, joten lausekkeen
merkkiin vaikuttaa vain osoittajan merkki.
Lasketaan nollakohdat:

(x> =4)(x-2)=0
¥ —4=0taix—2=0
x=12 x=2

Tehdiddn merkkikaavio.

-2 2
-4 + — + *
-2 2
x—2 - - + - =
(-dHx-2) - |+ |+
x’ '
P—4)(x-2 11 1 2 .
W>O eli —x——>——— kunx>-2jax#2.
x 4 2 x x
Suoran ja kdyrin leikkauskohdat ovat x = —2 ja x = 2. Vastaavat y-
1 1 1 1
koordinaatit ovat y =—-(-2)——=-1ja y=—-2—-—=0.
y=g (-5 =-liay=2-2-2

Leikkauspisteet ovat (=2, —1) ja (2, 0).

Pisteessa (2, 0) suora on kdyradn tangentti eli suora ja kdyrd sivuavat
toisiaan tdssd pisteessd. Pisteessd (—2, —1) kdyra ja suora leikkaavat
toisensa.
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18.

Kolmannen asteen polynomifunktio voidaan kirjoittaa muodossa
fx)y=ax’ +bx* +ex+d, a#0.

Sijoitetaan tunnetut arvot funktion lausekkeeseen.

f-=)=—a+b—c+d=3
f)=a+b+c+d=-1

Lisdksi tiedetddn, ettd funktiolla f'on paikalliset dédriarvokohdat x = —1 ja
x = 1. Paikalliset ddriarvokohdat ovat derivaattafunktion nollakohtia eli

S (M)=0jaf'(-1)=0.
Derivaattafunktio on f"(x) = 3ax® + 2bx + c.

f'(1)=3a+2b+c=0
f'-1)=3a-2b+c=0

Ratkaistaan yhtaloryhma

—a+b—c+d=3
a+b+c+d=-1
3a+ 2b+c= 0
3a— 2b+c=0

josta saadaan
a=1,b=0,c=-3jad=1.

Funktion lauseke on f{x) = x> — 3x + 1.



Juuri 6 » Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 17.5.2018

19. Piirretddn kuva.
y
1
_ 1
Y=o+
05
0 X
0 05 1 15 2
-05

Kayrillé olevan pisteen koordinaatit ovat (x, ﬁ ).

Suorakulmion toisen sivun leveys on x ja korkeus % ,x>0.
X

Lasketaan suorakulmion piiri.
1 2x(x+1)+2 2% +2x+2 2(x +x+1)
x+1 x+1 x+1 x+1

p=""2x+2-

Lasketaan suorakulmion pinta-ala.

.
x+1

Madéritetdén piirin ja pinta-alan suhde.

2(x* +x+1)
_p_ x+1 2(x +x+1) )x/q-/
f(x)—A— P % 2x+2+x
x+1

Tutkitaan funktion f'kulkua kulkukaavion avulla.

' 2 _2x°-2
f'(0)=2-5=572=0
X X

Derivaattafunktion lausekkeen nimittdja on aina positiivinen, kun x > 0.
Riittaa tutkia osoittajan merkkia.



Juuri 6 » Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 17.5.2018

2x*=2=0
x ==l
Tehddin kulkukaavio.
0 1
2% -2 - + +
-1 1
/') - +
) R g
Kulkukaavion perusteella f{1) on pienin arvo.
f(1)=2-1+2+%=6.
Piirin ja pinta-alan ja suhde on 6, eli 6 : 1.
| . C
20.  a) Koska lauseketta y = x+— ei ole méadritelty kun x = 0, ei silld ja

X
suoralla x = 0 voi olla yhteisia pisteita.

1 . . o1 . .
Yhtdlo x +—=x yksinkertaistuu yhtdloksi —=0, joka on epétosi
X X

kaikilla luvuilla. Kdyra ei siis voi leikata kumpaakaan
asymptooteistaan.
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b) Piirretddn kuva.

2
Merkitdan pisteen P koordinaatteja (a, b) = (a, a + %) =(a, & +1 ).

Asymptootit ovat x =0 jay =x.
Naiden leikkauspiste on origo eli (0, 0).

Kolmion kanta on tangentin ja y-akselin leikkauskohdan y-
koordinaatin etdisyys origosta.

Kolmion korkeus tangentin ja suoran y = x leikkauskohdan etdisyys
origosta.

Muodostetaan tangentin yhtalo.

Tangentin kulmakerroin on derivaatan arvo pisteessé P.

1 -
y=x+—=x+x".
X

1
D(x+x")=1-x7 =1—?

2
kunx=a, kzl—izza 21
a a
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a’+1

Maédritetddn pisteeseen P = (a,

Y=Yy =k(x—xy)

a’+1
y=( )=k(x—a)
a
a+1. a -1
y=( )=—F(x-a)
a
a’ -1 at—-1 a*+1
y= P X =
a a a
a’ -1 2
y= P XT+—
a a
Kolmion kanta on |—|.
a

2

. 2. .
Suorien y = a x+— jay=x leikkauskohta on
a

a2
a-1 2
> X+—=Xx
a a
x=2a.

Kolmion korkeus on |24]|.

L 2] gL
[afeel=2

Kolmion alaon 4= 5 4a

4=2.

1
2

Néin huomataan, etté kolmion ala ei riipu pisteen P valinnasta.

) piirrettdvan tangentin yhtilo:
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