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Kertaus

K1.

K2.

a) sin 130°=0,77

b) cos (—130°) = cos 130° =—0,64

¢) sin 50° = sin (180° — 50°) = sin 130° = 0,77

d) tan 310° = tan (310° — 180°) = tan 130° =—1,19
e) cos 490° = cos (490° — 360°) = cos 130° =-0,64

f) sin 230° = sin (230° — 360°) = sin (~130°) = —sin 130° = —0,77

in 2T _ sin(3L 1) = sin(3T —gin3t =
a) sin > —sm(32n) sin( > +27)=sin > 1

Tn _ 10 = cos(® —cosF-1
b) C0s-3 = cos(23 ) —cos(3 +2m) =cos 37
¢)tan3nt=tan (0+3-m)=tan 0=0
d) cos (—100m) = cos(0 — 50 - 2r) =cos 0 =1

e) sin(—lng = sin(—4%n) = sin(—s—7T —4n) = sin(—3—n = —sin(%r - L

4 4 NG

f) tan(%E = tan(l%n) = tan(% +m)= tan(%) =1
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K3. a) Tangentti on sinin ja kosinin suhde, joten
sing
cosa

sing=tana-cosa |:tana #0

=tana ||-cosa#0

b) Kiytetiin kaavaa sin’a + cos’a = 1.

sina = 1 — cos’a

.2 1,2
=1—(-<+
sin” ( 3)

22 1
=1-=
sin” @ 9
(sina)2 ———g
1 = §—2_ V2 1 <1 [ §—_2_ V2
SiIno = 9 = 3 tal sina = 9 = 3

Koska kulma o on kolmannessa neljanneksessa,

22
=5

on sinin arvo negatiivinen, eli sina =—

242
sina 3 22 1 242 Z_
=—2 =22

(3]

cosa - 3 1

tana =
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K4. a)
L0\
-1 h 1 x
L/
_1 1
,2- “
\
,3- “
\
—4- \‘
!
_5_
\
b)
tana = Sina
cosa
S _ 5 ||-cosa
cosa

sina =—-5cosa

sin? o +cos® a =1
(=5cosa)® +cos’ a =1

25cos’ a+cos’a =1
26cos’ a =1
2, L
cos a—26
cosa = L tal cosa =— L
26 26

Koska kulma on tylpp4, on kosini negatiivinen,
1

. 1
eli cosg=—,|— =———.
26 V26
5

sina =-5cosa =—5~(—ﬁ) = T3




Juuri 7 » Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhti6 Otava e paivitetty 27.8.2019

K5.  a) Taulukosta saadaan yksi ratkaisu: x = g .

N
sinx =

=T in. i x=n-L4n.
x—3+n 27 tal x=m 3+n 2n

_2n

3 +n-2n,ne’Z

X
. . 2n
b) Taulukosta saadaan yksi ratkaisu: x = 3
cosx=-0,5

x=23—n+n-27t tai x:—z?n+n-2n,neZ

¢) Taulukosta saadaan yksi ratkaisu: x = 3?“ .

tanx=\/§+l

x=%+n-n,neZ

K6.  a) Ohjelmalla saadaan yksi ratkaisu: x = 53,13...°.

sinx = 0,8
x=153,13..°+n-360° tai x=180°—-53,13...°+n -360°
x=~53°+n-360° x=127°+n-360°, nelZ.

b) Kulmat, joilla on sama sini kuin kulmalla 39° ovat 39° + n - 360° ja
180°—39°+n-360°=141°+n-360°, neZ.
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K7. a)cos3x=cos 45
3x=45+n-2n ||:3 tai 3x=—45+n-2m ||:3

x=15+n-2 x=—15+n-2—;,neZ

Ratkaisuista vilille [10, 15] kuuluvat
x=15

x:15—1-2?n=12,9...,

x:15—2-2—n=15—ﬂ=10,8...,
3 3

x=—15+12~%=—15+8n:10,1...,

x=—15+13-2?n=—15+267n=12,2... ja

x=—15+14-2?“:—15+%=14,3...

b)
sin2x=l
2
2x=%+n-2n [|:2 tai 2x=n—%+n-2n ||: 2
_ T, ST,

x—12+n7c X 12+nrc
Koska n<x<%, eli 112_2n<x<115_2n5 ainut ehdon toteuttava luku x on
x=l =131
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K8. a)
6cos§—3=0
6c0s§=3 [|:6
cos%z%
§:—+n'2n -3 tai
xX=mn+n-6m

b)7—tan(x+1)=0
tan(x + 1) =7
xt1=142...+n-=
x=0428..+n-=
x=043+n-n, neZ

¢)sinxcosx =10

sinx =0 tai  cosx=0
T

X=n-m xX=—=+n
2

Ratkaisut voi yhdistdd x=n % , 1

m

X
3
X

—§+n-2n -3

=—n+n-6mne’.

X

(D
N
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K9.  Ratkaistaan funktioiden leikkauskohdat yhtdlostd sin x = —cos x.
Yhtilo ei toteudu, jos cos x = 0, joten voidaan olettaa, ettd cos x # 0.

sinx=-cosx |:cosx=0
sinx _ _
cosx
tanx = -1
x=3—n+n‘n, ner

Kuvaajat leikkaavat toisensa kohdissa x = 3n +n-m, nel.

K10. Ratkaistaan yhtilo siirtdiméllé lauseke cos x vasemmalle, jolloin se

voidaan ottaa yhteiseksi tekijaksi. Tamén jdlkeen voidaan kayttéd tulon
nollasdéntoa.

Sin x COS X = COS X
sinxcosx—cosx=0
cosx(sinx—1)=0

cosx=0 tai sinx—1=0
x=24n.n sinx =1
2
T
xX==+n-2n
2
Vastaus x:§+n-n sisdltdd myos kaikki vastaukset x = X tn-2m, joten

2
vastaukset voidaan yhdistdd: x = % +n-mnel.
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K11.

A-1V

Funktion 2sin x arvot ovat kaksinkertaiset sinifunktion sin x arvoihin
nihden. Koska vain kuvaajassa IV arvot ovat vililld [-2, 2] sen tdytyy olla
2sin x kuvaaja.

B-1

Funktion cos x + 2 kuvaaja saadaan nostamalla funktion cos x kuvaajaa
kaksi yksikkod ylospdin. Kuvaajassa I arvot ovat vélilld [1, 3], joten sen
tiytyy olla cos x + 2 kuvaaja.

c-1
Funktion cos 2x + 1 jakso on & ja arvot ovat vililld [0, 2]. Namé toteutuvat
vain kuvaajassa II.

D -1III

Funktion %sin 2x + 1 jakso on « ja arvot ovat valilld [%,1% ]. Naméa

toteutuvat vain kuvaajassa III.
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K12. Derivoidaan ja ratkaistaan derivaatan nollakohdat.
flx) = 6sin x + 3x
f'(x)=6cosx+3

Nollakohdat:
6cosx+3=0
6cosx=-3 |:6

1

CoSX =——

2

21 ) o
x=?+n-2n tai x=—?+n-2n,neZ

K13. a) Sijoitetaan funktion f{x) = x sin x lausekkeeseen x = %

T . _m 1 n _m2

A i e N AN A

b) Derivoidaan funktio tulon derivoimissddnndlla ja sijoitetaan

derivaattafunktioon x = %

f(x)=1-sinx+x-cosx=sinx+xcosx
n_ 1

T TR T 1 4+=x \/5(4+Tf)
) =sin—+—-cos—=——+——== =
T RN R N, RN
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K14. a) Sinifunktio saa kaikki arvot véliltd [—1, 1], eli =1 < sin x < 1. Funktio
3sin x saa kaikki arvot vililtad [-3, 3], joten —3 < 3sin x < 3. Kun
funktioon 3sin x lisitéén luku 4, myos pienin ja suurin arvo kasvaa
saman verran. Siis 1 < 3sin x +4 <7, eli funktion f'arvojoukko on
[1,7].

Paattelyketju kaksoisepayhtilond

-1< sinx <1 |3

—-3< 3sinx <3 ||+4
1<3sinx+4<7

b) Muuttujan kertominen tai jakaminen vakiolla ei vaikuta
trigonometrisen funktion arvojoukkoon. Siis funktion

f)= cos( 5x2+ 3

-1, 1].

arvojoukko on sama kuin kosinifunktiolla eli

K15. Tangentin kulmakerroin on derivaatta kohdassa x = % . Derivoidaan

funktio f{x) = tan x + 2x ja sijoitetaan derivaatan lausekkeeseen x = % .
f'(x)=1+tan’ x +2 =3 + tan’ x

f'(%)=3+(tan%)2:3+(\/§)2:3+3:6

Tangentin kulmakerroin on 6.
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K16. Tutkitaan funktion f{x) = cos x + sin x arvoja. Koska funktioiden sin x ja
cos x jakso on 27w, on my0s funktion fjakso 27. Funktio saa suurimman ja
pienimmén arvonsa 2x pituisella valilla.

Tutkitaan valid [0, 2xt]. Funktio f'on derivoituva kaikilla muuttujan x
arvoilla. Néin ollen se saavuttaa suurimman ja pienimmén arvonsa
suljetulla vélilla [0, 2x] vdlin paitepisteessa tai vilille kuuluvassa
derivaattafunktion nollakohdassa.

f'(x)=—sinx + cos x
Derivaatan nollakohdat:

—sinx + cosx =10
sinx=cosx|:cosx#0

sinx _ 1
CoS X
tanx =1
x=24n-nneZ
4 b
Vililla [0, 2x] derivaatan nollakohdista ovat % ja %-{- T= %
5w

Lasketaan funktion f'arvo kohdissa x =0, x = 2w, x =% ja x==.

4
fl0)=cos0+sin0=1+0=1

f2n)=cos2n+sin2n=1+0=1

T T, . T 1 1 2
Ty—cosE+sint=—b 4+ =<2 =2

A R N R RN

51 S50, . 5% 1 1 2

2Ty —cos2 P qginlt=— L 1 =< =2
N I )

Funktion f'suurin arvo on ~/2 ja pienin arvo —/2 , joten sen arvojoukko

on[—/2, V2]
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K17.

K18.

K19.

a) Sijoitetaan sisdfunktion s(x)=x +% lauseke ulkofunktion

u(x) = 2x'° + x lausekkeeseen muuttujan x paikalle.

(uos)(x)zu(s(x))zu(x+%)=2(x+%)10+x+%

20 52, Ly, 2,1 5 0,
(u s)(3)—2(3+3) +3+3 2-1"+1=3
b) Yhdistetyn funktion u ° s lauseke on u(s(x)) = u(1 —x) = (1 — x)*.

os))=1-27=3) =5

a) Esimerkiksi s(x) = x* + 1 ja u(x) = x".

b) Esimerkiksi s(x) = x + 3 ja u(x) = sin x.

2)D (P +1) =7+ 1)°- D’ =707 +1)° - 2x = 14x(x* + 1)°
b)Dsin(x+3)=cos(x+3)-D(x+3)=cos(x+3):-1=cos(x+3)

¢) D cos’ x =D (cos x)° = 5(cos x)* - D cos x = 5cos* x - (—sin x)
= —5sin x cos* x

d)D cos x* =—sinx’ - D x’ == —sin x° - 5x* = —5x* sin x°
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Tangentin kulmakerroin on funktion f{x) = sin 2x derivaatta tangentin
sivuamiskohdassa.

f'(x)=cos 2x - 2 =2cos 2x

k, = f’(%): 200s(2~%)=2cos%=0

Kohtaan x = % piirretty tangentti on siis vaakasuora.

Ratkaistaan tangentin sivuamispiste.

y=f(%)=sin(2-%)=sin%=l

r

7] piirretyn tangentin yhtilé on y = 1.

Kohtaan x =
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K21. Koska —1 < cos 2x < 1, niin yhtil6lld cos 2x = x voi olla ratkaisu vain, kun
—1<x<1.

Kirjoitetaan yhtél6 cos 2x = x muodossa cos 2x — x = 0. Merkitién yhtilon
vasen puoli funktioksi f{x) = cos 2x — x. Yhtdlon cos 2x = x ratkaisut ovat
samat kuin funktion fnollakohdat. Tutkitaan funktion kulkua vililla

[-1, 1] derivaatan avulla.

f'(x)=-—sin2x-2—1=-2sin2x— 1

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

—2sin2x-1=0
—2sin2x=1 |:(-2)

sin2x=——
2

2x=7—6”+n-2n |:2 tai 2x=7c—7—6n+n'27t 1:2

Derivaatan nollakohdista vilille [-1, 1[ kuuluu vain x = T

Madritetddn derivaatan merkki testikohtien avulla.

X f'(x) | Merkki
_T
4 1 +
0 -1 -
-
-1 12 1
NA(EY) + -

Jx) 7\
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Koska f(—1)=cos (2 - (—1)) — (1) =0,58... > 0 ja funktio f on kasvava
valilla [-1, — 12] niin funktiolla f'ei ole nollakohtaa vélilla [—1, — E] .

T T T
f(—a) =cos(2- (_E)) - (_E) =112...>0
fi)=cos(2-1)—1=-141...<0

Koska funktio f{x) = cos 2x — x on jatkuva vililla [ B ,1} ja saa eri
merkkiset arvot vilin paitepisteissd, Bolzanon lauseen mukaan silla on
ainakin yksi nollakohta vélilla ] 5 ,l[ Toisaalta funktio on viheneva
vililld [ -Z.1], joten silli voi olla korkeintaan yksi nollakohta tilla

vililld. Néin ollen funktiolla f'on tdsmilleen yksi nollakohta vililla
] 5 [ Koska funktiolla f'on tdsmélleen yksi nollakohta, niin yhtilolla

cos 2x = x on tdsmaélleen yksi ratkaisu.
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Kokoavia tehtavia

ILMAN TEKNISIA APUVALINEITA

1.

. T . 4n . T
a) Kylld, sin 3 = sin— =sin(t——).

% ja % kehépisteiden y-

koordinaatit ovat samat.

Kulmien

b) Ei, cos ( n) #—COS T
1, —— - .
5 5

Kulmien —% ja % kehépisteiden x-
koordinaatit ovat samat, eli
T

cos (—%) = cos; .

i
5

Kulmien % ja —% kehépisteiden y-

. W .
¢) Kylla, sin (—g) =—sin

koordinaatit ovat toistensa vastaluvut.

T by T
d) Kylli, tan (—2) = tan— =tan(—= +7).
) Kylla, tan ( 5) 5 ( s )

Kulmien loppukylki tai sen jatke leikkaavat
suoran x = 1 samassa pisteessi.

<

AT

ahwe

y
2
0 5
T
\ 5
y
4
\5
T
5
1\
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Sijoitetaan kaavaan sin” x + cos” x = 1 kosinin arvoksi cos x = - ja

ratkaistaan sin x.

sin’ x+cos’ x=1

sin’ x + (%)2 -1

in2x+ =1
sin” x 9
8
(sinx)’ = 9
sinx = \/g tai sinx =— %
sinx—& smx-—&
3 3
Sini voi saada arvot == 2\/_ %
Jos kulma x on vililla ]1180°, 360°[, niin sinin arvo on negatiivinen, joten

Koska cos x = 3 on kulma neljénnessd neljanneksessa. Piirretdén

arvioiden ympyrén neljinteen neljinnekseen kulma, jonka kehépisteen x-

. . 1
koordinaatti on —.

-1

7y
g
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Kolmion kulmien summa on 180°, joten x + 2x + 3x = 180°
x +2x +3x=180°
6x=180° |:6
x=30°

(sin x + sin 2x + sin 3x)* = (sin 30° + sin (2 - 30°) + sin (3 - 30°))

= (sin30° + sin 60° + sin 90°)*
LBy
—(2+\/% +1)
3++3
-oehy
_9+6V3+3
4
_12+6V3

4
=33y

R 2
Osamaari >
1+cos™x

Ratkaistaan yhtild 1 + cos® x = 2.

l+cos’x=2
cos’x=1
cosx=1 tai  cosx=-1
xX=n-2mn xX=mw+n-2n,ne’

Vastaukset voidaan yhdistia.
Osamddraon l,kunx=n -n, neZ.

saa arvon yksi, jos nimittdja saa arvon 2.

N

-
-
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5. a) flx)=2+sinx
-1< sinx <1 |+2
1<2+sinx<3

Funktion arvojoukko on [1, 3].

Funktion f'kuvaaja saadaan, kun funktion sin x kuvaajaa nostetaan
kaksi yksikkod ylospéin.

b) fix)=2 cos x
—-1< cosx <1 -2
—2<2cosx<2

Funktion arvojoukko on [—2, 2].
Funktion f'kuvaaja saadaan venyttdmallad funktion cos x kuvaajaa

pystysuunnassa niin, ettd kuvaajan pisteiden etdisyydet x-akselista
kaksinkertaistuvat.

v/

y= f(z)
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¢) flx)y=2sinx—1
-1< sinx <1 |2
—2< 2sinx <2 ||-1
—3<2sinx—1<1

Funktion arvojoukko on [—3, 1].
Funktion fkuvaaja saadaan, kun funktion sin x kuvaajaa venytetdin

siten, ettd kuvaajan pisteiden etdisyydet x-akselista kaksinkertaistuvat
ja tdmén jilkeen kuvaajaa lasketaan yhden yksikon verran.

Sinifunktio saa kaikki arvot valiltd [-1, 1], eli —1 <sinx < 1.

~1< sin(100m) <1 |-330
~330 < 330 sin (10077) < 330.

Verkon suurin jénnite on siis 330 volttia.

21
100nt

Funktion u(f) = 330 sin (100mz) jakso on 25—10(8), eli sen suurin arvo

toistuu 50 kertaa sekunnissa.
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7. a)tan (¢ + Sm)=tana=>5
b) f(x) = 1 + tan* x

fla)=1+tan’a=1+5"=26

c)tana=>5
SINA _ 5 ||-cosa
cosa
sina =5cosa ||:5
cosq =304

Sijoitetaan saatu cos o kaavaan sin’a + cos’a = 1 ja ratkaistaan sin a.

sin® & +(sinTa)2 =1
sin2a+2Lssin2a=1
Hsin’a=1]:22
sinzazg—g
sing = % tai  sing =- %
sinazﬁ tai sinaz—%

Kosinifunktio saa kaikki arvot vililtd [-1, 1]. Funktio x* on kasvava
funktio, joten epdyhtélon korottaminen kolmanteen potenssiin séilyttia
jarjestyksen.
-1< cos’x <1 |-(-1)
1> —cos’x >-1
-1< —cos’x <1 ||+1
0<1-cos’x<2

Kun arvot korotetaan kolmanteen potenssiin, saadaan
0<(1—cos’x)’<8.

Funktion suurin arvo on 8 ja pienin 0.
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a) Yhtilé cosx=~/3sinx ei toteudu, jos cos x = 0, joten voidaan olettaa,

ettd cos x £ 0.

cosx=+3sinx |:cosx#0
1=330X . /3
COSX
1 _sinx
J3  cosx
1
tanx =—
V3
x=%+n-n, ne

b)
(sinx+\/§)2 =2—7

s1nx———\/§
3VF—2VF

2

sin x =

sinx =—

Koska —

sinx =—

T )
x=§+n-2n tal

<—1, yhtilslla sinx =—

smx+\/§——

smx————\f
-3vr—2vr

2

—53
2

sinx =

sinx =

3 . )
el ole ratkaisua.

T
x=n—§+n-2n

x=2§+n~2n,n e’
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10.  Ratkaistaan funktion nollakohdat yhtildsti 3cos® x — sin*x —2 =0
hyddyntien lausetta sin” x + cos” x = 1.
3cos’ x —sin*x—2=0
3cos’x—(1—cos’x)—2=0
4cos’x—3=0

0082 X =

COS X =

N|&| AW

tal cosx=———
2

o 5t
x:ig+n-2n x=t—+n-2n, neZ

Vastaukset voidaan yhdistéd. Funktion fnollakohdat y

.

ovat x:—%+n-njax:£+n-n.

Sekd sini- ettd kosinifunktion perusjakso on 2, joten funktio
fix) = 3cos” x — sin” x — 2 saa kaikki arvonsa vililli [0, 2x]. Funktio f on
derivoituva kaikilla muuttujan x arvoilla. Néin ollen se saavuttaa

suurimman ja pienimmaén arvonsa suljetulla vililla [0, 2x] vilin
padtepisteessa tai vilille kuuluvassa derivaattafunktion nollakohdassa.

f"(x) = 6cos x (—sin x) —2sin x cos x = —8cos x sin x
Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

—8cosxsinx=0
cosx=0 tai  sinx=0

T
X=—+n-n
2

xX=n-m ner
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Derivaatan nollakohdista vilille ]0, 27| kuuluu

T . T 31
X=—,X=T ja xX=—+n1=—.
2 2 2

Lasketaan funktion f'arvot vélin paitepisteissd ja valilld olevissa
derivaatan nollakohdissa.

£(0)=f(2m)=3cos*0—sin’ 0—2=3-1"-0—-2=1
f(m)=3008’ n—sin*n—2=3-(-1> =0* —2=1
f(§)=3coszg—sin2%—2=3-02 —1?-2=-3

3TC 237[ . 2371: 2 2
—)=3c0s" ——sin"—-2=3-0"—(-1)"-2=-3
/&) 5 5 =

Funktion fsuurin arvo on 1 ja pienin —3.
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APUVALINEET SALLITTU

11. a) Piirretdén funktion f{x) = —2 cos 3x + 1 kuvaaja.

%

™/ ™ 12

R 1

Kuvaajan perusteella suurin arvo on 3, ja pienin arvo —1.

b) Tutkitaan toteuttaako piste (37“, 2) yhtdlén y=-2 cos 3x + 1.

2=-2 cos (3-37")+1

2=-2-0+1
2=1

Yhtilo ei toteudu, joten piste (3715’ 2) ei ole kuvaajalla.
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12. a) Muutosnopeus kohdassa x = % on derivaatan arvo.
f'(x) =2cos x — 2sin 2x
1T T . T 1 V3
=)=2cos——2sin(2-5)=2-—-2-—=1-
f( 3) c0s 3 sin( 3,) 5 > V3

Muutosnopeus on 1—+/3 .

b) Selvitetdin tangentin kulmakerroin ja yksi piste.
Lasketaan funktion f'arvo, kun x = —% .
fE=—cos' (P =~5) =3
Tangentti kulkee pisteen (—%, —%) kautta.

f'(x) =—2cos x +(—sin x) = 2sin x cos x = sin 2x
S'(= ) =sin(2- (- ) = -1

Tangentin kulmakerroin £ =—1.

Sijoitetaan suoran yhtdloon y — yo = k(x — xo) piste (xy,y,) = (—g,—%)
ja kulmakerroin k= —1.
1 T
(=) =—1(x— (==
y=(=35)=-1x==7)
. ®_1
g 4 2

Tangentin yhtédlo on y=-x —% _%
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13.

14.

a) Sinifunktio saa kaikki arvot valiltd [—1, 1].

-1< sin 140wt <1 || -20
—20<  20sin 140mr <20 || + 100
80 < 100 + 20sin 1407z < 120.

Ylédpaine on 120 ja alapaine 80.

b) Funktion f{¥) = 100 + 20sin 140n¢ jakso on 2 = L(min) .
140 70

Minuuttiin mahtuu 70 jaksoa, joten henkilon syke on 70.

Kaksinkertaisen kulman kaavan mukaan sin 2x = 2sin x cos x. Jotta sin 2x
voidaan méérittad, tarvitaan kosinin arvo. Ratkaistaan cos x kaavasta

sin® x + cos? x =1, kun sin x = —%.

sin? x+cos’x=1
_8)2 2 _
(=15)" +cos”x=1

, 225
COS X=—-

289

15 .
cosx=— tal cosx=——
17 1

Koskaw <x < 3275 , niin kulma x on yksikkdympyran kolmannessa

neljénneksessd, jossa kosini on negatiivinen. Siis cos x = TR

Nyt saadaan
15,_240

sin2x=2sinxcosx=2-(—%)-(—17 =589
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15.

Sinifunktio sin x saa kaikki arvot vililtd [—1, 1]. Se siis heilahtelee
keskikohtansa molemmille puolille yhden yksikon verran. Funktion f
kuvaaja heilahtelee keskikohtansa molemmin puolin 7 cm, joten
sinifunktiota on venytetty 7-kertaiseksi. Siis 4 = 7.

Funktion 7sin Bx jakso on ZTW ja koholla kestdd ylhailti alas ja takaisin

ylos 2 - 5 = 10 sekuntia. Saadaan siis yhtalo % =10, josta B=%.

Mato-ongen kohoa voidaan siis mallintaa funktiolla f{z) = 7sin %t .
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Kirjoitetaan yhtélo Stan x — 3 = 10x muodossa Stan x — 3 — 10x = 0.
Merkitédédn yhtdlon vasen puoli funktioksi fix) = Stan x — 3 — 10x. Yhtélon
Stan x — 3 = 10x ratkaisut ovat samat kuin funktion fnollakohdat.
Tutkitaan funktion kulkua derivaatan avulla.

f'(x)=5(1 +tan* x) — 10 = Stan* x — 5

Stan’x—-5=0
5tan’x=35
tan® x =1
tanx=1 tai tanx =-1
x=£+n-n x=—§+n-n,neZ

Derivaatan nollakohdista vilille |— %’ %[ kuuluu
. 3t o _ T
x=jax== m=—y

Maidritetddn derivaatan merkki testikohtien avulla.

X f'(x) | Merkki
-z
3 10 +
0 =5 -
T
3 10 +
_I _n n s
2 4 4 2
/@) N

Sx) |~ | T
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Koska f(—%) :5tan(—2c)—3—10- (—%) =—0,146...<0 ja funktio fon kasvava

vililla }—g - ﬂ , niin funktiolla fei ole nollakohtaa tall vlill..

T
Koska fon vihenevi vilill [—g, ﬂ ja f (_Z) <0, sill ei voi olla

nollakohtaa tilla valilla.

. wyerin | BT .
Funktio f'on kasvava vililla {Z’ 5{ . Kasvava funktio ei saa samaa arvoa

kahdesti, joten nollakohtia on korkeintaan yksi.

f(%)=5tan£—3—10-£:—5,85...<0

4 4
Smy St a2 1057
]‘(12)—51:311112 3-10 B 2,57..>0

Koska funktio f{x) = Stan x — 3 — 10x on jatkuva viélilla [%, f—;} ja saa

padtepisteissa eri merkkiset arvot, Bolzanon lauseen mukaan silld on
ainakin yksi nollakohta télla valilla.

Funktiolla f on siis toisaalta ainakin yksi ja toisaalta korkeintaan yksi
nollakohta, joten silld on tismilleen yksi nollakohta vililld ]—3, 7.
Koska funktiolla f'on tdsmélleen yksi nollakohta, niin yhtilolla

5tan x — 3 — 10x on tdsmalleen yksi juuri vélilld ]—3,7[.

Yhtélon juuri on x = 1,3.
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17.

Derivoidaan funktio f.
f'(x)= %sin—1 —X
X X

Derivaatan nollakohtia ratkaistaessa voidaan kayttda tulon nollasaantoa.
1 1-x _
= =0

sin

Lzzo tai sinl_xzo
X

X
el ratkaisua X—pn-n
X
x-n-mn=1-x
x(1+nm) =1
x= 1 ,neZ
l+n-m

Tutkitaan mitka nollakohdsta ovat vélilla ]-1, 1[.

Kun n = 0, on lausekkeen

valilla -1, 1[.

1 arvo 1, joten tdmé nollakohta ei ole
I+n-m

Kaikilla muilla n:n arvoilla nimittdjé 1 + » - © on suurempi kuin 1 tai

pienempi kuin —1. Niin ollen lausekkeen

— arvoon vililla -1, 1]

kaikilla muilla #:n arvoilla kuin arvolla n = 0.

Vililld ]-1, 1] olevat derivaatan nollakohdat ovat siis
x= L
l+n-m

,nel, n0.
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18.

Olkoon sektorin keskuskulma a.

r=+2 (tair=—/2)

Ympyrin siteen tulee olla ~/2.
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19.

Kiyrdn y = sin x + 2 cos x + 2+/2 etiisyys x-akselista kohdassa x = T on

4
kéyrén pisteen y—koordinaatin itseisarvo
=sin— +2cos +2\/_— +2\/— ﬁ
=y N RN J— 2
Kéyrién etéisyys y-akselista on % .

Lyhin etiisyys on funktion f{x) = sin x + 2 cos x + 2~/2 pienin
positiivinen tai suurin negatiivinen arvo.
Tutkitaan funktion farvoja.

Seka sini- ettd kosinifunktion perusjakso on 27, joten funktio f'saa kaikki
arvonsa vililld [0, 2x]. Funktio f'on derivoituva kaikilla muuttujan x
arvoilla, joten se saa suljetulla vélilld [0, 2n] suurimman ja pienimmén
arvonsa vélin pédtepisteessd tai vilille kuuluvassa derivaattafunktion
nollakohdassa.

f'(x)=cosx—2sinx

Derivaattafunktion nollakohdat:
cosx—2sinx=0

cosx=2sinx ||:2cosx#0

sinx _ 1
cosx 2
1
tanx =—
2

x=0,463...+n-n, neZ

Derivaatan nollakohdista vilille ]0, 2z[ kuuluvat
x=0,463... jax=3,60...

Lasketaan funktion f'arvot vélin [0, 27t] paatepisteissa ja vilille kuuluvissa

derivaatan nollakohdissa.

A0)=f2m)=sin0+2-cos 0+ 242 =1+ 242 =3,82...

£0,463...) =sin 0,463... + 2 - cos 0,463... + 2./2 = 5,06...
£(3,60...)=sin 3,60... + 2 - cos 3,60... + 24/2 =0,592...

Funktion f'kaikki arvot ovat positiivisia, joten kdyran lyhin etdisyys
x-akseliin on funktion pienin arvo, joka on 0,592... = 0,6 yksikko4.
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20. Valitaan muuttujaksi kulma o € [0, %} kuvan mukaisesti.

Suolla juostun matkan AP pituus saadaan selville tasakylkisen kolmion
AOP puolikkaan avulla. Kolmio 40OC on suorakulmainen. 4O on
ympyrén side, jonka pituus on 0,5 km.

Lyp
Coso :W
AP =cosa

Sektorin OBP keskuskulma f on 2a, koska kulma a on samaa kaarta
vastaava kehdkulma. Sektorin OBP kaaren pituus on fr =20 - 0,5 = a.

Matkan kesto saadaan jakamalla matka nopeudella.

_cosa  a

T

Tutkitaan aikaa kuvaavaa funktiota f(a)= COSS e, % , € |:0, g} .
Funktio f'on derivoituva, joten se saa suljetulla vélilla [0, %} suurimman

ja pienimmén arvonsa vilin padtepisteessa tai vélille kuuluvassa
derivaattafunktion nollakohdassa.
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, 1. 1
a)=——Ssmao +—
Sf(a@) s 10

—lsina +i=0
5 10

sing =

a=—+n-2n tai a=n—%+n-2n=5§+n-2n, ne

ala |~

Derivaattafunktion nollakohdista valilla ]0, g[ on ainoastaan x = %

Lasketaan funktion f'arvot vélin [0, E} paitepisteissd ja valilld olevassa

2

derivaatan nollakohdassa.

cosO0 0 1
0 = +—=—= ,
/) 5 10 5
cosE r
f(£)=—6+i=£+1=0,225...
6 5 10 10 60
T
p COSE E -
—) = “==0+—=0,157
f(2) 5 10 20

Funktion fpienin arvo on 0,157... h = 9,4 min, joka saavutetaan
T

ldhtokulmalla a = >

(rad) = 90°. Suunnistajan kannattaa siis kiertdd suo

kokonaan.
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