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Kertaus
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a) 3/a7=a3=a2,a>0
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b)g/a_3=a6=a2=x/5,a>0
) 5325 =35.25 =35 =5
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K4.

Koska vaa’an lukema on kdintéen verrannollinen Maan keskipisteesti

mitatun etdisyyden nelidon, saadaan yhtilo / = iz . Ratkaistaan £, kun
r

tiedetddn, ettd vaa’an lukema on 55,7 kg, kun etiisyys keskipisteestd on
6380 km.

k

6380°
k=55,7-6380" = 2267235080

55,7 =

Pohjoisnavalla » = 6360 km. Ratkaistaan vaa’an lukema /.

/ :%3520&) =56,05...~ 56,1
6360

Vaa’an lukema on pohjoisnavalla 56,1 kg.

Olkoon verrannollisuuskerroin k.

Sisdlampotilan ollessa 22 °C, lammityskustannukset ovat
k- (22 —(=2)) =24k

Sisdlampotilan ollessa 21 °C, lammityskustannukset ovat
k- (21 —(=2)) =23k

24k=23k _ 1 _ 0416, ~42 %,

Lammityskustannukset pienenevét 24k 24
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K5.  a) Funktio f(x)=+5—x on médritelty, kun 5 —x >0, elix <5.

1
25 —-x

£ =D =571y -
1 1 1

f()__zw/ TToJda 22 4

1 f(x):=sqrt(5-x)
® - f(x) :=+v—x+5
fi(x)
2 1
o _ 2
—x+5
(1)
3
1
- —
4

b) Funktio f(x)=+3x+6 on méidritelty, kun 3x + 6 >0, eli x > 2.

3
2V3x+6

_ 3 .3_1
/0= 2J31 6 2f 23 6 2

J'(x)=DGx+ 6)% = l(3x + 6)*% 3=

f(x):=sqrt(3x+6)

® |5 f(x) := V3 Vx+2

-

f(x)
2 V3
- 2
vVx+2
(1)
3
1
—

N
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K6. a)
V1-3x=5
1-3x=25
—3x=24 |:(-3)
x=-8
b) x/x =1000

c)

Yhtélon vasen puoli on mééritelty, kun x > 0. Télloin yhtilon
molemmat puolet ovat ei-negatiivisia ja yhtilo voidaan korottaa
puolittain toiseen potenssiin.

x* - x=1000"
x* =1000000 ||/
x =100

Ratkaisu toteuttaa méaérittelyehdon.

Nx+1+1=x

x+1=x-1

Yhtélon vasen puoli on mééritelty ja ei-negatiivinen, kun x > —1. Myos
yhtélon oikean puolen tulee olla ei-negatiivinen, eli x > 1. Molemmat
ehdot toteutuvat, kun x > 1. Korotetaan yhtélo puolittain toiseen
potenssiin.

x+1=(x—-1)°

x+l=x>-2x+1
x> =3x=0
x(x=3)=0

x=0 tai x=3

Ratkaisuista ehdot toteuttaa vain x = 3.
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d)
4Vx-3-x=0
4Vx-3=x

Yhtélon vasen puoli on mééritelty, kun x > 3. Télldin my®&s oikea puoli
saa ei-negatiivisia arvoja. Korotetaan yhtéld puolittain toiseen
potenssiin.

16(x-3)=x
XX —16x+48=0
x=4 tai x=12

Molemmat ratkaisut toteuttavat ehdot.
e) f(x) =x? +2x

Funktio f'on méritelty, kun juurrettava x* + 2x > 0.

X>+2x=0
x(x+2)=0
x=0taix=-2

Kuvaaja on yléspiin aukeava paraabeli, joten x* + 2x > 0, kun x < —2
taix > 0.

2x+2

W2 +2x

£1(x)=D(x +2x)" = %(ﬁ £2x) 7 (2x42) =

x<-2jax<0

2x+2
——=—=— =0, kun
2x? +2x
2x+2=0
x=-1

Ratkaisu ei kuulu méérittelyjoukkoon, joten yhtélolla ei ole ratkaisuja.
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K7.

Funktion fkuvaajan ja suoran leikkauspisteet ratkaistaan yhtalosté

V3x—-5=2x-10.

Yhtdlon vasen puoli on médritelty ja ei-negatiivinen, kun 3x — 5 >0, eli

x> % Yhtélon oikean puolen tulee myds olla ei-negatiivinen:

2x —10>0, eli x > 5. Molemmat ehdot toteutuvat, kun x > 5. Korotetaan
yhtilo puolittain toiseen potenssiin.

3x-5=(2x-10)
3x—5=4x>—40x+100
4x* —43x+105=0
15

X_Z taix="7

Ratkaisuista ehdon tayttdd vain x = 7.

Leikkauspisteen y-koordinaattion y=2 -7 — 10 =4.
Leikkauspiste on (7, 4)




Juuri 8 » Tehtdvien ratkaisut e Kustannusosakeyhtit Otava ¢ paivitetty 12.12.2018

K8.

Vaakasuoran tangentin kulmakerroin on 0. Funktion kuvaajalla on
vaakasuora tangentti, jos jollakin muuttujan x arvolla /' (x) = 0.

: -3 1 -5 1
x)=D(x-x ?)=l+=x?=1+——+
f(6)=D(x-x )=1+1 S

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat, kun x > 0.

1
1+ =0
2x~x
1

=-1
2x/x

Koska x > 0, ei yhtdlon vasen puoli voi olla negatiivinen milldén x:n
arvolla, joten yhtdlolla ei ole ratkaisua.

Opiskelijan viite on siis tosi.
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Laaditaan funktion f(x)= x_+1, x>0, kulkukaavio.

Vx

Mairitetdén funktion f derivaatta.

"(x :Dx+1:Dx+1
J(¥)=D"= 1
1 L
1-x2—(x+1)-%x2

- 1

Lasketaan derivaatan nollakohdat.

x—1
=0, kun
2x/x
x—1=0
x=1

Kun x > 0, on derivaatan lausekkeen nimittija 2x/x aina positiivinen.
Derivaatan merkki méaérdytyy osoittajan x — 1 merkin perusteella.
x—1>0,kunx>1jax—1<0,kun0<x<1.

0 1
floo L = -
fx) |

Funktion fpienin arvo on f(1) = 1—\711 = % =2. Suurinta arvoa ei ole.
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K10. Funktio f(x)=v2x+4++4—x on médritelty, kun 2x +4 >0, elix>—-2
ja4—x>0, eli x <4. Funktio fon siis madritelty valillda —2 <x < 4.

Tutkitaan funktion kulkua derivaatan avulla.
f'(x)=D(2x+4 +V4 x)
=D((2x+ 4)2 +(4- x) )
_1
_1 3 atoa_ N2
= 2(2x+4) 2+2(4 x) 2-(-1)

1 1
= - ,—2<x<4
V2x+4 2J4—x

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.
1 B 1 —0
V2x+4 2V4-x
1 _ 1
V2x+4  244-x
V4 —x=2x+4 ||[(),-2<x<4

4(4—x)=2x+4
16-4x=2x+4
—6x=-12 ||: (-6)
x=2

Derivaatan nollakohta x = 2 kuuluu funktion méérittelyvélille. Lasketaan
derivaatan merkki nollakohdan kummallakin puolella testikohtien avulla.

' 1
f(O)—Z>O
o L1
S'®= 520

Funktio f'on kasvava, kun —2 <x <2 ja véhenevé, kun 2 <x < 4.

Jatkuva funktio saa suurimman ja pienimmaén arvonsa suljetulla valilld
vélin péétepisteissd tai derivaatan nollakohdissa.

fi=2)=0++6 =6 u
fd)=V12+0=v43=23 //—\
f2)= N8 +2 =2v2 ++/2 =32 (suurin). 3

Funktion suurin arvo on 3+/2.
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Kl 1. a) f,(x) = elixz . D(l — xz) = elixz . (_2x) — _2xe1*xz
b) f'(x)=3e" -D(2x)=3¢"" -2 =6¢™"

f'(0)=6¢*"=6-1=6

K12. Madritetddn derivaattafunktio.
fl(x)=e*-2-18=2e> 18

Lasketaan derivaattafunktion nollakohdat.

e —18=0
27 =18 ||:2

e2x=9
=In9 ||:2

139 1ln9 ln92—lnx/_ In3
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K13. Pinta-alan funktio on f(x)=4100000-0,995".
Vuodesta 1970 on kulunut vuoteen 2030 mennessa 60 vuotta.
£(60)=4100000-0,995* = 4100 000-0,740...

Pinta-ala on pienentynyt vuoteen 2030 mennessé 26 %.
Pinta-ala on puolittunut, kun kerroin 0,995 on 0,5.

0,995*=10,5
In 0,995 =1n 0,5
xIn0,995=1n0,5 | : In 0,995

n0,5 _
10,695 = 138,28

Pinta-ala on puolittunut, kun on kulunut 138,3 vuotta vuodesta 1970, eli
vuoden 2108 aikana.

K14. Tarkastellaan funktion f(x)= 3—f kulkua derivaatan avulla.
e

—3x-e" :/(3—3?5) _3-3x
(e")’ e e’

Derivaattafunktion lausekkeessa nimittéjé ¢* on positiivinen kaikilla
muuttujan x arvoilla. Derivaatan merkkiin vaikuttaa vain osoittajan 3 — 3x
merkKki.

0 =3¢

Funktio fon kasvava, kun 3 —3x > 0, eli x <1 ja vidhenevi, kun x > 1.
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K15. Laaditaan funktion f(x) =e¢" kulkukaavio.
fi(x)=e"-(1-3x7)

. P 33 . 00 .
Derivaatan lausekkeessa tekijd ¢*™ on aina positiivinen. Derivaatan
merkkiin vaikuttaa vain tekiji 1 — 3x°.

Lasketaan derivaatan nollakohdat.

1-3x*=0 1 1
3x*=1 _ﬁ/w:\ V3
=/

x=% tai xz—%
_1 1
7 Np
/@) - + -
) D 3

Funktion f paikallinen minimiarvo on
1 2

FeLyme 68 B
5 |

Funktion fpaikallinen maksimiarvo on
1 1.1 2

1 L,(Lf 3 \/7 f
f(—)=eﬁ B3 — eV e3V3
V3

Lasketaan funktion arvo suljetun vilin [—1, 2] padtepisteissa.

f(=) =" =’ =1
f@=e? —et =L

e

2
Funktion suurin arvo vililli [-1, 2] on €33 ja pienin arvo %
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K16.

Tutkitaan funktion f{x) = (x> — x — 5)e * kulkua derivaatan avulla, kun
x>0.

f'(x)=Q2x—De™ +(x* —x=5)e " - (-1)=(—x" +3x+4)e”"

Derivaatan lausekkeessa tekija ¢ ™ on aina positiivinen, joten derivaatan
merkkiin vaikuttaa vain tekijin —x* + 3x + 4 merkki.

Lasketaan derivaatan nollakohta.

2
X" +3x+4=0 -1 1
x=—1taix=4 /;\

Laaditaan kulkukaavio.

0 4
/(%) + -
fix) | —
Funktion suurin arvo on f{4) = (4> —4 - 5)e* =7e™* = el“'

Funktion arvo kohdassa x = 0 on f{0) = 5.

Kun muuttujan arvot kasvavat kohdan x = 4 jilkeen, funktio arvot
pienenevit. Funktion lausekkeessa tekijéin x* — x — 5 nollakohdat ovat
x=~—1,8 jax=2,28. Tekijilld x* — x — 5 ei ole nollakohtia kohdan x = 4
oikealla puolella ja koska sen kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli, on
tekijé aina positiivinen, kun x > 4. My®os tekijd e on aina positiivinen.
Funktio f'saa siis vain positiivisia arvoja kohdan x = 4 oikealla puolella.
Talloin funktion fpienin arvo on —5.
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K17. a)log, 16 =4, koska 2* = 16.
b) Yhtilon 3* = 20 ratkaisu on x = log3 20 =~ 2,73

¢)logs 9 =2, koska 3°=9
1
10g3x/§:%, koska 32 =/3

logs 1 =0, koska 3° =1

d) logsx=-2
521 _ 1
x=5 52 =25
e)7:eln7

1
K18. a) log, 3 =log, 33 =%

b) log, 4 +log,9=1log, 4-9=1log,36=1log, 6> =2

¢) ln%+ln3zln%-3zln7
d)
In2-0,5In16=In2-1In16"°

=In2-1In/16
=In2-1n4
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K19. Lasketaan kuvaajien leikkauspiste yhtdlosta g(x) = A(x).

lg x=1g(1 —x)
x=1—x

2x=1

:l

M)
y=g(5)=lg 5 =-lg2

Leikkauspiste on (% , lg% ).

A
y=h(z)’ y=g(z)

=y

=1 0 1 2 3

-2
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K20. a)
x_ 1
3 27
x_ 1
3 23—3
3*=3"
x=-3
b)3+Inx*=2
Inx*=-1
P=el
1 . 1
X=—F—=tax=——
Je Je
¢)

log, x=2-log,(x+8),x>0
log, x +log,(x+8)=2
log, x(x+8)=2
x(x+8)=3"
X +8x-9=0
x=-9taix=1

Madrittelyehdon tayttdd vainx = 1.

d)

25.5=0,2

2 x_i
5°-5 =70

wx_ 1

52 x _ 1

5

52+x=5—1
2+x=-1

x=-3
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K21.

K22.

Funktio f{x) = In (3 — x) on médritelty, kun 3 —x > 0, eli kun x < 3.

Funktion f"arvo kohdassa nolla: f{0) =In (3 —0) =1n 3.

Funktion f nollakohdat:
In(3-x)=0
3—x=¢€"
3—x=1
x=2

a) f'(x)=1-Inx+x-L=lnx+1, x>0
X

' 1 2x
b x)= 2x=
EACY x> +1 x*+1
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Tutkitaan funktion f{x) = x* Inx, x > 0 kulkua derivaatan avulla.
f'(x)=2x-Inx+x’ -%=2xlnx+x,x> 0

Lasketaan derivaatan nollakohdat.

2xInx +x=0
x2lnx+1)=0
x=0tai2lnx+1=0
2lnx=-1

1
nx= -+
nx >

Vain nollakohta x = 1 toteuttaa madrittelyehdon.

Je
Laaditaan funktion kulkukaavio. Kun x > 0, derivaatan lausekkeessa tekijé
X on positiivinen, joten derivaatan merkkiin vaikuttaa vain tekija
2Inx+1.

Lasketaan derivaatan merkki testipisteissa.

X f'(x) merkki
0,5 —0,19 -
1 1 +
1
0 Ve
) - -
) ———

Funktion pienin arvo on
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K24. Epéyhtdld x — In x > 1 voidaan kirjoittaa muodossax —Inx — 1 > 0.
Tarkastellaan funktiota fix) =x —Inx — 1.
Funktio f'on mééritelty, kun x > 0.

Tutkitaan funktion f'kulkua derivaatan avulla.
f=1-L x>0

x 9
Lasketaan derivaatan nollakohdat.

1-—

0

8 ===

1
1
Laaditaan funktion kulkukaavio.

Lasketaan derivaatan merkki testipisteissa.

X f'(x) merkki
0,5 -1 -
2 1 +
2
0 1
7' - ¥
Jx) e R

Funktion fpieninarvoon f{1)=1—-In1—-1=0.

Talloin epayhtdlo x — In x — 1 > 0 pétee aina, joten myds epayhtdld
x—Inx>1 on tosi.
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Kokoavia tehtavia

ILMAN TEKNISIA APUVALINEITA

1. a) epéatosi

Ilmakehén hiilidioksidipitoisuus kasvaa joka vuosi yhtd monta
prosenttia.

b) epétosi

Ilmakehén hiilidioksidipitoisuus kasvaa. (koska kerroin 1,0037 > 1).
¢) epétosi

Ilmakehén hiilidioksidipitoisuus kasvaa joka vuosi 0,37 %.

d) tosi

b)x*=4
x=2taix=-2

c)2°=32
x=5

d)Inx*=0
¥ =1
x=1taix=-1

e)
2(x+1)2 :1
(x+1) =0
x+1=0

x=-1
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f)
Ix*—=1=2
¥ —1=2°
x*-1=8
x*=9

x=3 tai x=-3
Ratkaistaan ¢* ehdosta > = 9.

eZX :9

(e')' =9

e" =3 (taie" =-3)

e e =e () =3+3" =3+ L =34 L =31

3 =3+2—7:32—7

2
a) 111(%)4‘11’134‘211’1)6:11’1%4-11'1)&'2 =ln%+lnx2 =lnx—2=1n1=0
3x 3x X b

b) 1n§+1n§+1n2=1n(§-i.2)=1nex —x,x>0
X X

c) \/a\/a\/a_zzx/a\/a~a:\/a\/a7=m=\/a7=a
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Tutkitaan funktion f{x) = ix kulkua derivaatan avulla.
e

oy let—x-e" _ef —xe' _/(l—x)_l—x
f')= S -
e’y e e e e’
(

Lasketaan derivaatan nollakohta.

—_
|
=

Q

= =
Il
— o O

Laaditaan funktion kulkukaavio.

Derivaatan lausekkeessa nimittdja ¢ saa vain positiivisia arvoja.
Derivaatan merkkiin vaikuttaa vain osoittajan 1 — x merkki.

l-x>0,kunx<ljal-x<0,kunx>1.

1
S'(x) + -
fx) —r T
Funktion suurin arvo on f{1) = L] =é . Funktiolla ei ole pienintd arvoa.
e
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6.

a) Jos tangentti on yhdensuuntainen suoran y — 5x = 0 eli y = 5x kanssa,
sen kulmakerroin on 5.

Tangentin kulmakerroin on derivaatan arvo tangentin
sivuamispisteessa.

f'x=¢
Ratkaistaan kohta, jossa derivaatan arvo on 5.

e&=5
x=In5

Kunx=1In5y=£fIn5)=e"3=5.
Tangentin sivuamispiste on (In 5, 5).
Tangentin yhtél6 on

y—5=5x—In5)
y=5x—5In5+5.
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b) f'(x)=D+2x = D(2x)% =%(2x)’% 2= J;_ ,x>0
X
1 _5
V2x

Yhtilon vasen puoli on médritelty, kun x > 0. Tall6in molemmat puolet
ovat ei-negatiivisia, joten yhtdlo voidaan korottaa puolittain toiseen

potenssiin.

1 _
2x_25
1=50x ||:50
x=-L
50
_ e dy_ . L _ 1 1
y=IGe)=y?30 V25 "3

Tangentin sivuamispiste on (51—0,% .

Tangentin yhtélo on

1 _g 1
y-5=3x-35
s, 1
T
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7. a)ll, A,C,D, E
Funktio f on kasvava, koska eksponenttifunktion kantaluku 2 > 1.
Funktion f'kuvaajalla on pisteet (0, 2°)= (0, 1) ja (1, 2") = (1, 2). Ndmi

ehdot sopivat kuvaajaan II.

Eksponenttifunktio on mééritelty kaikilla reaaliluvuilla ja se saa vain
positiivisia arvoja.

Kun muuttujan arvo kasvaa yhdelld saadaan
flx+1)=2"""=2%. 2" = 2f(x), eli funktion arvo kaksinkertaistuu.

b)IV, A, B, C
Funktio f'on vidhenevé, koska eksponenttifunktion kantaluku 0,5 < 1.
Funktion f'kuvaajalla on pisteet (0, 0,5%)= (0, 1) ja (1; 0,5") = (1; 0,5).

Néama ehdot sopivat kuvaajaan V.

Eksponenttifunktio on mééritelty kaikilla reaaliluvuilla ja se saa vain
positiivisia arvoja.

Kun muuttujan arvo kasvaa yhdelld saadaan
fix+1)=0,5"1=0,5"-0,5"=0,5/x), eli funktion arvo puolittuu.

¢),D,F
Funktio f'on kasvava, koska logaritmifunktion kantaluku e > 1. Funktio
on madritelty, kun x > 0. Funktion f'kuvaajalla on piste
(1, In 1) = (1, 0). Namaé ehdot sopivat kuvaajaan I.
Kun muuttujan x arvo kaksinkertaistuu, saadaan
f2x)=In (2x) =In 2 + In x = f{x) + 2. eli funktion arvo kasvaa
vakioluvulla In 2.

d) 111, D

Parillinen juurifunktio on kasvava.

Funktion f méirittelyehto on x > 0. Funktion f'kuvaajalla on pisteet
(0,0), (1, 1) ja (4, 2). Nama ehdot sopivat kuvaajaan III.
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Jos funktion f{x) = Vx kuvaaja kulkee funktion g(x) = In x kuvaajan
ylapuolella, tulee epéayhtélon f{x) > g(x) olla voimassa, kun x > 0.

Jx>Inx
Jx—=Inx>0

Tarkastellaan funktion (x) = vx —Inx saamia arvoja.

L
Hey=txr-lo 11

x 2Jx x
Lasketaan derivaatan nollakohdat.
1 _1_
24/x  x
L1 0
2x X’
x=2/x
x? =4x
x> —4x=0
x(x-4)=0
x=0tai x=4

Vain ratkaisu x = 4 toteuttaa méadrittelyehdon.

Laaditaan funktion 4 kulkukaavio.

X h'(x) merkki
1 1 -

2
5 Js-2 |t

10

0 4

h'(x) : - +
h(x) T —>

Funktion 4 pienin arvo on
h(4)= V4 -In4=2-2In2~0,614.

Koska pienin arvo on positiivinen, saa funktio 4 vain positiivisia arvoja.

Tallin epiyhtils Vx —Inx >0 toteutuu kun x > 0 ja funktion fkuvaaja
kulkee funktion g kuvaajan yldpuolella.
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Kun x > 0, on yhtilén vx +1 =x’ molemmat puolet méadritelty ja ei-

negatiivisia, joten yhtdld voidaan korottaa puolittain toiseen potenssiin.
x+1=x°

¥ —x-1=0

Tutkitaan funktion f(x)=x°-x-1, x>0 kulkua.

fl(x)=6x"-1,x>0

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

6x° —1=0
s_1
Y 7%
x=-L %07
NG
Laaditaan funktion kulkukaavio.
X f'(x) merkki
0,5 13 -
16
1 5 +
1
0 6
S ) - +
Ax) e
1 1 6 1
—)=(==) ——==-1~-1,58
f(%) (%) e
A0)=-1

1
J6

negatiivisen arvon, joten vélilld ] 0,

Funktio on vdheneva vililla [0, ] ja se saa vilin padtepisteissa

1
J6

[ ei voi olla nollakohtia.
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10.

vililla [% , o[ funktio f'on kasvava, joten silli on tilli vilill

korkeintaan yksi nollakohta.

AD=1°-1—-1=-1
fi2y=2-2-1=61

Koska f{1) on positiivinen ja f{2) negatiivinen, on vililla |1, 2[ Bolzanon
lauseen mukaan ainakin yksi nollakohta. Funktiolla on siis tdsmélleen yksi

nollakohta valilld x > —

\/—

Funktion f ainut nollakohta on siis valilla |1, 2].

Madritetdén vektori c,.

¢ =ta+(1-1)b
=1(T +27 +3k)+(1—1)(27 +5k)
=10 +24] +3tk +27 +5k —2t1 -5tk
=(~t+2)i +24 + (-2t +5)k

Lasketaan vektorin ¢, pituus.
G| = (=t +2)* +(20)? + (-2 +5)°
=P — 41+ 4+ 47 + 4 - 201+ 25
9f* — 24t +29

Vektorin pituus on pienin, kun juurrettava 97 — 24¢ + 29 on pienin.
Juurrettavan kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli, jonka pienin arvo on
sen huipussa. Huippu 16ytyy derivaatan nollakohdasta.

D(9¢ — 24t +29) =18t — 24

18t—24=0
(=24_4
18 3

Vektorin pituus on mahdollisimman pienin parametrin arvolla ¢ = %
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APUVALINEET SALLITTU

11.

12.

a)AjaC

b) B

¢) ei mikdan

Opiskelija korotti yhtdlon molemmat puolet toiseen potenssiin. Kun
yhtél6 korotetaan parilliseen potenssiin, on varmistettava, ettd yhtdlon
molemmat puolet ovat méériteltyja ja ei-negatiivisia. Opiskelija ei tehnyt
tétd tarkistusta.

Saaduista ratkaisuista x = —1 ei toteuta alkuperiistd yhtiloa.

Yhtilon oikea ratkaisu olisi:

V3-x=x-1

Vasen puoli on médritelty ja ei negatiivinen, kun 3 —x >0, eli x < 3.
Koska oikea puoli on nelidjuuren tulos, on sen oltava ei-negatiivinen, eli

x— 120, eli x> 1. Télloin molemmat puolet voidaan korottaa toiseen
potenssiin, kun 1 <x < 3.

3—x=(x-1)
3—x=x"-2x+1
x=-1tali x=2

Vain x = 2 toteuttaa méadrittelyehdon 1 <x < 3.
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13. a) Merkitdén tiikerien maards vuonna 2006 kirjaimella @ ja vuosia
vuodesta 2006 kirjaimella x. Vuotuinen kasvukerroin on p.
Tiedetéddn, ettd vuonna 2022 tiikereitd on kaksi kertaa niin paljon kuin
vuonna 2006, eli 2a.

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan p.

a-p'°=2a
p16:2
p="2=1,0442...

Tiikerien miarad kuvaava funktio on flx) = a - 1,044, missd a on
titkerien médrd vuonna 2006 ja x aika vuosina vuodesta 2006.

b) Lasketaan, kuinka monta tiikerid mallin mukaan vuonna 2014 pitdisi
olla.

fi8)=a-1,044"=q- 1,41

Vuonna 2016 tiikereitd oli 60 % enemmén kuin vuonna 2006, eli
a - 1,6. Tama on enemman kuin tavoitteen mukainen lukema, eli
tavoite ollaan saavuttamassa.

¢) Kun tiikerien mééré on nelinkertaistunut vuoteen 2006 verrattuna, on
médrd 4a. Ratkaistaan yhtdlo f{x) = 4a.

a- 1,044 =4a
1,044* =4
In1,044" = In4
x-In1,044=1n4 || : In1,044
x=32

Tiikerien méira on nelinkertaistunut vuoteen 2006 verrattuna vuonna
2038.
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14. Piirretddn kuva tilanteesta.

0.5

-0.5

. . x—XZ . .
Suorakulmion kanta on x ja korkeus e . Suorakulmion pinta-alaa
kuvaava funktio on

A(x)= xe' ™ ,x>0.
Maidéritetdan funktion 4 suurin arvo.

Laaditaan funktion 4 kulkukaavio.
Ax) =" +xe" (1-2x)=(1+x-2x")e" ™

. . — 2 . LR . . .
Derivaatan lausekkeessa tekijd ¢"™ on aina positiivinen, joten derivaatan
merkki riippuu vain tekijistd 1 +x — 2x%.

Lasketaan derivaatan nollakohta.

l+x—-2x*=0

X = —% taix =1

—

Tekijin 1 + x — 2x* kuvaaja on alaspiin aukeava

paraabeli. —2 - 17
0 1

A'(x)  + -

A(x) e E—

Funktion 4 suurin arvo on A(1) = 1-¢"" =¢° =1.
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Yhtilé (x + 1)* = x voidaan kirjoittaa muodossa (x + 1)* —x = 0. Yhtilolld
on tismilleen yksi reaalijuuri, jos funktiolla f{x) = (x + 1)* — x on
tdsmailleen yksi nollakohta. Tutkitaan funktion fkulkua derivaatan avulla.

f(x)=3@+1)*—1=3x"+6x+2

Lasketaan derivaatan nollakohdat.

32 +6x+2=0
x:—ﬁ+3 taix:\/g_3
3 3
V343 - V3-3
3 3
A3+3 V3-3
3 3
[ ) + - +
Sx) > > | __——

f(_%) ~1,38
reE53) 206

Koska funktion arvo on positiivinen kohdissa x = —@ ja x= %

] monotoninen, ei tdlla valilld voi

ja funktio £ on vilill [-@,@

olla nollakohtaa. Vililld x > % on kasvava, joten se ei voi vaihtaa

merkkidén positiivisesta negatiiviseksi, joten funktiolla f'ei voi olla
nollakohtaa télldkéaan vélilla.
V3+3

3

Funktiolla voi olla nollakohta vain valilld x < —

f=3)=-5
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16.

Koska f{(—3) on negatiivinen ja f{ —@ )

V343
3

kasvava, on nollakohtia korkeintaan yksi. Funktiolla f'on siis tarkalleen
yksi nollakohta.

positiivinen, on vélilla

-3, - [ ainakin yksi nollakohta. Koska funktio fon télld vélilla

Yhtilolld (x + 1)° = x on tdsmilleen yksi reaalijuuri.

x -x*

* on kdyrdn y = e alapuolella, kun epdyhtilo e <e

Kayrd y=e"
toteutuu.

Ratkaistaan ensin kdyrien leikkauspisteet yhtéalosta

_ 2
N

2
—x =-x
Vx =x7.

Yhtilon vasen puoli on médritelty, kun x > 0. Tall6in molemmat puolet
ovat ei-negatiivisia, joten yhtdlo voidaan korottaa puolittain toiseen
potenssiin.

x=x"
xt—x=0
x(x* =1)=0

x=0taix=1

Kunx=0,y=e"=1ljakunx=1,y=¢"'=

Q |—

Kiiyrien leikkauspisteet ovat (0, 1) ja (1, é).

x

Ratkaistaan epéayhtdld e < e Eksponenttifunktio ¢ on kasvava, joten

epayhtalo toteutuu, kun
—x <=x* |:(-])
Vx> X%
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Kun x > 0, on yhtdlon molemmat puolet méadritelty ja ei-negatiivisia, joten
epayhtild voidaan korottaa toiseen potenssiin.

x> x
x—x*>0
x(1—-x)>0

Kun x = 0, epayhtilo ei toteudu.

Kun x > 0, riippuu lausekkeen merkki vain tekijén 1 — x * merkisti.

1-x>0
—*>=1 |1 (-1)
o<1
x<1

Epéyhtilon ratkaisu on 0 <x < 1.
1.5“

/1-1

0.5
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17.

Merkitdén kuvan mukaisesti suuremman nelion sivun pituutta kirjaimella
X ja pienemman kirjaimella y, x> 0jay > 0.

X
x-y

y X

Kuvion piiri on 3x + 3y + (x — y) = 4x + 2y.

Kuvion pinta-ala on x* + 1. Koska pinta-ala on 20 cm?, saadaan yhtild,
josta ratkaistaan y.

x2+y2=20
y=v20—-x* 20—x*>0¢cli0<x< 2v/5)

Kuvion piiri voidaan ilmoittaa funktiona

p(x)=4x+ 2820—-x* ,0<x< 25.

Madritetdén funktion p suurin arvo.

2x

P =4-—2
20—x

Derivaatan nollakohdat:

4-—2% 9
V20 -x2
x=4
Kulkukaavio:
P'(x)>0,kun 0 <x<4jap'(x)<0,kun4 <x< 25
0 4 245
p'(x) : + - '
J2E)  — T

Funktion p suurin arvo on p(4) = 20.

Suuremman nelidn sivun pituuden tulee olla 4 cm ja pienemmén 2 cm.
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18.

Koska sairastuneiden lukumaari on kdantiden verrannollinen

lausekkeeseen 1+e' , on funktio f muotoa f(¢)= L\/_ Koska aluksi
1++/e'

sairastuneita oli 50, voidaan verrannollisuuskerroin £ ratkaista yhtalosta

A0)=50.
k
=50
1+\/e_0
k _
2—50
k=100

100

1+x/e>’,

- |
W f0=-2

Funktio fon f(¢)= t=0.

Derivaatan lausekkeessa nimittéja saa positiivisen luvun neliond ja
osoittaja positiivisen luvun nelijuurena vain positiivisia arvoja. Kun
positiivinen lauseke kerrotaan luvulla —1, voidaan paitella, ettd
derivaatan arvo aina negatiivinen. Talldin muutosnopeus on
negatiivinen ja siten sairastuneiden maéré vihenee.

b) Ratkaistaan yhtalo f{¢) = 10.
100 _qo

1+\/?
t=2In9~4,39...

Koska sairastuneiden méaara viahenee, on sairastuneita alle 10, kun on
kulunut 5 viikkoa alkuhetkesta.

¢) Sairastuneita ei endi ole, kun sairastuneiden lukumééri on alle 1.
Ratkaistaan epéayhtdlo f(r) < 1.
100

1+\/e_’

t>2In99~9,1...

<1

Sairastuneita ei endi ole, kun on kulunut 10 viikkoa alkuhetkesta.
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19.

Piirretddn kuva, joka havainnollistaa tilannetta. Merkitddn kulkijan
etdisyyttd Dracosta kirjaimella x.
Draco

200 kyynaraa

200-x

Nid

Tulisuihkun vaikutus on suoraan verrannollinen lohikd4rmeen kokoon ja
kééntden verrannollinen lohikdarmeestd mitatun etéisyyden kolmanteen
potenssiin. Merkitéén lohikdarmeen kokoa kirjaimella M ja etdisyyttd

kulkijasta kirjaimella s. Tulisuihkun vaikutus on & M3 .
s

Jos Nidin koko on m, on Dracon koko 2m.

Tulisuihkujen yhteisvaikutus on

2m 1 2
k—" k2 p(————+ ).
(200 - x)’ x’ ((200 -x)y X )
Yhteisvaikutus on suurin, kun lauseke ﬁ + % saa suurimman
—X X
arvonsa.
Merkitadn f(x)=———+2 0 <x<200.
(200-x)" x

Madritetdén funktion f suurin arvo.

Derivaatta:

vl 3 6
7= G0 —xr "%

Derivaatan nollakohdat:
3 6

(200—x)*  x*
x=108,6...tai x=1257,0...

Naistd valilld 0 <x <200 on vain x = 108,6...
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20.

F/(x) <0, kun 0 <x < 108.6... ja /'(x) > 0, kun 108,6... <x < 200.

0 108.,6... 200
S - +
fx) T ——”

Funktion fpienin arvo on kohdassa x = 108,6...

Kulkijan tulee kulkea kohdassa, joka on 109 kyynériad Dracosta.

Funktio f'saa suurimman arvonsa, kun eksponentti Linx on suurin.
X

Merkitidn g(x)= me x>0.

Tutkitaan funktion g kulkua derivaatan avulla.

' 1-1
g'(x)=—7%
X

Derivaatan nollakohdat:

I1-Inx
=0
x2
I-Inx=0
x=e

g >0,kun0<x<ejag(x)<0,kunx>e

Kulkukaavio:
0 e
g'x) : + -
gx) i B—

Funktion g suurin arvo on kohdassa x = e.

1
My®ds funktion f'suurin arvo on kohdassa e. Suurin arvo on fle) = e®.
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