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Kertaus

Integraalifunktio ja integrointi

KERTAUSTEHTAVIA

Kl a) I(x3+3x2+x—1)dx=%x4+x3+%x2—x+c

4 2
X X
=—+xX+—-x+C
4 2

b) [3e"dx=e"+C
1 1.

C) J-cos2xdx=—j2-cos2xdx=—sm2x+C
2 2

K2.  Funktiot F ja F> ovat saman funktion integraalifunktioita, jos niiden
derivaattafunktiot ovat samat.

DF (x) = D2 DF, (x) = DX
x+1 x+1
~2(x+1)—-1-2x ~3(x+1)-1-Bx+1)
o (x+1) - (x+1)?
_2x+2-2x _ 3x+3-3x-1
T (1) T (e
2 2
C(x+1)? C(x+1)?
Koska seka funktion F(x)= 2x ettd funktion F,(x)= Sx+l
x+1 x+1

derivaattafunktio on f(x)= molemmat funktiot F ja F> ovat

2
(x+1)*’
funktion fintegraalifunktioita.
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Funktion f(x)= %xz —3x kaikki integraalifunktiot ovat
1, 15 3,
Fx)=|(=x"-3x)dx=—x"——=x"+C.
(0 =[x =3nde =2’ =2

1
Koska funktion F kuvaaja kulkee pisteen (1,—5) kautta, niin on oltava

1
F)=—-.
)=-3
1.13—2.12+C:_l
6 2 3
1 3,01
6 2 3
o1 73
= _ —_
3 6 2
C:_g_l_lr__
6

Kysytty funktio on F(x)= éx3 —%xz +1.

Funktion f{x) = sin 3x kaikki integraalifunktiot ovat
. 1 .

F(x)= J.s1n3xdx = 5.[3 -sin 3xdx

- —lcos 3x+C. /\ "/\/rﬂ\
3 1

Kuvassa ovat integraalifunktion ¥ 05
kuvaajat alhaaltapdin lueteltuina
integroimisvakion C arvoilla /\ . /\ /;

1
——,073al.
> J
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. . . . . 10
Integraalifunktio F, jonka kuvaaja kulkee pisteen (m, ?) tayttdd ehdon

F(n):?.

—lcos(3n)+ C= 10
3 3

=Ccos T

1 1
—Lcosmt C=—

1 10
—(-D+C=—
3( ) 3
l+C=E
3 3
c-101
3 3
c-2
3
C=3

1
Kysytty integraalifunktio on F(x) = 3 cos3x+3.

[3x(6x* =1)°dx = % [4-3x(6x” =1)°dx
=% [12x(6x* ~ 1)’ dx

L Lex-nosc
410

1
=—(6x"-1)""+C
40

2
jf" dr = [6x°(x" + 1) dx
x +1

=2[3x°(x’ +1)"dx
=2In(x’ +1)+C
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j(ex +1)dx = j(ezx +2¢"+1)dx
=je“dx+j2e*dx+j1dx
=%j2-e2xdx+2fexdx+.[ldx

:%e2x+2ex+x+C

1
j(iﬁ\/})dx = [ +x7)dx
X
3
=—x"'+=x2+C
3

1 1
=——+=x"x2+C
x

1 2
=——+—xvJx+C
x 3

Ixz_ldXZJ%_l)dx

x+1
= [ (x=1dx

1
=—x"-x+C
2

J.(%—l)zdx:j(%—%Jrl)dx

1
=j(l—2x 2 4 1)dx
X

1
x|—2-2x2 +x+C

-
x>0

—Inx—4Jx +x+C

=In
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Funktion f{x) = e** kaikki integraalifunktiot ovat
_ 2x _ 1 2x
F(x)=]e dx—EIZe dx
= lez" +C.
2

Funktiolle F on voimassa F(0) = —1:

Lovioog
2
Live=a
2
l+C=—1
2
c=-12--2.
2 2

1
Kysytty funktion fintegraalifunktio on F(x) = Eez -

3
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Funktion f{x) = 3 sin 2x kaikki integraalifunktiot ovat

F(x) = [ 3sin 2xdx = % [2sin 2xdx

= —icos2x +C.
2

Koska F(0) = —1, niin
—%cos(Z-O)+ C=-1

—icos0+C=—1
2
—3-1+C=—1
2
c-1
2

. . . : 3 1
Kysytty funktion fintegraalifunktio on F(x)= > cos2x + >

Funktion f{x) = cos x sin® x kaikki integraalifunktiot ovat
F(x)= Icosxsinz xdx
= jcos x(sin x)* dx
1.5
=—sin" x+C.
3
Koska F(0) = -1, niin
%(sin0)3 +C=-1
1
-0 +C=-1
3

C=-1.

1.
Kysytty funktion fintegraalifunktio on F(x)= gsm3 x—1.
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L@ =[1"0)dx ja f(x) = [ f'(xr)dx

/(0 =] (202 (x =3 dx
= [@0x* (¢ ~x+ %)dx
= j (20x* —20x° + 5x%)dx

=4x" - 5x* +§x3 +C

Koska f'(1)= —g, niin

4-15—5-1“+§-13+cz—§
4—5+§+C=—§
3 3
C=—§—4+5—é
3 3
c=-10
3

Funktion f derivaattafunktio on f”(x) = 4x” — 5x* +§x3 —E.

Funktio f'saadaan integroimalla funktio f":
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1
Funktiolle fon voimassa f(1) = 7 joten

2pepegp 0 pt
3 12 3 4
g_ +i_&+D=l
3 12 3 4
D=1—2+1—i+m
4 3 12 3
p=T-3L,
2 2

Kysytty funktio on f(x)= §x6 -x + ix4 —mx + U

12 37 2
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Maaratty integraali

KERTAUSTEHTAVIA

K9.  Funktion farvojen muutos valilld [3, 5] on A{5) — f(3).

S(0)= [ £'()dx . joten f15) - A2) = [ /'(x)dx.

5 5 l 5 l
yhx—&u=j@x—®%u=%j&@x—®%u
3 3 3

152 > 23 2

=—/—(Bx—-6)2=—/(3x—-06)2
3{3( ) 9{( )
2 3

=§(<3-5—6>3—(3-3—6)2)

3

2003220 T =200 -35)
23 _ 23 _18-2V3

3 3 3

=2.3—

Funktion farvojen muutos viélilld [2, 5] on %

5 5
K10 a) [w(o)de = [15de
2 2

_ st
=(15-5)-(15-2)

=75-30
=45

b) Kohdan a tulos 45 tarkoittaa kappaleen kulkemaa matkaa aikavalilla
[2, 5]. Kappale siis kulkee 45 metrid kolmen sekunnin aikana.
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Kappaleen kiihtyvyys a on kappaleen nopeuden v muutosnopeus eli
a(t) = v'(f), joten v(t) = j a(t)dt.

Nyt nopeuden muutos ajanhetkestd r = 0 ajanhetkeen ¢ = 3:

3 3
[9.81de = /9,81¢
0 0

=(9,81-3)-(9,81-0)
=29,43

Vasaran nopeus hetkelld, kun se osuu maahan on noin 29 my/s.
Kappaleen nopeus v on paikan s muutosnopeus eli v(f) = s'(¢), joten

s(f) = jv(t)dz.

Nyt paikan muutos ajanhetkesté # = 0 ajanhetkeen ¢ = 3:

3 3
j9,81zdt=9,81jtdt
0 0
1
—9,81451‘
_ 12 1
=9,81(3-3 —5-0%)

-981.2
=981

= 44,145

Vasara putoaa noin 44 m, joten rakennusteline on noin 44 metrid korkea.
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3 3
[Ldc=/Infx|=1n[3|~In]e|=n3-1

Kirjoitetaan lauseke [3x + 4| ilman itseisarvomerkkeja.

Funktion 3x + 4 kuvaaja on nouseva suora y = 3x + 4.

: . 4
Funktion nollakohta saadaan yhtéldstd 3x + 4 = 0, josta x= 3

Nyt 3x +4 <0, kun x<—§ ja3x+4>0, kun xz—g, joten

—(3x+4), kunx < _4 -3x—4, kun x < 4
|3x+4|= 3 = 3

3x+4, kuan—% 3x+4, kuan—g

4 4
Madritty integraali lasketaan kahdessa valissé [-2, —5] ja [—5, 0].

4

0 3 0
[[3x+4]dx = [ (-3x—4)dx+ [ Bx+4)dx
-2 -2 4

3
4

303 ° 3
= [(-=x*—4x)+ [(=x* +4x)
L2 ‘02

3

34, 4 3 ,
=[5 (30 4 ()~ (5 (-2 4 (-2))]

HG0 440 = G- (-3 +4- (=)

8 16 8 16
—[(—§+?)—(—6+8)]+[0—(5—?)]

_8 5,8 10 51
3 773 3 73
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Kayrien rajoittaman alueen pinta-ala

KERTAUSTEHTAVIA

K13, AL B-1ja C-II

> P 10 ¥ /
K14 A= f(x)dr =] (3x* = 2x+ 1)dx * =it

: ’ :
=/(x’ =x*+x) s
0 s
—(2°-22+2)-0 :
3
-6 y
Pinta-ala on 6. :,

2 -1 ] 1 2

K15. a) Funktio €' saa vililld [1, 4] positiivisia arvoja, joten

0

= ex b

4 1 2
=e —e

4 20
=e —e.

Pinta-ala on ¢* — e. — Sa— ;
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b) Funktio

saa vililld [1, 4] seké negatiivisia ettd positiivisia

arvoja, joten pinta-ala médritetdin kahden osavélin avulla. Funktion
merkki vaihtuu sen nollakohdassa.

Ratkaistaan funktion nollakohta. y
3
x =27 _0 4
9 3
X =27=0

=27 |
x=327 '

x=3 )

3.3 4 3
A=-[% 27dx+j(x 27 dx 2
9 9
1 3

T 27 X 27
— [ E—ZDde [ (E - ZDydx
!(9 ;) !<9 >
1 1
=—|(=x" =3)dx +| (=x" —3)dx
!(9x ) !(9x )
3 4

L 4
=—/(—x" =-3x)+ /(—
{(36 ) {(3
27 107 44 27
=S
4 36 9 4
_203_ .23
36 36

1,
x"—=3x
p )

]

Pinta-ala on 52.
36
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) Funktio Jx saa vililld [1, 4] positiivisia arvoja, joten

2 2 : y=Vz
=/=x
3 2 /
43 z=1 =4
:g xE 1
35
s 3 0 X
=§(42_12) 0 2 3 1 5
_14_,2
3 3

Pinta-ala on 4%.
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K16. a) Kiyrd y = x> —5x + 4 leikkaa x-akselin,
kuny=0.

¥ =5x+4=0,jostax = 1 tai x = 4.

Kayra leikkaa x-akselin kohdissa
x=1ljax=4.

b) Tasoalue on x-akselin alapuolella, joten

4
A==[(x* =5x+4)dx
1

4
=—/(§x3 —%xz +4x)
1

1
Pinta-ala on 45.
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Molemmat funktiot — ja Jx saavat ei-negatiivisia arvoja tarkasteltavalla
X

vélilla [0, e]. Hahmotellaan tilannetta kuvan avulla.

y H:ﬁ /
| r=e
1
t,l‘——;
___—_______—
[ | X
o 1 2. 3 4
. I . .
Kiyrien y =— ja y=+/x leikkauskohta:
X
L=Vr 1ORx>0
X
1
—2=x||~x2
X
X =1 e

1 e 1 l e
A:jﬁdﬁjidx:szdmj—dx
0 lx 0 lx
1 é e
=/2x2 +/Inx
03 1
_2 041022242
3

Pinta-ala on 1%.
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Kéyrit y = cos x ja y = cos 2x leikkaavat

V
toisensa, kun cos x = cos 2x. /«03 X /\
T
COSX = COS2x / ) v
1 2

x=X2x+n-2n, ne

x=2x+n'27'[ ta] x:—2x+n,2n JJ—COSZX
xX—=2x=n-2n X+2x=n-2xn
—x=n-2n 3x=n-2m ||:3
27
= '2 = —_
xX=n-2m xX=n 3

Tarvittavat leikkauspisteet saadaan n:n arvoilla 0 ja 1.
Kun n = 0, saadaan alueen vasemman reunan leikkauskohta x = 0.

Alueen oikean reunan leikkauskohta saadaan yhtdlostd x = n -2%, kun

n=1:x=1- 2_7t=2_n

3 3

Tarkasteluvililld cos x > cos 2x, joten alueen pinta-ala saadaan maarattyna
2

3
integraalina 4 = J. (cosx —cos2x)dx.
0

2n 2n
3 3

A= | (cosx—cos2x)dx = Jcosxdx IZCOSZxdx
0 0

2n
3

smx—% { sin2x

o\u‘;’ o'—,u‘;’

21
=(sin=~ 3

_3/3
4

_sin0) —%(sin(Z -2—3“) —sin(2-0))

. : 2. . 3
Vastaus: Leikkauskohdat ovat x =0 jax = ?ﬁ ja pinta-ala on v
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Hahmotellaan tilannetta kuvan avulla.

Funktio f(x)=+/x-1 on muuttujan x
funktio, jonka kuvaajana on kdyra
y=+/x—1. Koska aluetta rajaa

y-akselilla suorat y = 1 ja y = 3, alueen
pinta-ala saadaan laskemalla muuttujan y
funktion mééaritty integraali valilla [1, 3].

Ratkaistaan yhtdlo y =+/x —1 muuttujan x suhteen.
y=+x-1
Y =x-1

x=y +1
Kysytyn alueen pinta-ala saadaan méaaréttynd integraalina

h 2 3 1 3 1 3 1 3 2
[P +Ddv= /Gy + =G -3 +3- G- P+D) =107,
1 1 3 3 3 3

Pinta-ala on 102.
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Tilavuus

KERTAUSTEHTAVIA

K20. Pyordahdyskappaleen tilavuus saadaan maératyn integraalin avulla.

3 3 : !
Vznj(xz)zdxzrcjx4dx

3
_ L.
—n{sx
1 4,5 1 45
(=3 —-1.1
TC(S > 5 ) r=3
2831
5 5
_242n o
5 4
Tilavuus on 242%.

K21. Hahmotellaan tilannetta kuvan avulla:

Selvitetddn kdyrien y =x — 3 ja y =+/x —1 leikkauspiste yhtalosta

Jx—=1=x-3.

Yhtélon méérittelyehto on x — 1 > 0, josta x > 1 (juurrettava) jax — 3 >0,
josta x > 3 (nelidjuuren arvo). Ehdot ovat yhti aikaa voimassa, kun x > 3.
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Nx-l=x-3 [()

(x=3)Y=x-1
xP—6x+9=x-1
x*=7x+10=0
N YN = R B ET)

b

2-1
jostax =2 taix =5.

Yhtilon ratkaisuista vain x = 5 toteuttaa méarittelyehdon.

Kéyrd y =+/x—1 leikkaa x-akselin, kun y = 0.
VJx=1=0
x—-1=0
x=1
Suoran y = x — 3 ja x-akselin leikkauskohta:

x—3=0

x=3

Pyorahdyskappaleen tilavuus voidaan laskea kahden pyordahdyskappaleen
tilavuuden avulla. Ulompi kappale syntyy, kun kdyrd y = Jx-1
pyorédhtad valilla [1, 5] ja sisempi, kun suora y = x — 3 pyorahtda vélilla
(3, 5] x-akselin ympéiri.

V=nj(mydx—nf(x—3)2dx
=ni(x—1)dx—ni(x2 —6x+9)dx

5 5
= n/(%x2 —x)—n/(%x3 —3x% +9x)
1 3
8n _ lém

=g oF - 101

3 3

Tilavuus on 16775
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Koska kéyréd pyorihtdd y-akselin ympaéri, niin pyordahdyskappaleen
tilavuus saadaan méairéttyné integraalina muuttujan y suhteen. Ratkaistaan
yhtilo y = In (0,5x) muuttujan x suhteen:

y=1n (0,5x)
e=05x |2
2¢" =x

¥

i = In(0, 5ir)

/2 3 4 5 [

2
Integroimisrajat y-akselilta saadaan selville muuttujan x arvoilla — ja 2e:

e

alaraja: y =1n(0,5 -z) = ln(l -g) = 1n(l) =—1
e 2 e e

ylaraja: y=1n (0,5 -2e) =Ilne=1.

Pyorédhdyskappale syntyy, kun kéyréd x = 2¢” pyoréhtié y-akselin ympéri

vililla 1-1, 11.

Pyorahdyskappaleen tilavuus saadaan maérattynd integraalina

1

1

V= ch (2¢")’dy = Zch (2¢*)dy

-1

1
= 27r/ezy

-1
=2n(e’ —e™)

=2n(e’ —iz) =2n
e

Tilavuus on 27

2
e

e

et -1

1

4

2
e

l=4557.)
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K23. Saviruukun sisédosan pohjanelion

sivun pituus on
20cm—-2cm—-2cm=16cm 0
ja suuaukon nelién sivun pituus

on
36 cm—2-2cm=32cm.

2em
RSN

—

ruukun poikkileikkaus

Saviruukun pohjanelion sivun pituus kasvaa tasaisesti (lineaarisesti)
korkeudelta 2 cm korkeuteen 40 cm sivun pituudesta 16 cm sivun
pituuteen 32 cm. Sivun pituuden kasvu korkeuden yhtd senttimetrid kohti

32cm-16cm 16cm 8
n = =—~=0,42.
40cm—-2cm 38cm 19

Kun ruukkua leikataan korkeutta vastaan kohtisuoralla leikkauksella

korkeudelta 4, on poikkileikkausnelion sivun pituus 16 + — 8 h.

19
Poikkileikkausnelién pinta-ala korkeudella / saadaan lausekkeesta
(165 ) =256+ 220 h+-00 17 (16.+ 04K =256 + 12,8 + 0,164

Ruukun sisdosan korkeus on 40 cm — 2 cm = 38 cm.

Ruukun tilavuus saadaan méarattyni integraalina:

38
V:j(256+@h+—h Ydh

_/(256h+§h2 LLBRPEN
19 361 3
= 22698,67(cm’)

~23 (dm’).

Ruukun tilavuus on noin 23 litraa.
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Kokoavia tehtavia

ILMAN TEKNISIA APUVALINEITA

1. a) Funktion f kuvaaja on paraabeli, ja kuvaajista ainoa paraabeli on
kuvassa D. Varmistetaan vield laskemalla, ettd pisteet (1, 0) ja (0, 0)
ovat on funktion f kuvaajalla.
f(=1°-1=0
f(0)=0"-0=0
Kuvaaja D on funktion f kuvaaja, siis f — D.

Toisen asteen polynomifunktion integraalifunktio on kolmatta astetta
oleva polynomifunktio. Kuvaajista ainoa kolmannen asteen
polynomifunktion mahdollinen kuvaaja on kuvassa B, joten F — B.

Funktion g kuvaaja voidaan paatella jéljelle jadneistd kuvista A ja C

laskemalla esim. arvo ¢(2) =%. Siisg - C.

Nyt ainoa jéljelle jadnyt funktio on G, joten sen kuvaaja on kuvassa A.
Siis G — A.

b) FOQ:If(@dx:jo@—xxM:%x3—%x2+C

Koska funktion F kuvaaja kulkee pisteen (1, 1) kautta, niin F(1) = 1.
Ratkaistaan vakio C tdmén tiedon avulla.

_1p_1lgp
F()=31—51°+C

2) 3)
_1_ 71
= 37 3*¢
_2_3
=5 1€
__1
= 6+C

Yhtilosta —% +C =1 ratkaistaan C:

Siis F(x)=%x3 —%x2 +%‘
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()= [g(x)dx=[T-dx=In| x|+ C=Inx+C
>0

Koska funktion G kuvaaja kulkee pisteen (1, 1) kautta, niin G(1) = 1.
Ratkaistaan vakio C timén tiedon avulla.
G(l)=In1+C=0+C=C

Koska G(1) = 1, niin nyt oltava C = 1.

Siis G(X)=In x + 1.

Vastaus: a) f—-D,F-B,g-CjaG-A
Lo LT -
F(x)_3x 2x +6 ja G(X)=Inx+1

Funktion f kaikki integraalifunktiot ovat F(x)= Iexdx =e*+C.

Hahmotellaan funktion €* kuvaaja.

Eksponenttifunktioiden kuvaajat kulkevat aina pisteen (0, 1) kautta,
silld @° = 1, kaikilla a > 0. Koska halutun integraalifunktion kuvaaja
kulkee origon, eli pisteen (0, 0) kautta, tdytyy funktion e* kuvaajaa
siirtdd yksi yksikko alaspdin. Kysytty funktio on €* — 1.

y

3.
y=e—1

|
]
|
[ur
-
wa—
=
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Suora x = 0 on y-akseli. Koska halutun integraalifunktion kuvaaja
kulkee pisteen (0, 3) kautta, tdytyy funktion €* kuvaajaa siirtdd kaksi
pykaldd ylospdin. Kysytty funktio on €* + 2.

y/y=e"+2

"
h
=
N -
0=
=

F(x)= jsin Xdx=-cosx+C
Ratkaistaan vakio C tiedon F(0) = 0 avulla.
F(0O)=——cos0+C=-1+C
Nyt—-1+C=0
C=1

Siis F(X) = —cos x + 1.

Vastaus: F(X) = —cos X + 1
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[20ex-1 dx——(2x )*+C

TR e

1. 1 1

3x _ |1 .r.a3x _ 1 . 3x _ 1 3x

J'e dx_J‘3 3.e7dx = Isé) u(e?z?))dx_3ui(x»+c
_1)? 2

J-—(2x D dx:I—4X _4X+1dx:j(4x 4+1)dx
X X

=2x" —4x+In| x|+ C=2x" —4x+Inx+C
>0

1 _ 7
jmdx_j(4 2X);dx [(4-2x)7dx

=j (=2)-(4-2X) 2dx_—%_"—2 (4-2%)7 dx
SO us(0)

=—— —(4 2x)2+C——v4 2x+C

U (s(x))

Vastaus: %(2x—1)4 +C %e“ +C
2% —4x+Inx+C —J4-2x+C
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Lasketaan méaérétty integraali.

_(% 2\ _(a )% ., a_,;_38a_
_(2 3)(2”) y Ty l=m

Ehdosta I (ax—1)dX =4 saadaan yhtilo, josta ratkaistaan a:
-1

4a—4=4
4da =38
a=2

Ehdon téyttiva funktio on 2x — 1.

y

4

3.

2
=2x-1

1 y

5 4 1 2 3 %

/Z

Vastaus: a = 2, jolloin kysytty funktio on 2x — 1.
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Paraabeli y = 3x* — 6x aukeaa ylospiin, koska toisen asteen termin 3x*
kerroin 3 on positiivinen. Ratkaistaan paraabelin nollakohdat ja
hahmotellaan kuva tilanteesta.

3x*—6x=0
3X(x—2)=0
3x=0 tat Xx—2=0
X=0 tai Xx=2

y= 32" — 6z

Yl16spdin aukeava paraabeli saa nollakohtiensa vélissé negatiivisia arvoja,
joten paraabelin ja suoran y = 0, eli x-akselin, rajoittama alue on X-akselin

2
alapuolella. Kysytyn alueen pinta-ala on — I (3x* = 6X)dx.
0

~[ (3% = 6x)dx = —;(x3 —3x%)

—((2°-3-2%)-0)
~(8-12)

~(-4)

=4

Vastaus: Alueen pinta-ala on 4.
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Madritty integraali antaa funktion kuvaajan ja X-akselin vilisen alueen
pinta-alan vain, kun alue on X-akselin yldpuolella. Alue koostuu

kahdesta osasta, vililla [0,%} alue on X-akselin yldpuolella, jolloin

3
A= J sin 2Xdx ja vélilla [ 2 ] x-akselin alapuolella, jolloin
0

= —Ism 2xdx . Kuvaaja on symmetrinen, joten kyseiset pinta-alat

s

2
ovat yhti suuret. Koska integraali laskettiin vililla [0, n], integraalin
arvoonA-A=0.

Kysytyn alueen pinta-ala on

A=

o'—-.w\:

sin 2XdX +(— Ism 2xdx)

2

3 ,
=—/( cosZX)—%/(—cosZX)
0 .o

Nl»-

2

1 i 1 b1
= —5(008(2 Ej —cos(2:0))+ E(COS 2 — cos[Z 5))

1 1
= _E(COS n—cos0)+ E(COS 27T —COS )

1 1
=S (1=D+ 2 (1=(-D)

1 1
_—EGD+EO+D

=1+1
=2

Vastaus: a) Hén ei ottanut huomioon, etti osa alueesta on X-akselin
alapuolella.
Alueen pinta-ala on 2.
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Lasketaan méératty integraali.
4 4
I(3 —2x)dx=/(3x-x*)
b b

=(3-4-4%)-(3b-b%)

=12-16-3b+b’
=b>-3b-4
Mairétyn integraalin arvo on 0, joten
b*-3b-4=0
~(3)£V(3) ~4-1:(-4)
b= 21
b= 3+V9+16
2
o 3£Y25
2
_3%£5
b==3
_3+5 . _3-5
b——2 tai b N
b=4 b=-1

Lasketaan méairitty integraali.
b

b
J'exdx= /et =¢"—e' =¢" —é
e} -1

Maérityn integraalin arvo on 1, joten

e -1
e
e =141
e
eb:§+l
e e
ebzeT"'l |[a*=y=x=log,y, log,x=Inx

b =1neT+1 ||1og§:10gx—logy
b=In(e+1)—Ine
b=lne+1)-1

Vastaus: a) b=—1taib=4 b=Ine+1)-1
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Funktiot f;, f,, f3 ja f4s ovat kasvavia vililla [a, b], joten derivaattafunktiot
fi', f2', 3’ ja f4’ ovat ei-negatiivisia. Néin ollen derivaattafunktioiden
kuvaajien ja x-akselin vélisten alueiden pinta-alat ovat madratyt integraalit

fi(x)dx = f,(b) - f,(a)
le(x) dx=f, (b)- f,(@)
f3'(X) dx = f,(b)- f,(a)

f,(x)dx = f,(b)- f,(a).

D T D T D e T D — T

Kaikki ndma ovat yhté suuria, koska funktiot f;, f,, f; ja f4 saavat sekd
kohdassa a ettd kohdassa b saman arvon, jolloin arvojen erotus on kaikilla
funktioilla sama.

esim.
fxX)=1taif(x)=x+1

f(xX) = x tai f(x) = —x
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APUVALINEET SALLITTU

11. Funktion f kaikki integraalifunktiot ovat muotoa F + C, jossa F'(x) = f(X).
Funktion f kaikki integraalifunktiot F ovat kasvavia, jos f(x) > 0 kaikilla
muuttujan X arvoilla.

Koska x* > 0 kaikilla muuttujan x arvoilla, niin télld perusteella 3x* > 0 ja
siten 3x* + 1 > 1. Siis funktion f(x) = 3x* + 1 arvot ovat aina positiivisia ja
talla perusteella kaikki funktion f integraalifunktiot F + C ovat kasvavia.

Mairitetdan funktion F lauseke.
F(x) :‘[(3x2 +1)dx = x> +x+C.

Koska integroimisvakio C = 1, niin kysytty integraalifunktio on
F(x)=x+x+ 1.

y
3]
y = F(x)
2.
/
R i 2 3 X
1]
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Hahmotellaan tilannetta piirtamalla
kuva.

Kaéyrien leikkauskohdat saadaan
yhtélosta

X¥+3=x+x2—5x+3
X —5x=0
X(x*—5)=0.

Y= 4+ —5x+3

X

2 4 L] 8

Yhtilon ratkaisut ja kdyrien
leikkauskohdat ovat x = —/5, x=0 ja x =+/5.

Alue rajoittuu 1. neljannekseen, joten rajat ovat X =0ja X = J5.
Osoitetaan, etti kiyrin y = x* + 3 kuvaaja on ylempini kuin kiyrin
y =X’ + x* — 5x + 3 kuvaaja tilla vilill4.

Tarkastellaan vastaavien funktioiden arvoja testikohdassa valilta

10, V5 1.

Valitaan kohdaksi X = 1, jossa funktio X* + 3 saa arvon 12+ 3 =4, ja
funktio X* + x> — 5X + 3 saaarvon 1° + 12 -5 -1+ 3 =0.

Funktion X* + 3 arvot ovat tarkasteltavalla vililli suurempia.

Alueen pinta-ala on
5

J5 5
A= (O +3)= (X" +X* =5x+3))dx = [ (=X’ +5X)dx

L1, 05
= /(_ZX4 +EX2)dX
0

4 4

. . 2
Vastaus: 2) X=—V5, x=0jax=+5 b) Alueen pinta-ala on 75
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Hahmotellaan tilannetta piirtdmalla kuva.

Y = Ccosx

N

Y = cos 2x

Ratkaistaan kédyrien leikkauskohdat.
COS X = cos 2X
X=42X+n-2n

X=n-2m tai X=n-2—3n.
Vililla 10, [ on leikkauskohta X = 2Tn

Osoitetaan, ettd funktion cos X kuvaaja on ylempéana kuin funktion cos 2x

kuvaaja vililli 10, 23—“[.

Viililld olevassa kohdassa X =g funktion cos x arvo on 0 ja funktion cos

2x arvo on cos 2wt = —1, joten funktion cos X kuvaaja on ylempéna.
Kaéyrien rajoittaman alueen pinta-ala on

2n 2n
3 3
A= [ (cosx—cos2x)dx = /(sinX—%sinZX)
0 0
_33
4
343

Vastaus: Alueen pinta-ala on 4
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Piirretddn kuva.

Merkitian f(X)=+X ja g(X):%X2.

Ratkaistaan leikkauskohdat yhtdlosté Ix = % X2

Yhtélollé voi olla ratkaisuja vain kun X > 0 ja %Xz >0.

Koska %XZ >0 aina, niin yhtélon ratkaisun tulee toteuttaa ehto x > 0.

Ratkaistaan yhtalo.
1,2
==X
Vx 8
X=0taix=4

Kuvaajat leikkaavat kohdissa X =0 ja x =4.

Lasketaan molempien funktioiden arvot leikkauskohtien vélilla
olevassa testikohdassa, joka valitaan kohdaksi X = 1:

f(1y=1 =1
1 21
—L.2=1
9= 3
Kuvan ja kohdassa x = 1 laskettujen arvojen perusteella
nelidjuurifunktion f kuvaaja on ylempéna vililld [0, 4]. Alueen pinta-

ala on siten A= I( f(x)—g(x))dx.
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4 471 4 3
- e ax=[(x2 Ly Jax=/[ 2x2 L. 1o
A _([(& 8x)dx _([(x 8xjdx 0/(3x 2 3xj
4 1
/25—l (2 1 3)
0/(3)”( 24X) J5xx—ggx
_(2 _ L) (2 _ L
_(34\/Z 244) 30I 240)
|8, 4 |_,_16_16"_16_8
3° 46 36 3 3
1
8 2
:—:2—
3 3

Syntyvin pyordhdyskappale on ontto. Sen tilavuus saadaan
vahentdmailld ulomman pyorahdyskappaleen tilavuudesta sisemmén
pyorahdyskappaleen tilavuus.

Ulompi pyérihdyskappale syntyy kun kiyrin y =X ja x-akselin
rajaama alue pyorahtda X-akselin ympari vililla [0, 4]. Lasketaan sen
tilavuus Vi.

V, = ;z(dx 7rxdx ﬁ/lx —;r(——O) 87
02

Slsempl pyorahdyskappale syntyy kun kdyrén y = % x” ja x-akselin

rajaama alue pyorahtda x-akselin ympari valilla [0, 4]. Lasketaan sen
tilavuus V.

167

—nj(—x) dx = zj—x dx = 72'/— lx = —0)—

;1/5

Kysytyn pyordhdyskappaleen tilavuus on
V-V, =87 — 167 _ 40z 167 _ 247z'
5 5 5 5

Vastaus: a) Alueen pinta-ala on 22. Kappaleen tilavuus on 2451—71

3
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Paraabeli y* — X + 1 = 0 kirjoitettaan muotoon X = y* + 1. Piirretdéin kuva.

A\
2

Koska paraabeli X = y* + 1 aukeaa oikealle, alueen pinta-ala on helpointa
laskea vaakasuunteisesti alueena jota rajoittaa oikealta suora x =y + 7 ja
paraabeli.

Lasketaan kuvaajien leikkauskohdat.

yV+1l=y+7
Y -y-6=0
y=—2taiy=3
3 3

A=[((y+D)=(y* +D)dx= [ (-y* +y+6)dx

2
3

_/( 1.5, 1 2
-/ Ty gy o)
_125 553

6 206

Vastaus: Alueen pinta-ala on 20%
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Piirretddn kuva.

Koska alue pyoréhtad y-akselin ympéri, rajat ja rajoittavat kdyrét on
esitettivd muuttujan y avulla.
y=3x>+0,5
2

y=3X 3x2=y-0,5

y-0,5

X =2

3

2 Y
73

Molempien paraabelien huiput ovat y-akselilla joten pyorahtava alue on

symmetrisesti y-akselin molemmin puolin. Koska alue pyordhtda y-akselin

ympéri, ei ole valid pyordhtdako x-akselin oikealla vai vasemmalla oleva
alue, syntyvé pyordhdyskappale on molemmissa tapauksissa sama.

Valitaan pyorédhtévéksi alueeksi y-akselin oikealla puolella oleva alue. Nyt

ulompi kayrd X= \/g pyorihtdd y-akselin ympéri valilld 0,25 <y <4,

Sisempi kédyrd X =, [y_TO’S pyorahtdd y-akselin ympéri vélilla
0,5 <y <4 silléd paraabelin huippu on pisteessa (0; 0,5).
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Syntyva pydrahdyskappale on ontto ja sen tilavuus saadaan viahentdmalla
ulomman pyo6rahdyskappaleen tilavuudesta V, sisemmén
pyorahdyskappaleen tilavuus V.

—nj(dy nJ. dy n/ y —n(é —%-0,252)

0,25 025 0.25

( _) 85m
3 96/ 32

4 2
-0,5 1
Vo[ 2 0y f( =) - "/( 5]
0,5 0,5
—af(L.42- L. logs2_1.
_“((6 % 4) (6 0.5 05))
—nl2—(-L)|=49n
—n(2 ( 24)) 24
Kysytyn pyordahdyskappaleen tilavuus on
85t _49m _ S9m _ 3
V, -V, = 24 =06 ~1,9(dm’).
Massa saadaan kertomalla tiheys 2,5kg/dm’ tilavuudella 5996n dm’:
2,5kg/dm’ - 5996“ dm’® ~ 4,8 kg,

Vastaus: Astian tilavuus on n. 1,9 dm® ja sen massa on n. 4,8 kg.
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Piirretddn kuva.

Kirjoitetaan molempien kdyrien yhtdlét muuttujan x avulla.
X = 4y y? =4x
y= x2 y =+/4x = £24/x

Koska alue on koordinaatiston ensimmaiisessé neljanneksessé, ovat X ja y
ei-negatiivisia ja toisen kiyrdn yhtilo y =2vx.

Lasketaan kayrien leikkauspisteet.

%x2=2\/§
X=0jax=4

Kysytty alue on vililld [0, 4]. Osoitetaan, etti tilld vililld kdyrd y* = 4X on
ylempini kuin kiyrd x* = 4y.

Kunx=1ony=2> %, joten kiyri y* = 4X on ylempini.

Alueen pinta-ala on

4 3
A= I(zf —x 2)dx /gz—Lx%sl.
0

Vastaus: Alueen pinta-ala on 5—.
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Hahmotellaan tilannetta piirtdmaélld kuva. Jactaan kuvassa alue kahtia
suoralla X = C.

Kun 0 <x <4 ovat arvot 1 + 15(x + 1) positiivisia. Niin ollen koko

4
alueen pinta-ala A on I(l +15(x+1)7 )dx

0

(1+15(x+1))dx = /(x 15(x+1)") = /(x—%)_lé

0

A=

o'—-.-xa

Suoran X = ¢ vasemmalla puolella olevan osan pinta-alan A, tulee olla
puolet koko alueen pinta-alasta:
A1 =

Esitetddn sama pinta-ala maarattynd integraalina.
¢’ +16¢

A= Il+15(x+1)’2)dx /( X+1) -

Téstd saadaan yhtilo

2
C+16C _g |.(c+1), c>0

c+1
c’+16c=8c+8
c’+8c—-8=0
C_—Sizx/% _—8+24J€ _ 4428

Koska 0 < ¢ <4, niin ¢ =—4+26.

Vastaus: Alue voidaan jakaa kahtia esim. suoralla x = —4 + 2/6.
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19. Hahmotellaan tilannetta piirtimilld kuva. Ympyrin X* + y* = 1 keskipiste
on origossa ja sen siade on 1.

b
Tilavuuden laskemiseksi kaavalla V = J. A(X)dX on selvitettiva

a

integroimisrajat a ja b ja poikkileikkauspinta-ala A. Koska kappaleen
pohja on ympyrén sisdpuoli, sijaitsee kappale vélilld —1 <x < 1. Siis

a=-ljab=1.

Piirretddn pohjaympyran kuva ja méédritetddn sen avulla
poikkileikkauskolmion sivun pituus.

2+y =1

05

(z, V1 —2a2)

(z,—v/1—2?)

X +y>=1
y2:1_X2

y=vI-x* taiy=—V1-x’
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Kohdassa x poikkileikkauskolmion kirjet ovat pisteissd (X,v1-x>) ja
(X,—1=x%).
Siten kolmion sivun pituus kohdassa x on 2v/1—X’.

Lasketaan poikkileikkauskolmion pinta-ala kaavalla A= %bc sina.

Koska kolmio on tasasivuinen, kaikki sivut ovat pituudeltaan 2v1—x* ja
kaikki kulmat ovat 60°.

Poikkileikkauskolmion pinta-ala on

A(x):%-zx/l—xz 21=X -sin60°=3(1-x?).

Kappaleen tilavuus on siten

% :j‘«/g(l—xz)dx=\/§0/l(x—%x3)

i) )3

_43
3

43

Vastaus: Tilavuus on =
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Funktion f derivaattafunktion muutosnopeus on funktion f toinen
derivaatta, siis f"(X) =e* — e~

Madritetddn derivaattafunktion f' lauseke.
f'(x)= I f"(x)dx = J‘(eX —e )dx=e"+e " +C

Koska funktion f pienin hetkellinen muutosnopeus on 1, niin
derivaattafunktion f' pienin arvo on 1.

Maééritetddn kulkukaavion avulla missé funktio f’ saa pienimmén arvonsa.
Lasketaan tété varten toisen derivaatan nollakohdat.

f(x)=0
e*—e =0
x=0

0 x | )= —e™ | Merkli

fx) - + -1 (=24 —

fx) —y | 7 1 [=24 =

Koska derivaattafunktion pienin arvo 1 saavutetaan kohdassa 0, niin
f'(0) = 1. Ratkaistaan vakion C arvo tdimén tiedon perusteella.

f'((0)=e’+e’+C=2+C
2+C=1

C=-1
Siis f'(x)=e"+e*—1.

Miiritetaan funktion f lauseke.
f(X)ZJ‘ f '(X)dX=j(ex +e7* —1)dX=eX —e*—x+D

Koska funktion f kuvaaja kulkee pisteen (0, —1) kautta, niin f(0) = —1.
Ratkaistaan vakion D arvo timén tiedon perusteella.

f(0)=eo —e?-0+D=D, misti saadaan D = —1.
Siis f(x)=e"—e " —x-1.

Vastaus: f(x)=e*—e*—x-1.
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