Juuri Kertaus e Tehtavien ratkaisut ¢ Kustannusosakeyhtic Otava e pdivitetty 24.10.2018

1 Luvut ja laskutoimitukset
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102.  a) Vastalukuon —(~3-7)=—/3+7=7-3.
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Kainteisluku on

b) Vastalukuon—(e—1)=—-e+1=1—e.

Kainteisluku on Ll

¢) Vastaluku on —(—a + b) =a — b.
1

Kaééanteisluku on .
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104.  a) 1,03-107° =0,0000103

b) 2,40-107 =24 000 000
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105.  a) Luvut ovat toistensa kéanteislukuja, jos niiden tulo on 1.

V6 V6 _6_,
3 2 6
Luvut ovat toistensa kdéanteislukuja.

b) Luvut ovat toistensa vastalukuja, jos niiden summa on 0 ja
kadnteislukuja, jos niiden tulo on 1.

Q+V3)+(2-V3)=2+2+V3-3=4%0
Q2+V3)2-3)=4-3=1

Luvut ovat toistensa kadnteislukuja mutta eivat vastalukuja.

I I I
106, (1+1)-(1+3)-(+3)+..+(+g5)
_g. 3 A S 99100 4 1002100
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2) (a+3)*—(a-3)*
=a’+6a+9—(a* —6a+9)

—a’>+6a+9—a*+6a-9
=12a

107.

b) (a+3)a-3))% =(a*-9)* =a* —184° +81

c)
2+ 2(Wa+)(a-1)
=2+2(a’ -1%)
=2+2(a-1)
=2+2a-2=2a
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1.2 Prosenttilaskuja

LUVUN 1.2 YDINTEHTAVAT

110. a)100% +15%=115%
1,15a

b) 100 % — 35 % =65 %
0,65a

¢) 100 % + 230 % =330 %
3,3a

d) 100 % — 50 % = 50 %
0,5-0,5a=0,25a

111.  Merkitdédn verotonta hintaa kirjaimella x.
1,24x=1389,90 || : 1,24
x=314,435...

Veroton hinta on 314,44 €.
Hinnassa on veroa 389,90 € — 314,44 € = 75,46 €.

112. Merkitddn tyontekijoiden méiraa vuoden alussa kirjaimella x.
1,09x =145 : 1,09
x=133,027...

Yrityksessd oli vuoden alussa 133 tyontekijaa.
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113.

114.

116.

Liuosta on yhteensa 500 g + 300 g =800 g.

6-prosenttisessa liuoksessa on suolaa 0,06 - 500 g =30 g.
S-prosenttisessa liuoksessa on suolaa 0,05 - 300 g=15g.
Suolaa on yhteensd 30 g+ 15 g=45 g.

Lasketaan koko liuoksen suolapitoisuus.

—_— = Z

Syntyvén liuoksen suolapitoisuus on 5,6 %.

Merkitdan matkustajaméérds vuoden alussa kirjaimella a.

Helmikuun alussa matkustajaméérad oli 1,02a.

Maaliskuun alussa matkustajamééré oli 1,03 - 1,02a.

Huhtikuun alussa matkustajamiéré oli 1,04 - 1,03 - 1,02a = 1,092624a.

Matkustajamaéra kasvoi yhteensi 9,3 %.
Merkitddn osakkeen arvoa alussa kirjaimella a. Muutosten jilkeen
osakkeen arvo on 1,12 - 0,94 = 1,008a.

Arvo nousi 0,8 %.

Viite

Ly »
L, W
N
N o
L =

Kaavan numero
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1.3 Itseisarvon maaritelma ja ominaisuuksia

LUVUN 1.3 YDINTEHTAVAT

117.  a)Luku 1-+/2 on negatiivinen, koska 1=+/1<+/2.

b) [1-v2|=-(1-v2)=-1++2 =2 -1

18, a) Ns-1=v5-1 (f5>v1=1)
b) 3-v10[=-(3-10)=v10-3 (3=+9 <+10)

) |6-2 |=-(6-2 )=2 -6 (7r=3,14..>3, joten 27 >6)

119, a) M3+2|-[V3-2|=3+2-(~(v3-2)="3+2+3-2=2V3

Ilfl ~1-v2) _2-1_

\/—1 V2-1 2-1
0) N5 -5|-|5-V5|=-(5-5)-(5-V5)=—5+5-5+/5=0

120.  a) Epatosi. Luvun 0 itseisarvo on 0.
b) Epitosi. Jos esimerkiksi a = -3, |-3 + 2| =1, mutta -3 + 2 = —1.

¢) Tosi. TAma on osa itseisarvon maaritelmaa.
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121.  a) [n—2|+|5-n|=n-2+5-n=3
b) N3 +5/ N3 -5 =v3+5-(-(3-5)=v3+5+/3-5=23

) -3 -1|+[-(B3-D|==(B-D+( 3 -1)=—3+1+3-1=0

122.  a)la|=a,kuna>0.
b)Kuna<-1,niin1 +a<0,joten |l +a|=—(1 +a)=-1-a.
¢) |3a] =-3a, kun a <0.

d)Kuna<0,niin—a>0jal—a>0,joten |l —a|=1-a.

123.  a) Epétosi. Kun a = -1, —1 ei ole suurempi kuin —(—1) = 1.
b) Epétosi. Ei ole voimassa luvulle a = 0.
¢) Tosi. Koskaa+1—a=1>0,niina+1 >a.

d) Epétosi. Negatiivisille luvuille a viite ei ole voimassa, koska
nelidjuuren arvo ei voi olla negatiivinen.

e) Epétosi. Kun a = -2, —-|~(-2)| = — 2, mutta —(-2) = 2.
f) Tosi. Tallainen luku on esimerkiksi a = —0,5.
¢) Tosi. Téllainen luku on a = 0.

h) Tosi. Luku a = 0 on tillainen luku.
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Luvun 1 vahvistavat ja syventavat tehtavat

VAHVISTAVAT TEHTAVAT

124.  a) Pienin rationaaliluku on sellainen negatiivinen luku, jonka itseisarvo on
suurin. Luku on negatiivinen ainoastaan silloin, kun m = —1. Itseisarvo

Tt on suurin, kun nimittijd # on pienin, eli n = 2. Pienin luku on —%.

Luvuista m ja n valitaan (positiiviset) luvut siten, etti osoittaja m on
suurin mahdollinen ja nimittdja » pienin mahdollinen.

Suurin luku on % =1.

Huomautus:

Voidaan my0s luetella kaikki mahdolliset osaméaéarat
I 1 1 1112,
2, 3’ 4’0,453’253_]a17

ja valita niistd suurin ja pienin.

b) Luvun 1,5 kédnteisluku on % 1 :% =1-== 2 ja tdmén vastaluku on

b

2
3

—%. Luvun 1,5 vastaluku on —1,5 ja tdmén kéénteisluku on

1 3yo 222
-1,5 2 3 3
X) (x
1,1 1-x_ x 1 1-x_x+1-14+x_2x 2
125 a) —+—- =4+ —- = === == x=0
x X2 x2 ¥ X x2 x? x2 X

1 d*+2a_ 1 w(e+2) 1
2a-a®> 2+a  w(Q2-a) a+¥2 2-a

b) ,az0,a=12
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126. a) Lavennetaan luvut samannimisiksi.

135
270
W3 4
570
194 40
7770
Suuruusjarjestys madrdytyy osoittajien perusteella ja on % < % < %

b) Ja+b <Ja+b

Koska a > 0 ja b > 0, epiyhtdlon molemmat puolet ovat positiivisia ja
epayhtild voidaan korottaa puolittain nelidon.
(Na+b)* <(Na +b)?
a+b<a+2Ja-Nb+b ||-a-b
0<2vab

Oikealla puollella oleva lauseke on aina positiivinen, joten epayhtalo
aina tosi. Talloin myos alkuperdinen epayhtéld on aina tosi.

8-2° _2°.2° _2° 65 _,

127. @) S%-= T

b) 26 (2)8 26 28 26+8 214

<0 —
<0
%f—/
>0

128. a=0,75b

b__b _
o =055 = 0T5=1:

w|.;>.

=1,333...

-hlw

b on noin 33% suurempi kuin a.
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129.

130.

131.

A-L: V64 =4 =2

B-II

C-1

D-III: Vihenee neljdsosan, joten jdljelle ja4 kolme neljdsosaa, eli 0,75a.
E-I: Vdhenee neljdsosaan, joten jéljelld on neljdsosa, eli 0,25a.

F-1I: Jos a on negatiivinen, niin —a on positiivinen.

Merkitdan yOopymisen hintaa ennen sesongin alkamista kirjaimella a.
Sesongin alkaessa hinta on 1,08a.

Sesongin péétyttya hinta on 0,9 - 1,08a = 0,972a.

1-0,972=0,028
Hinta on laskenut 2,8 %.

(@’ —a*b®): (ab - a*b*)

_a’h*(1-d’bh)
ab(1-ab?)

_ (ab)* —ab?)(1+ ab)

ah(1—ab’ )

= ab(1+ ab?)

=ab +a*b’

=a’b® +ab

a=10°jab=10"

(10%)%-(107°)* +10°-107°
=10"*-10" +10'

=107 +10

=0,001+10

=10,001
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132.  a) Luvut ovat toistensa vastalukuja, jos niiden summa on 0.
(a-b)tb-a)=a-b+tb—-a=0.
Luvut ovat toistensa vastalukuja.

b) Luvut ovat toistensa kéénteislukuja, jos niiden tulo on 1.

Na bVa _bVa-Na _ba _,
b a ba ba
Luvut ovat toistensa kéénteislukuja.

133.
Ja2~/4/5/6
=a-2-4-5-6
=Ja-2-2.2-5-2-3

Tulo on kokonaisluku, jos juurrettava eli 5 - 3 - a on jonkin kokonaisluvun
nelid. Pienin mahdollinen a:n arvo on 5 - 3 =15, koska tdlléin 5 - 3 - @ on
52 . 3%, Pienin kokonaisluku on 15.

2+J§)L+‘/§) 1 _ 2+2 " V2 :2+2\/§:1
B2 242 202+2) V202+2) 222+2

3 [2 [15 5 533 45 V3 B V333
‘”EE‘E@—W-T{ G e i 2

134. a)
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135, a) Wa+1)*—a-1=a+2Va+1-a—-1=2Va

b)
1+x) 1-x)
X X
l—xjL 1+x
o x(1+x) N x(1-x)
S (1+x)(1-x) (A+x)(1-x)
_x+x’x—x’
2

1-x
2x
2

_l—x

_a l-a
a-1 a
_AQ<a)i+a)
—(le/a)zf

_l+a
-1
=—1-a
=-a-1

d)
J5) 10 V541 4

J5 J5-1
_10V5_ 4(5+))

5 (5-DK5+))
_10v5 _ 4(5+1)
5 5-1
22\/—_/4(\//;“‘1)
=2J5-(\5+1)

=2J5-5-1
=5-1
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6 3 1 1 1
136. a) 426 =24 -22-02 2" 210722

137.

5 2 2
by 2 =¥ =P = 3= (2123
— 2.2 =¥

(Huomaa, ettd murtopotenssi on médritelty vain, kun kantaluku on
positiivinen.)

w\w
Il
(8]
—
Il
[OV)

(=7
~
2
w
|
N
|
(1
|
[\e[o)
o=
Il
<
5

a) Ei-negatiivisen luvun @ nelidjuuri on luku b, jos b >0 ja b* = a.
Koska 5 = /25 > /2, on 5-+/2 >0.
(5-~2)=25-2-5-2+2=27-10v2

Siis luku 5— \/5 on luvun 27— 10\/5 nelidjuuri.

b) 2—- Vs=va-5< 0, joten ei ole 2 — \/g minkdin luvun neliéjuuri.

31 3.
c)\/ —\/a az— a2 =(a?)3 =a?

1

a2 =+a,a>0

w\»-
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138.  a) \J(1-7)° ——(1 m)=n—1

0

b) |2—J§| =(2-V2)?=4-42+2=6-4V2

c)aa.aa‘aa_aa:aa+a+a+a:a4a’a>0

d) |-5(n—4)|=|-3:|n—4|=5-(-t+4)=20-5n
<0

e) a® - b = (ab)*

139. a) Positiivisten lukujen nelididen suuruusjérjestys on tdsmélleen sama
kuin alkuperdisten lukujen suuruusjirjestys.

(5v/3)* =25-3=75
(6v2)* =36-2=72

Koska 75 > 72, on 543 > 63/2.

b) Positiivisten lukujen suuruusjérjestys sdilyy korotettaecssa molemmat
positiiviseen kokonaislukupotenssiin.

(R/3)"? =(3%)‘2 =3* =81
(3/2)12 2(4%)12 —43 —64

Luku /3 on suurempi.

¢) Positiivisten lukujen suuruusjérjestys séilyy korotettaessa molemmat
positiiviseen kokonaislukupotenssiin.

(/3)° (33 =32=9
¥6)° =

Luku 3/? on suurempi.
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140.

141.

N [—

=2.

1 2
2) Viite on tosi, silld ¥4 = (2%)4=24=2

b) Viite on epitosi. Esimerkiksi, jos @ = -2, niin /(-2)° =64 =8,
mutta (-2)° =-8.

. . o a1
¢) Viite on epitosi. Esimerkiksi, jos n =—1, on 8 T= g, mutta

24D — 04 1 =

24 16
d) Viite on tosi, silld (=1)*" =((-1)*)" =1" = 1.
a) Merkitdén alkuperdistd hintaa kirjaimella a. Korotuksen jélkeen hinta

on 1,25a. Merkitddn alennusta vastaavaa prosenttikerrointa kirjaimella
k. Tulee olla:

k-1,25a=a
k-1,25=1 I:1,25
k=0,8

Hintaa on alennettava 20 %.

b) Merkitddn alkuperdisté hintaa kirjaimella a ja myyntié eli myytyjen
tuotteiden lukuméérié kirjaimella m. Alennuksen jilkeen hinta on
0,75a. Merkitdin myynnin korotusta vastaavaa prosenttikerrointa
kirjaimella &. Tulee olla:
k-m-0,75a=ma

k-0,75=1 II:0,75
k=1,333...

Myynnin on lisdédnnyttdva noin 33 %.
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142.

143.

a) Alkuperdisessé liuoksessa on suolaa 0,035 -38 g=1,33 g.
Veden haihduttamisen jidlkeen liuosta on 38 g — 6,0 g =32 g.
Liuoksen suolapitoisuus on

1,33
=—=0,0415...4,2 %.
%) 0,0415 2%

b) Merkitddn alkuperdisen liuoksen massaa kirjaimella . Suolaa on
alkuperidisessé liuoksessa 0,06a. Veden lisdyksen jilkeen liuoksen
massa on 1,5a.

Liuoksen suolapitoisuus on

0.06a _ ) 04 = 4.,0%.
1,5a

Piirretdén kuva tilanteesta. Merkitdin nelion sivun pituutta kirjaimella a ja
ympyrén halkaisijaa kirjaimella d.

Nelion piirin pituus on 4a.
Ympyrén halkaisija on nelion lavistdjén pituinen.
Lavistdjan pituus voidaan ratkaista Pythagoraan lauseella.

d* =a*+d*
d* =2d*
d =2a (tai d = —/2a)
Ympyrin kehin pituus on 7-d = 1-v/2a.

n2a_ 2 =1,1107...
4a 4

Ympyréan kehén pituus on noin 11,1 % suurempi kuin nelidn piirin pituus.
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144.

145.

146.

2}1—3 . 4}1

8n—l

2n—3 . (22 )n
- (23 )n—l

2n—3 . 22n
- 93(n=1)

2n—3+2n

- H3n-3
93n-3
5303
_ 9(3n=3)-(3n-3)
=20
=1

Merkitdan alkuperdisen kuution sivun pituutta kirjaimella a ja
suurennetun kuution sivun pituutta kirjaimella . Kuutioiden pinta-alat

ovat 6a’ ja 6b°, joten syntyy yhtils:
6b*> =1,2-6a*
b* =1,24°
b=+12a(b>0)

Suurennetun kuution tilavuus on

b =(,2a) =(J1,2)} -a® =1,3145... -a°.

Tilavuus kasvaa 31,5 %.

Merkitéédn parturimaksun verotonta hintaa kirjaimella a. Ennen veron
alennusta parturimaksu oli 1,22a. Alennuksen jidlkeen maksu oli 1,08a.

LO8a _ggsn . 1-0.8852..=0,1147...~ 115 %
1.22a

Maksut olisivat alentuneet 11,5 %.
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147.

148.

149.

15 %o = 15:1000 = 0,015
Puhdistusainetta tulee olla 0,015 - 1000 ml = 15 ml ja
vettd 1000 ml — 15 ml = 985 ml.

200 millilitrassa pesuliuosta on 0,015 - 200 ml = 3 ml puhdistusainetta.
Merkitéén kirjaimella x lisdttdvan puhdistusaineen méaras.

Talloin pesuliuosta on yhteensd 200 + x ml ja puhdistusainetta liuoksessa
3+xml

3+x _ 0,035, jonka ratkaisu on x = 4,145...

htils _
Saadaan yhtélo 200+ %

Puhdistusainetta on liséttava 4 ml.

Olkoon meriveden massa ennen haihduttamista a.
Vedessi on suolaa 0,04a. Haihduttamisen jdlkeen meriveden massa on
72 % alkuperdisesti, eli 0,72a.

Haihduttamisen jédlkeen suolapitoisuus on

0,04a o
0.72a - 0,0555...~ 5,6 %.

Olkoon perheen tulot a, joten vuokramenot ovat 0,254, ja muuhun
kayttoon jad a — 0,25a = 0,75a.

Korotuksen jilkeen vuokramenot ovat 1,15 - 0,25a = 0,2875a, joten
muuhun kéyttoon jad a — 0,2875a = 0,7125a.

0,7125a

0.75a 0,95

Muuhun kayttoon jad 5 % vihemmain rahaa korotuksen jélkeen.
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150.

151.

152.

(1] )
Il
IS
&)
wj—
Il
~
[
(ST
~
0
I
N
&
Il
—_
(@)}

a) a

Olkoon tuoreiden omenoiden massa a.
Tuoreissa omenoissa on sokeria 0,04a ja vettd 0,8a. Sokeria ja muita
aineita on yhteensd 0,2a.

Olkoon kuivauksen jilkeen omenien massa b.
Kuivatuissa omenissa on vettd 0,25 ja sokeria ja muita aineita yhteensa
0,8b.

Kuivauksessa sokerin ja muiden aineiden mééra ei muutu, joten
0,2a 2 1

0,86 =0,2q, josta b= =—a=—a=0,25a.
0,8 8 4
o 0,04a _0,04a _ PP
Sokeripitoisuus on b 0254 0,16 =16 %.

Olkoon padryndmehun massa a ja omenamehun massa . Mehua on
yhteensé a + b.

Pédryndmehussa on sokeria 0,14« ja omenamehussa 0,07b. Sokeria on
yhteensi 0,14a + 0,075.

Koska sokeripitoisuus tiedetdén, saadaan yhtalo
W= 0,11, josta b :%a.
Péadryndmehun ja omenamehun sekoitussuhde on
a:b= a:%a:%=4:3, eli

padryndmehua tulee olla nelja osaa ja omenamehua kolme osaa.
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SYVENTAVAT TEHTAVAT

153. a) Jos a ja b ovat molemmat positiivisia tai nolla,
la| +|b|=a+ bjala+ b|=a+ b. Yhtdld on tillin tosi.

Jos a ja b ovat molemmat negatiivisia tai nolla,
la| +|b|=—a—bjala+ b =—(a+ b)=—a—b. Yhtild on tillGin tosi.

Yhtél6 on tosi, kuna>0jab>0taia <0jab <0.

b) Josa>0jab<0,|a|+|b|=a—-b.
Josla|>|b,a+b>0jala+b|=a+b+|a+|b|
Josla|<|bl,a+b<0,jala+bl=—a—b+#lal+ b
Samoin, jos a <0 ja b > 0, yhtilo ei toteudu.

Yhtild on epétosi, kuna<0jab>0taia>0jab<0.
154. 1) Kun a > b, lukujen vélinen etdisyys on a — b.
Kuna>b,ona—-b>0,joten |a —b|=a—b.

2) Kun a = b, lukujen vélinen etdisyys ona — b =0jala — b| =|0| = 0.

3) Kun a < b, lukujen vilinen etdisyys on b — q.
Kuna<b,ona—-b<0,joten |a —b|=—(a—b)=—a+b=>b-a.

Kohtien 1-3 perusteella lukujen « ja b vilinen etdisyys on |a — b|.

155. Kuna>0,0n Va* =a jalal=a.
Kun a <0, on —a > 0. Talldin Va? =+/(—a)* =—a ja |a| = —a.
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x,kun x>0

Reaaliluvun itseisarvo on |x| = )
—x,kun x<0

a) Kun x >0, |x| =x, joten epdyhtild x < |x| voidaan kirjoittaa muotoon
x < x. joka on aina tosi.
Kun x < 0, epayhtild x < |x| on aina tosi, koska negatiivinen luku on
aina positiivista lukua pienempi.

b) a-kohdan perusteella x <|x| ja y <|y|, joten myds x + y < |x| + |y|.

¢) Médritelmén ja a-kohdan perusteella —|x| <x <|x|ja —|y| <y < .
Siis =(jx| + ) <x +y < [x[ + [y].
Josx+y>0,onx+yl=x+y<|x|+].

Jos x +y <0, on edellisen perusteella |x + y| = —(x + y) < |x| + ||
Siis aina |x + y| < x| + |y|.

d) Jos x| = [y = 0, niin [[x| = || = x| = | < |x] + [y].
Jos [x| = [y[ <0, niin [lx] — ]| = —lx| + [y < [x] + [y].
Siis aina |[x| — [v|| < x| + [V
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157. 1° (xoy)oz=(x+y—2)oz=(x+y-2)+z-2=x+y+z-4
xo(yoz)=xo(y+z-2)=x+(y+z-2)-2=x+y+z-4
Siis (xoy)oz=xo0(yoz) kaikilla x, y e R.

2°Koska xey=x+y—-2 ja yox=y+x—-2=x+y—2, on
Xoy=Xxoy
kaikilla x, y e R.

3° Kohdan 2° mukaan xom =w o x kaikilla x, ® € R, joten riittaa
tarkastella yhtdlod xom = x.

Xom=Xx+®—2, joten
xX+o-2=x
0=2

Siis xo2=x+2-2=x ja 20x=2+x—2=x, joten on olemassa luku
®, jolle xecm=wox=x.

4° Kohdan 2° mukaan xox*=x*ox kaikilla x, o€ R ja kohdan 3°

mukaan ® = 2. Tarkastellaan yhtdlod xox*= @.

Xox*=wm
X+x*2=w
xX+x*-2=2

x*=4-x

Siis jokaisella x € R on vasta-alkio x*=4-x, jolle
Xox*=x*ox=m:
xo(d—-x)=x+(4-x)-2=2=0 ja
(4—x)ex=@4-x)+x-2=2=0.
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2 Polynomi- ja itseisarvofunktio

2.1 Funktio yleisesti ja potenssifunktio

LUVUN 2.1 YDINTEHTAVAT

201, a) A-3)=—(-3)*-2-(3)=—9+6=-3
b) fla) = —a* - 2a
¢) fl—a) = —(—a)* 2 - (~a) = —a* + 2a

d) 2a) = —(2a)* -2 - 2a = —4a* — 4a

202. a)x*=16
xt=24
x=2taix=-2

b)3-x*=17 || -3
~x*=14 ||: (-1
xt=-14
el ratkaisua

¢) 1+32x°=0
32 =—
s__ 1
32
__1ys

X=-

X

1
2

d) 73 -x)*=171:7
GB-xt=1
3—x=1tai3—-x=-1
x=2taix=4
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203, a)fix)=x'+x+1
Kaikilla reaaliluvuilla x parillinen potenssi on ei-negatiivinen, eli
x*>0jax?>0. Tilloin myds summa x* + x> > 0 ja edelleen
XX+ 1>1.
Kaikille reaaliluvuille x siis pitee x* + x>+ 1> 0.

b) g(x)=x"+x
gD =1+ (=) =-1-1=-2<0

Kaikille reaaliluvuille x ei siis pdde g(x) > 0, joten viite on epéitosi.

204. a) Madrittelyjoukko on [-3, 6].

b)
y
4
3
y=f(x)
1
5 5 4 1 2 3Ng 5 6 X
14
9

Funktion arvojoukko on [-2, 4].

¢) Funktion nollakohta on yhtdlon f{x) = 0 ratkaisu.

—%x+2=0
2 a2
_ (=3

x=3
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205.  A-III, B-I, C-II

206. a)
piiri24m |y
X
2x +2y=24
2y =24 -2x || :2
y=12-x

b) Sivujen pituudet ovat positiivisia eli x > 0 ja y > 0. Jailkimmainen ehto

merkitsee epdyhtilod 12 —x > 0, josta x < 12. Funktion méérittelyehto
on0<x<12.

Suorakulmion pinta-ala on xy = x(12 — x) = —x* + 12x.
A(x)=-x"+12x,0<x< 12
207.  Suorakulmion kannan pituus on x. Suorakulmion korkeus on sama kuin
funktion f’kuvaajalla kohdassa x olevan pisteen y-koordinaatin arvo, eli
f(x). Suorakulmion pinta-ala 4 on x - fix) = x(4 — x°) = —x’ + 4x.

A(x)=—x+4x,0<x<2

A
& y = A(x)
3-
2_
1
[

Suurin arvo on noin 3,1 ja se saavutetaan arvolla x =~ 1,2.
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LUVUN 2.2 YDINTEHTAVAT
208.  a)4(x* —2x) —x(x —3) =4x* — 8x —x* + 3x =3x* — 5x
Asteluku on 2 ja ensimmdisen asteen termin kerroin on —5.

2.2 Polynomifunktio ja —yhtalo

b)) —(x =2y =x"-("—4x+4)=4x—-4

Asteluku on 1 ja ensimmadisen asteen termin kerroin on 4.

)R-+ DE-1)=4-4+x" - - 1)=—4x’+5
Asteluku on 3 ja ensimmaéisen asteen termin kerroin on 0.
209. a)(2x+2)x—-1)=0
2x+2=0taix—1=0
2x=-2

x=1
x=-1

b) (2x+2)x—-1)=1

2% - 2x+2x—-2=1

2x* =3
2_ 3
)
-3 - _ 13
X 2talx 5
V2)
5 P _ENE 6
= = = , joten
2 » o 2
x=£taix=—6
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210 a) x—-2)x-3)=6
¥ -3x-2x+6=6
X -5x=0
x(x—5)=0
x=0taix—-5=0
x=5

b)7(x=3)+1=x"-1-(x*-1)

Tx-21+1=0
Tx =20

- 20

T

211, a)xX*+10x+25=x*+2-5-x+5"=(x+5)°
b) 16 —x* =4 -xHE+x)=Q2-x)2 +x)(4 +x%)

¢) 2x° + 4x? — 30x = 2x(x* + 2x — 15)
Ratkaistaan polynomin x* + 2x — 15 nollakohdat.
¥ +2x-15=0
24422 —4-1-(-15) 248
e 2-1 )
x=3taix=-5

2x° + 4x* — 30x = 2x(x* + 2x — 15) = 2x(x — 3)(x + 5)

)X’ +x*—4x—4
=x2(x+ H-4(x+1)
= -4+
=(x-2)x+2)(x+1)
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212, a) X x=3 T_¢).18

3x—9(x-3)-2-7=0
3x—9x+27-14=0
—6x=-13 |:(=6)

_13
YT %

b) 4x5—1=x;-1+3:‘x 1120
4(4x-1)=10(x+ 1)+ 53 —x)
l6x—4=10x+ 10+ 15— 5x
16x—10x+5x=10+15+4
11x=29
29

ST

3
213. a) %—2x2+x=0||-2
X —4x* +2x=0
x(x* —4x+2)=0
x=0taix> —4x+2=0

Lo4xV16-41.2 4222

2 2
x=2++2 tai x=2-2

3 2
b) %—%=2x—3 -4

2x° —3x* =8x-12
2x* —3x% —8x+12=0
x*(2x-3)-4(2x-3)=0
(x> —=4)(2x-3)=0

¥ —4=0 tai 2x—-3=0
=4 2x=3
PO _3
x=2taix=-2 X >
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214.  a) Ratkaisusta on unohdettu etta parillisella potenssiyhtdlolld on kaksi

ratkaisua eli myds x = ———

”:4

on ratkaisu.
452 =

x?=

X =

5
>
4
V5
2

Virheeton ratkaisu:

4x* =
5 5
X ==
4
5 . 5
xX=,— taa x=—,|—
4 4
5 Js
X=— X=——
2 2

b) Ratkaisussa on jaettu lausekkeella x° eiki ole huomioitu, etti se voi olla
nolla.

x"=3x°=0

x’ =3x° H::«:5
x2=3
x =~/3 taix =—/3

Virheeton ratkaisu:
x'=3x°=0

¥@x*-3)=0

X=0taix*~3=0

x=0 x=+3 taix= —/3
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215.

216.

a) Tx'+6x°=0

x*(Tx+6)=0

X*=0tai7x+6=0
- -_6
x=0 X 7

b) x*-3x*—4=0

() -3x*-4=0

tehdéin sijoitus x* = ¢

£-3t-4=0
3 =AT(H) 345
2 2
t=4 tai r=-1
x’=4 tai x2=-1

x=2taix=-2 eiratkaisua

Yhtélon ratkaisu on x = -2, joten luku —2 toteuttaa yhtalon.
(2+3y=a-(-2)+3

1’==2a+3
2a=72
a=1

Kun a = 1, yhtild on (x + 3)* = x + 3.
(x+3)P=x+3
(x+3P-(x+3)=0
(xr+3)((x+3)-1)=0
x+3)x+2)=0
x+3=0 tai x+2=0
x=-3 x=-2

Toinen ratkaisu on x = —3.
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2.3 Polynomiepayhtalo

217, a) %x—%<—%x 1130
18x—-21<—-4x
18x+4x <21

22x <21
21
X<22

b) x(5-8x)>0
5x—8x*>0

Funktion 5x — 8x* kuvaaja on alaspiin aukeava paraabeli. Ratkaistaan

nollakohdat.
5x—8x*=0
x(5-8x)=0

x=0tai5-8=0
5
TR

— 0 e
/S
5

5x — 8x* >0, kun 0<x<§.

~
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218. a) x*-2<x
X-x-2<0

Funktion x* — x — 2 kuvaaja on yldspiin aukeava paraabeli. Ratkaistaan

nollakohdat.
¥-x-2=0
x_li\/1—4-1-(—2) 143

2 2
x=2taix=-1

/+
2

+\,
-1

X —x-2<0,kun—1<x<2.

b) xJ/7-3<4x
N7 —4x<3
(N7 -4)x<3 I: (N7 -4)<0
V7 +4 3
> 92
¥ V7 -4
L3744
- 7-16

. 3 .
Huomautus: Myos x > kelpaa vastaukseksi.
y =4 p
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219. a) (x+2)(x-1)>0
22— 2x+2x-2>0

27 -2>01:2
X*=1>0

Funktion x* — 1 kuvaaja on yldspiin aukeava paraabeli. Ratkaistaan

nollakohdat.
X*-1=0
=1

x=1taix=-1

-\t

x*—1>0,kunx<-1taix>1.

b) 2x+2)x—1)<1
2 -2<1
2% —-3<0

Funktion 2x” — 3 kuvaaja on yldspiin aukeava paraabeli. Ratkaistaan

nollakohdat.
2% -3=0
232 =3
2:;
YT
- 3 = _ /3
x—\/g tal x \/;

+\, /4

2x* =3 <0, kun —\/ngS\/g.

¢)x*<0
Epiyhtild ei toteudu milldén x:n arvolla, silld x* > 0 aina.
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220. a)x+2>x
0> -2 tosi
Epéyhtild toteutuu kaikilla muuttujan x arvoilla.

b)x-2>x
0 > 2 epétosi
Epéayhtilolla ei ole ratkaisua.
¢)x*#0

Ehto toteutuu kaikilla muilla x:n arvoilla, paitsi arvolla 0, eli x # 0.

221.  Merkitéén aitauksen mittoja kirjaimilla x ja y.

J

Verkkoa on 10 metrid, joten x +y =10, jostay = 10 —x.
Aitauksen pinta-ala on xy = x(10 — x).
Saadaan epéayhtalo:
x(10—x)>16
>+ 10x—-16>0

Funktion —x* + 10x — 16 kuvaaja on alaspiin aukeava paraabeli.
Ratkaistaan nollakohdat.

e -10+/100-4-(-1)-(-16) -10+6
B 2-(-1) 22
x=8taix=2

AN
7 g

—x*+10x—16>0,kun 2 <x <8.

Toisen sivun x tulee olla 2 < x < 8 metrid pitk4 ja toinen sivu on 10 — x
metrid pitka.
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222,

P(x)>=0
(x—2)(1 —x)2x+3)>0

(x — 2)* > 0 kaikilla muuttujan x arvoilla.

Merkkisdannon perusteella epiyhtild (x — 2)*(1 — x)(2x + 3) > 0 toteutuu,
kun (1 —x)(2x +3)>0.

Epiyhtild toteutuu myds silloin, kun (x — 2)* = 0 eli kun x = 2 lausekkeen
(1 —x)(2x + 3) arvosta riippumatta.

(1-x)2x+3)>0
2% —x+3>0

Funktion —2x* — x + 3 kuvaaja on alaspiin aukeava paraabeli. Ratkaistaan
nollakohdat.

2x*—x+3=0
(1-x)2x+3)=0

. 3
=ltaix= -2
X aix

RN
TN

—2x>—x+3>0, kun —%Sxél.

Epéayhtild P(x) > 0 toteutuu, kun —% <x<1 taix=2.
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223. Toisen asteen polynomifunktiolla on kaksi nollakohtaa, kun diskriminantti
on positiivinen.
b*—4-1-4>0
b*—-16>0

Funktion b” — 16 kuvaaja on ylospiin aukeava paraabeli. Ratkaistaan

nollakohdat.
b*-16=0
b*=16
b=4taib=-4

b*—16>0, kun b < —4 tai b > 4.

224, x+4>3x-1
x—3x>-1-4
—-2x>-5 | :(=2)
5
< 2
)
x<2)5

Suurin epédyhtéldn toteuttava kokonaisluku on 2.
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225. a) x*+x+1>0
Funktion x* + x + 1 kuvaaja on yldspiin aukeava paraabeli.

Ratkaistaan nollakohdat.

X4+x+1=0

_—12V1-411 _ 143
2

x 2

el nollakohtia

A

x* + x + 1> 0 kaikilla muuttujan x arvoilla.

b)4x*—12x+9<0
(2x-3)*<0

(2x — 3)* on ei-negatiivinen kaikilla muuttujan x arvoilla.

Epéyhtild toteutuu vain kun 2x —3 =0, eli x = % .

c) xP<x
¥ -x<0
Funktion x* — x kuvaaja on yldspéin aukeava paraabeli. Ratkaistaan
nollakohdat.
¥-x=0
x(x—-1)=0
x=0taix=1

Ov

X—x<0,kun0<x<1.
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226. a) Ratkaisussa on jaettu x:114 kiinnittdméattd huomiota x:n merkkiin ja
sithen, onko x nolla.

7x2 < 5x ”:x

Tx<5 |:7
x<—
7

Virheeton ratkaisu:
7x* < 5x
X —5x <0

Funktion 7x* — 5x kuvaaja on yldspiin aukeava paraabeli. Ratkaistaan
nollakohdat.

7x*—5x=0
x(7x-5)=0
x=0tai7x—-5=0

X

\UU\\ \1|Ul
+

N\

0 —

7x* = 5x<0,kun 0 <x < %
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b) Viimeisessi vaiheessa on virhe: x* > 16 ei ratkea tiysin samoin kuin
vastaava yhtild, vaan epéyhtdlomerkkien suuntiin on kiinnitettdva
huomiota.
x?-16>0

x2>16

x>4taix >—4

Virheeton ratkaisu:
¥ -16>0
Funktion x* — 16 kuvaaja on ylospiin aukeava paraabeli. Ratkaistaan
nollakohdat.
¥ -16=0
=16
x=4taix=-4

x> =16 >0, kun x < —4 tai x > 4.

227. a*+b*>2ab
a*—2ab+b>0
(a—bP’>0

Kaikilla reaaliluvuilla erotuksen neli6 on ei-negatiivinen. Epdyhtilo on
voimassa kaikilla reaaliluvuilla a ja b.
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2.4 Funktion itseisarvo, itseisarvoyhtalo ja
-epayhtalo

228. a)|2x+5|=7
2x+5=Ttai2x +5=-7

2x =2 2x=-12
x=1 x=-6
b) b —1]=3
¥-1=3 tai  x’—1=-3
X’ =4 x=-2
x=2taix=-2 ei ratkaisua
¢)[¥*=3|=-1
Ei ratkaisua, koska itseisarvo ei voi olla negatiivinen.
d) [x*+2x/=0
¥ +2x=0
x(x+2)=0

x=0taix=-2

229. a)P3-x|>5

3-—x>5 tai 3-—x<-5
x>2 -1 x<-8 |1
x<-=2 x>38
b)3Bx—1]<1
-1<3x-1<1 |+1
0<3x<2 || :3

2
<x< £
0<x 3
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o) ¥ +3x| <4
—4<x*+3x<4
—4<x*+3x ja ¥ +3x<4

Ratkaistaan epéyhtilot erikseen.
1) -4 <x*+3x

X +3x+4>0

Funktion x* + 3x + 4 kuvaaja on yldspiin aukeava paraabeli.
Ratkaistaan nollakohdat.

¥+3x+4=0

39414 _3+VT
2 2

el nollakohtia

NS

x* + 3x + 4 > 0 kaikilla muuttujan x arvoilla.

2) x*+3x<4
X+3x-4<0

Funktion x> + 3x — 4 kuvaaja on yldspéin aukeava paraabeli.
Ratkaistaan nollakohdat.
X +3x-4=0
AT a5
2 2
x=—4taix=1

X*+3x—4<0,kun4<x<1.

Kohtien 1 ja 2 perusteella epdyhtild [x* + 3x| < 4 toteutuu,
kun 4 <x<1.
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230. Lasketaan lausekkeen |[x* + 7x + 1] arvo, kun x = —3.
(=3 +7-(3)+1]=19-21+1|=-11]=11

Yhtdlo on tosi, kun a = 11.

231.  A-1, B-III, C-I1, D-III, E-II

232, fix)=

%x—4

y=f(x)

|f(x)| =6, kun x =—4 ja kun x = 12.

fix) <3, kun 0 <x < 8.

233.  a) [flx)] =2, kun fix) =2 tai f{x) =-2, eli kun x = -2, x = 0 tai x = 2.
b) fix)| <2, kun -2 < fix) <2,elikun -2 <x <2.
¢) fix)| =2, kun fix) >2 tai filx) < -2, elikunx <-2,x =0taix >2.

d) [fix)] <2, kun -2 <flx) <2,elikun -2 <x<0tai 0 <x <2.
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234.  a)|2x—1|=p2 -1

2x—-1=x*-1 tai x—1=—("-1)
2x—x*=0 ¥ +2x-2=0
2+ J4-41-(-2)
¥2-x)=0 o2 4241(2)
x=0taix=2 =_212\/ﬁ=_2122\/§=—li\/§

x=—1-/3 tai x=—1+/3

b) x -2 <|3 + x|
Molemmat puolet ovat ei-negatiivisia, joten epayhtild voidaan korottaa
puolittain nelioon.
-2 <|3 +x|?
X —4x+4<9+6x+x°
-10x<5 || :(-10)
1

> -
=7

¢)x—1]>2x—1]
Molemmat puolet ovat ei-negatiivisia, joten epayhtdlo voidaan korottaa
puolittain nelioon.
be— 17> 2x - 17
X =2x+1>4x —4x + 1
—3x"+2x>0

Funktion —3x? + 2x kuvaaja on alaspiin aukeava paraabeli. Ratkaistaan
nollakohdat.

32 +2x=0
x(-3x+2)=0
x=0tai-3x+2=0
2
3

X

D

Wl N

7

—3x% + 2x > 0, kun O<x<%.
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d) x| <|2x + 3|
Molemmat puolet ovat ei-negatiivisia, joten epayhtéld voidaan korottaa
puolittain nelioon.
bl < [2x + 3
X <4+ 12x+9
-3x*-12x-9<0 |:(=3)
X +4x+3>0

Funktion x* + 4x + 3 kuvaaja on yldspiin aukeava paraabeli.
Ratkaistaan nollakohdat.
¥ +4x+3=0
co—4EV16-4-1.3 _ —4+2
2 2

x=-3taix=-1

X +4x+3>0,kunx <-3taix>-1.
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235, a)fr—(=3)| =-S5

x+3]=|x -5
x+3=x-5 tai x+3=—-(x-95)
3=-5 x+3=—x+5
epatosi 2x=2
x=1
Lukuxonl.

b) b= (=D)| =2 - 3|
x+1]=12] - |x - 3|
x+1]=12(x - 3)]

x+1=2(x-3)taix+1=-2(x—-3)

x+1=2x-6 x+1=-2x+6
—x=-7 3x=5
- =3
x=7 X 3

Luku x on 7 tai % .
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Luvun 2 vahvistavat ja syventavat tehtavat

VAHVISTAVAT TEHTAVAT

236.  A-II, B-1III, C-1V, D-1, E-V, F-VI

237.  x-akselillay =0 eli
(x—1)>-1=0, josta
(x-17%=1
x—1=1taix—1=-1

x=2 x=0

y-akselilla x = 0, joten
y=0-1P%-1=1-1=0

x-akselin leikkauspisteet ovat (2, 0) ja (0, 0) ja y-akselin (0, 0).
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238.

px)=cx+d
p@)=1,jotendc+d=1

p(7)=3,joten 7c + d =3
Ratkaistaan yhtélopari

de+d =1
Te+d=3 |-(-1)

de+d =1
{—7c—d=—3
-3c =-2
.2

3

4c+d=1,jostad=1-4c=1-4-

- 2.5
Siten p(x)= 33
p(x)=0
2..5_
37 3
2.5 2
3 3 3
.53
32
5
2

|
w |
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2) P(x) =-3x* +4x+ 1 ja O(x) = x* —4x — 2

P(2x) + O(=x)
= 32x)P+4-20)+ 1+ (=x) -4 (-x)-2
=34 +8x+1+x*+4x-2

=11+ 12x -1
P(—x) = P(1)
B(x)+4-(x)+1=-3-1+4-1+1
3 —4x+1=2
3’ —-4x-1=0
x_4i\/16—4-(—3)-(—1) _ 442
B 2-(=3) -6
: 1
=—ltaix=—=
X al x 3

b) Yhtil$ toteutuu, kun x = —2—/6 jakun x=-2+ 6. Syntyy
yhtélopari

(-2-36)* + p(-2-/6) +¢ =0
(-2+6)> + p(-2+6) +¢ =0

Muokataan ja ratkaistaan yhtilopari.

4+4J6 +6+ p(-2—-/6)+¢=0
{4—4\/€+6+p(—2+\/€)+q:0

p(=2-6)+g=-10-46
{p(—2+£>+q=—10+4£ I=1)

p(=2-6)+q=-10-4J6
{p(z—\/g)—qzlo—m/g

~2/6p=-86 I (-24/6)

p=4

p(2-6)—g=10-46, josta g = p(2—/6)—10+46.
Kunp=4,on g =4(2-6)—10+4/6 =8 —4/6 10+ 4/6 = 2.
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240.

TOINEN TAPA perustuen taulukkoaineiston kaavoihin:

Toisen asteen yhtdlon x>+ px + ¢ = 0 juurten summalle ja tulolle pétee
X1x2=gqjaxi+x=-p.

g=(-2-V6)(—2+6)=4-6=-2
p=~(2=V6)+(-2+6) =~(~4) =4

) (x—2)=(x+2)
¥ -dx+4=x"+4x+4

—8x=0
x=0
b) (x*—1)*=9
x*—1=3 tai x—1=-3
xt=4 xt=-2
x=Y4=V2 taix=-Y4=-2 el ratkaisua
1
A=)t =22=\2)
¢) ¥ —5=3
¥ -5=3 tai ¥¥-5=-3
¥ =8 =2
x=+/8 taix= —/8 x=+/2 taix= -2
x=2v2 x=-2\2
d) [x—2|=x*+2|
x—2=x*+2 tai x—2=—(x*+2)
¥-x+4=0 ¥+x=0
colEVi-4-1-4 14715 Mx+1)=0

2-1 2
el ratkaisua x=0taix=-1
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241, a)2x*—7x—-4=0

x_7i«/49—4-2'(—4) 749

2.2 4
. 1
=4taix=—=
X ai x >
b) (x+a)=x*+2ax +

XH2ax+a*=x>+14x+b
2a=14,jostaa="7

b=d*=T=49

242. Koska ¢ =—2 on nollakohta, on {—2) = 0.
f(=2)=3-(2)*+2-(2)-a=12-4-a=8-a
8—a=0

a=38

Nollakohdat saadaan yhtilosti f{f) = 3£ + 2t — 8 = 0, jonka ratkaisut ovat

. —2+.4-4-3-(-8) _2+10

2-3 6
t=-2 tai t=

(SSTIEN

Toinen nollakohta on siten ¢ = %
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243. a) 3x% < 5x
3x*—5x<0

Funktion 3x* — 5x kuvaaja on ylospiin aukeava paraabeli. Ratkaistaan
nollakohdat.
3x*-5x=0
x(3x-5)=0

x=0taix=

W |

o
|
w<cn

3x2—5x<0,kun0<x<§

b) *-16>0
(- +4)>0

x* + 4 > 0 kaikilla muuttujan x arvoilla. Lausekkeen (x* — 4)(x* + 4)
merkkiin vaikuttaa vain tekijin x> — 4 merkKki.

Funktion x* — 4 kuvaaja on yldspiin aukeava paraabeli. Ratkaistaan
nollakohdat.
¥-4=0

=4

x=2taix=-2

xX—4>0,kunx<—2taix>2.
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) [3x—2| < 4
4<3x-2<4 |+2
2<3x<6 I:3

—% <x<?2

d) x> -3|>2
¥-3>2taix*-3<-2
¥-5>0 x*-1<0
Ratkaistaan epéyhtdlot erikseen.
Dx*-5>0

Funktion x* — 5 kuvaaja on yldspiin aukeava paraabeli. Ratkaistaan
nollakohdat.

X*-5=0
x*=5
x=+/5 taix= —/5

+\ / +
BNV

X¥=5>0kunx< —/5 taix> V5(1)
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2)x*—1<0
Funktion x* — 1 kuvaaja on yldspiin aukeava paraabeli. Ratkaistaan
nollakohdat.
¥-1=0
=1

x=1taix=-1

¥-1<0,kun-1<x<1 (2)
Huomioiden vastaukset (1) ja (2) saadaan epiyhtildn [x* — 3| > 2
ratkaisuksi x < —/5 taix> V5 tai-1 <x< 1.

244.  |x|=1+x

Yhtdlollad on ratkaisu, kun 1 +x >0, eli kun x > —1.

x=1+x tat x=-1-x

0=1 2x=-1
e _ 1
epatosi x= >

x= —% toteuttaa méadrittelyehdon eli on ratkaisu.
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245.

Aitamateriaalia on 150 m.
8x + 5y =150

y=30—%x

Karsinoiden yhteispinta-ala on 4xy = 4x(30 — %x) =120x - %xz.

Jotta muodostuisi aitaus, tulee olla
x>0ja

3> 0, eli 30 - %x >0, josta x < 18,75.

Funktio, joka ilmaisee neljin karsinan yhteispinta-alan, on
A(x) = 120x %xz, 0<x<18,75
. 32 ,
(eli 4:10;18,75[—> R, A(x)=120x —?x
120x - %xz > 500
6,25 <x<12,5
Jotta yhteispinta-ala ylittdisi 500 m?, tulee karsinan sivun x olla

6,25 m <x < 12,5 m ja toisen sivun 30 — %x m.
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246.  a)f(9)=-1
Funktio f'saa arvon 2 muuttujan arvolla x =~ 2.

b) f0) = -2, nollakohdat x = 1, x = 4 jax = 10

2 y=|f ()|

c)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 %
yl
L 1T 1T 1T 1 i
N\ 2 3,/4\5 6 7 8 9,/%
14
7 y=—|f(x)|

d) [fix)=1Lkinx=0,5x~1,5,x=3, x=5jax=9

247.  a) 2(x — 6)(x — 9) = 2(x* — 9x — 6x + 54) = 2x* — 30x +108

b) Ratkaistaan polynomin nollakohdat.
¥+x-12=0

I 147

2 2
x=—4taix=3

a=1,x1=—4jax; =3, joten
FHx—12=1-(x+4)x-3)=(x+4)(x-23).
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€) a(x—x)(x—xy) = a(x* = x,x — x;x + x;x,) = ax* —a(x; + x,)X + ax,x,

Toisaalta polynomi voidaan kirjoittaa muotoon ax* + bx + c.
Vakiotermien tulee olla samat, joten ax;x, = c, joista edelleen

X1 X =<
172 a

Toinen tapa:

Ratkaistaan polynomin ax® + bx + ¢ nollakohdat. Oletuksen mukaan ne
ovat olemassa (eli b* — 4ac > 0).

ax*+bx+c=0

oo —bEb? —dac
2a
= —b+~b* —4ac

! 2a

Muodostetaan ja sievennetddn nollakohtien x; ja x; tulo.

_—b+\/b2—4ac —b—~b* —4ac
Nxy = 2a ' 2a
_ (=b)* — (Vb —4ac)’

(2a)°
_b* —(b* —4ac)
B 4qa°
_ 4ac
B 4q°

<
a
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248.  a) Ratkaistaan polynomin nollakohdat.

6x> +4x—-2=0
e —4+.J16-4-6-(-2)  —4+8
a 12 12
.1
=—ltaix==
X al X 3

62+ dx—2 = 6(x+ 1)(x—%) = 2(x +1)3(x —%) —2(x-1)(Bx-1)

b) Polynomilla 2x* — x + 3 ei ole nollakohtia, koska sen diskriminantti
(=1)>~4 -6 -3 =-71 on negatiivinen. Koska silli ei ole nollakohtia,
sillé ei ole ensimmadisen asteen tekijoit.

249.  a) Ensimmdisen asteen polynomifunktio, jonka nollakohta on x = -3 on

x + 3. Ensimmdisen asteen polynomifunktio, jonka nollakohta x = 3

on x —% Naiden tulo (x + 3)(x — %) = x? —%x —% on haluttu toisen

asteen polynomifunktio.

b) Koska x*> >0, on x* + 1 > 1 > 0. Esimerkiksi x> + 1 on toisen asteen
polynomifunktio, jolla ei ole nollakohtia.



Juuri Kertaus ® Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 24.10.2018

250.

Toisen asteen polynomin lauseke voidaan muodostaa nollakohtien avulla.
Kaikki toisen asteen funktion, joilla on nollakohdat x = 1 ja x = 4 ovat
fx) =a(x— 1)(x —4). Kerroin a ratkaistaan kdyttden tietoa, etté piste (3, 2)
on funktion kuvaajalla eli ettd yhtilo f{3) = 2 on tosi.

a3-1)3-4)=2
a-2-(-1)=2

a=-1
Siten fix) = —(x — )(x —4) = —(x* —4x —x +4) = —x* + 5x — 4.

Kolmannen asteen polynomifunktion lauseke voidaan muodostaa
vastaavasti nollakohtien avulla ja on g(x) = b(x — 0)(x — 3)(x — 5).
Piste (1, 2) on funktion kuvaajalla, joten g(1) = 2.

b(1—0)(1-3)(1-5)=2
b-1-(=2)-(-4)=2

8h=2
-1
b=

— )= 3)(x—5) = (P8 +15)= L o2 4 13
g(x) 4(x 0)(x-3)(x—5) 4x(x 8x +15) 7" 2x +4x
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251. a) Koska x = -2 on kaksinkertainen nollakohta, on funktion lauseke

fix) = a(x —(—2))(x —(=2)) = a(x + 2)* jollekin a. Kerroin a ratkeaa
yhtélostéd f0) = 10.

a(0 +2)* =10
4a =10
:é

)

Funktion lauseke on

A= 222 = S+ dx+4) =267 +10x +10,

b) fix) = a(x + 5)(x — 1)(x — 3)* ja fi2) = —14, joten
a+5)2-1)2-37>=-14
a-7-1-(-1y=-14
Ta=-14
a=-2

S) ==2(x + 5)(x - D)(x - 3)?
=2(x* +4x—5)(x* - 6x+9)
=2(x* — 2x* — 20x* + 66x — 45)
=2x* 4+ 4x* + 40x* — 132x + 90
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252.  a)

» Algebra X |~ Piirtoalue

Funktio
®g(x) = —2x*+5x+4 Ay
Piste
- ® A=(0,4) 6
- ®B=(1,7)
®C=(3,1) /

-

€ Maarittele uudelleen

Funktio g
o
a2 3\ 4 5 6 T

SovitaPolynomi({A, B, C}, 2)‘
Ominaisuudet... Hyvaksy  Peruuta Kayta - N

Pélynomifunktion lauseke on —2x* + 5x + 4.

b)
AL D OO L) N leee =

» Algebra X/ |~ Piirtoalue

Funktio
® g(x) = 0.1667 x> — 0.375 x2 — 0.4167 x + 2 &

Piste
@ A=(2,0) 6
@ B=(0,2)
ec=(21) ®
®D=(4,5) 4 ‘

-

€7 Maarittele uudelleen
Funktio g !
SovitaPolynomi({A, B, C, D}, 3)‘

Ominaisuudet. .. Hyvaksy = Peruuta Kayta

a¥x

GeoGebra antaa kertoimet likiarvoina.
Polynomifunktion lauseke on 0,1667x* — 0,375x* — 0,4167x + 2.
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Kertoimien likiarvojen perusteella kokeillen huomataan, ettéd kertoimet
saadaan pakotettua murtoluviksi, kun lauseke kerrotaan luvulla 24 ja
saatu polynomi jaetaan luvulla 24. Kerroin 24 voidaan 10ytaa

vaiheittain: tunnistetaan 0,1667 luvun g likiarvoksi, joten kerrotaan

kuudella. Témén jélkeen tunnistetaan kerroin 0,25 luvuksi %

GeoGebra Classic 5

(] (]
] A L7 D (@0 4 N =2 ()

~ Algebra X » Piirtoalue X » CAS
v | fiv b 1 f(x):= SovitaPolynomi({A,B,C,D}, 3) * 24
Funktio s
F(x) = 4x* —9x2—10x +48 < f(x) = 4x* —9x* —10x+48
1.5 3.3 B 4 N
° = - — =
g(x) = g X —g X' =5 x+2 5 9():=f(x)/24
Piste 3 1, 3, 5
$ A=1G20) ® |- g =g X g X o x+2
®B=(0,2) B

®C=(21) 3
® D=(4,5) c
-
L

Syottokentta:

1
Siten polynomin lauseke on gx3 - %xz - ix +2.
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253.  Geogebralla voidaan luoda tuloksista ensin pistelista (esim. 11) ja timén
jélkeen sovittaa listan pisteet ensimmaéisen asteen polynomifunktioksi
komennolla SovitaPolynomi(l1,1) tai toisen asteen polynomifunktioksi
komennolla SovitaPolynomi(l1,2)

- —n; [0 — A 8 C
k] A N ® | s
Funkti 1015 2 . 978
3 1 9.76
H 4 12 963
©  f(x) = 0.0088 x 1 9.6386
) 01 ]
® oot i o en
8(x) = 0.0027 @~ 00672 x+ 101520 © | . - & i
e 3 16 %8
10 (22,9.9886) 9 17 es
@  11={(10,978), (11, 9.76), (12, 9.63)(J o 18 97
9.95 &4
Luku 12
13
03
Piste L
15
+ 985 (22-978329) o
17
os 18 1
19
20
a5
21
L. 22
L4 23
Q 24
965 >
| = Q 26
In e 27
= oo 2 i e s e s w m m w m m mowm B

Ensimmadisen asteen polynomisen mallin mukaan paras tulos vuonna 2022
olisi 9,83 s ja toisen asteen mallin mukaan 9,99 s.
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254.  a) Ratkaistaan yhtilo 3x* — 10x + 3 = 0.

- 10£100-4-3-3 _10+8
6 6

. 1
=3tatx ==
x alx ==

Ratkaisut ovat toistensa kéénteislukuja, koska niiden tulo 3 % on 1.

b) Ratkaistaan yhtild x* — 2x + 3 —a = 0.
223100
_2+\4-12+4a
28D
ZZi2x/2aj

2
=1xva-2

Jotta ratkaisuja olisi, tulee ollaa —2 >0, elia > 2.

Lasketaan ratkaisujen tulo.

(+va—2)1-~a—2)=12-Ja—2" =1-(a-2)=3—a.

Jotta ratkaisut olisivat toistensa kédnteislukuja, tulee olla 3 —a =1, eli
a=2.
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255.

256.

X+2x—1=0

o244 (D) 228 _222V2 _ L 5

2 2 2
x=—1-~2taix=—1+~2

(5%) +5°-5" =5 45

Eksponentit ovat lukujen x ja y tulo sekd summa. Se, kumpaa yhtdlon
ratkaisuista merkitdan luvulla x ja kumpaa luvulla y, ei ole lopputuloksen

kannalta merkitystd. Valitaan x=—1— V2 ja y=—1++2.

55V | gr+y :5(717\5)(71+x/§) +5(717ﬁ)+(71+\/§) —5-2 52
:5_1 +5_2 :l+L:l+L:i+L:£
5 52 5 25 25 25 25
a) [fix)| =2, kunx=-3,x=-1,x=1jax~3.
b) [fix)[>2,kun 3 <x<-1tai 1l <x<3.

¢) [filx)—2| <2, kun -2 <flx) -2 <2eli 0 <fix) <4.
Téama toteutuu, kun 0 <x < 5.
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257.  Yhtilolld 2x* + ax + 1 = 0 on kaksoisjuuri, kun silld on yksi nollakohta.
Yhtél6lld on yksi nollakohta, kun diskriminantti on 0.
a-4-2-1=0
=38

a=~8=2V2 taia= -22

Kuna= 22 :

22+ 22 x+1=0
_2\N2+V8-4-2.1_-2v2_ 2
= 2.2 T4 T2

Kuna= 22
22— 22x+1=0
22 +8-4.2.1 22 2
= 2.2 T4 2

258.
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259, X*+2a%—a*=0

—2a* £J(2d*)* —4-1-(=a*)
o 2

_ —2a* £V4a* + 44"
2
_ —24* +/84*
2
_ 24 + 224

2
= —a2 + \/Eaz
x=—a* +~2a° tai x = —a* —2a°®

Ratkaisujen summan itseisarvo on
‘—az +~2a% + (—a2 —24* )‘ = ‘—Zaz‘ = |—2”a2‘ =24%.

260. 2x-5)(*+3x—-2)=(2x-5)(x-2)
2x=5)x*+3x—-2) - (2x—-5)(x-2)=0
2x-5)((x*+3x-2)-(x-2))=0
2x=5)(*+3x-2-x+2)=0
(2x = 5)(x*+2x)=0
2x-5=0taix* +2x=0
2x=75 x(x+2)=0

x= x=0taix=-2

2
2
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261.  a)4x’+3x*—10x>0
x(4x* +3x—10)>0

Laaditaan merkkikaavio. Lasketaan sitd varten nollakohdat.

4x*+3x-10)=0
x=0 tai 4x*+3x—-10=0

. —3+49-4-4-(-10) _3+13

8 8
. 5
x=—2talx==
4
3
-2 0 4
x - - +
4x2+3x—-10 4

J’_

x(4x* + 3x - 10)

43 +3x* = 10x>0, kun -2 <x <0 tai x >

ENJIOY

b) 3 - 2x)(x—1)*<0

Selvitetdén tulon tekijéiden merkit ja laaditaan merkkikaavio.

3-2x=0 A
_3 ENC
X 3 2
12—
10 \/
3
1 2
3-2x + + _
(x— 1) + + +
G_20x_1) n n —
(3—2x)(x—1)2§0,kunx=ltaixz%.
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o)xt+4x’-5>0

Ratkaistaan nollakohdat sijoittamalla x* = ¢.
£+4t-5=0

4+ JT6-4-1-(-5) -4+
= 21 "2 A\

t=-5 tai t=1
x*=-5 tai x*=1
el ratk. x=1taix=-1

x*+4x*—5>0,kunx <—1 taix > 1.

d) 6x° +2x* <27x+9
6x° +2x* —27x-9<0
2x*Bx+1)-93x+1)<0
2x¥*-9)(3x+1)<0

Laaditaan merkkikaavio.

2x*-9=0
XZZ% + +
3 3 N %
x= ——> faix = —= 2
V2 V2
3x+1=0 A
-1 s
3 3
_3 1 3
V2 3 V2
2x2-9 + _ +
3x+1 _ _ + +
x(4x* + 3x — 10) _ + _ +
2% = 9)Gx+ 1)< 0, kunx < ——— taji L < x <2

V2 3 V2
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262. a)lx—2|=2x-2|
x—2=2x-2 tal x—-2=-2x+2

—x=0 3x=4
_ _4
x=0 X 3

Luvut ovat x =2x =0 sekd x = % ja2x= %

b) e —2|=3|x - (-2)|
x—2|=3x+ 2| Huom. 3|x + 2| =3| - |x + 2| =|3(x + 2)|

x=2=3(x+2)taix—2=-3(x+2)

x—2=3x+6 x—2=-3x-6

—2x=28 4x =—-4
x=-4 x=-1

Luvut ovat 4 ja —1.

263. a)|’+x=x
Yhtdlollad on ratkaisu, kun x > 0.
XHx=x tai XFP+x=-x
=0 X+2x=0
x=0 x(x+2)=0
x=0taix=-2

Mairittelyehdon toteuttaa ratkaisu x = 0.

b) x>+ 6| =x

Yhtilolla on ratkaisu, kun x > 0.

X+6=x tai X+6=—x
X—x+6=0 XH+x+6=0

_1+J1-41-6 _1£+/-23 _—1+J1-4-1-6 _ —-1+/-23
X = = X = =

2 2 2 2

ei ratkaisua ei ratkaisua

Yhtalolla ei ole ratkaisua.
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©) Bx— 1] = |x|
Epéyhtidlon molemmat puolet ovat ei-negatiivisia, joten epayhtéld
voidaan korottaa puolittain nelioon.
[3x — 1] = |x?
Ox? — 6x + 1 > x*
8x*—6x+1>0

Ratkaistaan nollakohdat ja hahmotellaan kuvaaaja.
8x*—6x+1=0

6+V36-4-81_6+2
x= 2.8 ~ 16 + "
1 _ 1
xzétaixzi 1\/5

8x? — 6x+ 1 >0, kun xsi tai x>

N | —

d)2x+3|=x-2
Yhtélollad on ratkaisu, kunx —2 >0, eli x > 2.

2x+3=x-2 tai 2x+3=-x+2
x=-5 3x=-1
_ 1
3
Kumpikaan ratkaisuista ei toteuta ehtoa x > 2, joten yhtélolld ei ole

ratkaisua.

e)x—-3=x-3
Yhtilolla on ratkaisu, kun x — 3 > 0, eli x > 3. Tall6in luku ja sen
itseisarvo ovat yhté suuret.
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) x> —dx —4| <4
4 <x’—4x-4<4 || +4
0<x’—4x<8

Ratkaistaan epayhtélot erikseen.
0<x*—4x
X —4x>0

¥ —4x=0 + +
x(x—4)=0 0L — 4
x=0taix=4

x> —4x>0,kun x <0 tai x> 4

X —4x<8

X —4x-8<0

X —4x-8=0
L 16—24-1-(—8) :4ig/ﬁz4ig*/§=2¢2\/§

x=2+23taix=2-23

N/
2 QMJF 23

x> —4x - 8<0, kun
2-23<x<2+23

X —dx—4|<4,kun 2—-2V3<x<0 taid<x< 2423



Juuri Kertaus ® Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 24.10.2018

243 _ 243 _ 5 _1

264. - -
83T a3y 255

b) a®b=(a+b)* ja b®a=(b+a)’ =(a+b)*,joten a®b=b®a

¢) i) Lasketaan a® (b+c) ja a®b+aDec.
a®(b+c)
=(a+(b+c))?
=a’+2a(b+c)+(b+c)
=a® +2ab+2ac+b* +2bc + c*
=a’> +b% +c* +2ab+2ac+ 2bc

a®b+a®c

=(a+b)* +(a+c)?

=a’ +2ab+b* +a* + 2ac + c?
=2a* +b* +¢* +2ab + 2ac

a®b+c)za®@b+a®c

ii) b-kohdan mukaan (b+c)@a=a®(b+c) jabDa=a®b ja
c@a=a®c.
Koska a®(b+c)#a®b+a®c, niin myoskddn

b+c)@a#b®a+cDa

Osittelulaki ei pade.

d) 1) Jos a®b =0, niin

(a-l—b)2=0
a+b=0
b=-a

Luvut a ja b ovat toistensa vastaluvut.

2) Jos a ja b ovat toistensa vastaluvut, on b = —a.
Tilldin a @b = (a+b)*=(a—a)*=0*=0.
Viite on tosi.
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265. a) Toisen asteen yhtélolla on tdsmaélleen yksi ratkaisu, kun diskriminantti
on 0.

b) Funktiolla on yksi nollakohta, kun yhtillld —x* + x* + ax = 0 on yksi
ratkaisu.
X+’ +ax=0
x(-=x*+x+a)=0
x=0tai—x*+x+a=0

Yhtildlld —x* + x* + ax = 0 on vain yksi ratkaisu, jos yhtilon
—x* + x + a = 0 ainut ratkaisu on x = 0 tai jos silli ei ole ratkaisua.

Jos yhtilén —x* + x + a = 0 ratkaisu on x = 0, niin a = 0.
Tilldin alkuperdinen yhtilo —x° + x* + ax =0 on —x° + x> = 0.
Ratkaistaan se.
X +x=0
¥(—x+1)=0
x=0taix=1

Siten yhtélolld on kaksi ratkaisua ja a = 0 ei ole mahdollinen a:n arvo.

Yhtildlld —x* + x + a = 0 ei ole ratkaisuja, kun diskriminantti on

negatiivinen.
1°—4-(-1)-a<0
4a < -1
1
< =
=7y

Funktiolla f{x) = —x’ + x* + ax = 0 on yksi nollakohta, kun a < —% .
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266.

¢) X +ax’+2x=0
x(3x* +ax+2)=0

x =0 on yhtélon yksi ratkaisu. Yhtél6lld on kolme ratkaisua, jos
yhtilslld 3x? + ax + 2 = 0 on kaksi eri suurta ratkaisua, joista

kumpikaan ei ole 0.

Yhtilolld 3x* + ax + 2 = 0 on kaksi ratkaisua, kun diskriminantti on

positiivinen.

a?-4-3-2>0
a*—-24>0

a—24=0 . +
a*=24 \f -
a=2J6 taia= 26 Ve 2/

a®—24>0, kun x <—-2/6 tai x > 26.

Yhtilon 3x% + ax + 2 = 0 ratkaisu ei ole 0 milldén a:n arvolla, koska
x =0 ei toteuta yhtaloa.

Yhtilslld on kolme ratkaisua, kun a < —2+/6 tai a > 2+/6.

Kolme perikkdistd kokonaislukua ovat n, n + 1 ja n + 2. Muodostetaan
véittimén mukainen epdyhtélo ja ndytetdin ettd se on aina tosi.

nn+2)<@m+1)>
n+2n<n*+2n+1
0<1

Epédyhtild on tosi kaikilla kokonaisluvun # arvoilla, joten viite on tosi.
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x+2,kunx+2>0 x+2,kun x > -2
267. a) |x+2|:{—x—2 kunx+2<0={

b) 2er|x+1|:{2x—(x+1),kunx+l<0_

2+ +1]=2

Kun x > -1, yhtélo on

3x+1=2
3x=1
1
3

. 1 e
Ratkaisu x = 3 toteuttaa médrittelyehdon x > —1.

Kun x < -1, yhtélo on
x—1=2
x=3
Ratkaisu ei toteuta médrittelyehtoa x < —1.

Yhtélon ratkaisu on x =

UJ|»—~

268. |x—1|+x={

2x-1,kun1<x<3
f(x)—{ Lkun0<x<1

Vililla [0, 1] funktion arvo on 1. Vililla [1, 3]
funktion kuvaaja on nouseva suora. Télla
vélilla pienin arvo on f{1) = 1 ja suurin
f3)=6-1=5.

—x-2,kun x < -2

x—=1+x,kunx-120_ (2x-1,kunx>1

—~(x=D+x,kun x—-1<0 1, kun x <1

2x+(x+1),kunx+120 (3x+1, kunx>-1
x—1, kun x < -1

y = f(z) /

Funktion arvojoukko on [1, 5].
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269. a)lx+1]=a
Kun a < 0, yhtilolld ei ole ratkaisuja, sillé itseisarvo on aina véhintdén
nolla.

Kun a = 0, syntyy yhtdlo |x + 1| = 0.
Téamaén ratkaisu on x = —1.

Kun a > 0, on syntyy yhtilo |x + 1| = @, jonka ratkaisut ovat
x+t1l=a tai x+1=-a
x=a-1 x=—a—1

Siis yhtéloll4 ei ole ratkaisua, jos a < 0. Jos a = 0, on yhtélon
ratkaisuna x = 0. Jos @ > 0, ratkaisut ovatx=a — 1 jax=—a — 1.

b) ax>x+1
ax—x>1
(a-1x>1

Kuna—-1=0,eli a =1, yhtdlolla ei ole ratkaisua (0 > 1 on epitosi).

Kuna—-1<0elia<l,
(a—1x>1 :(a—1)<0
1

x < .
a—1

Kuna—-1>0elia>1,
(a—Dx>1 |l:(a-1)>0
1

x>
a—1

Kun a < 1, ratkaisu on x < Ll Kun a = 1, epéyhtilolld ei ole

ratkaisua. Kun a > 1, ratkaisu on x > Ll
P
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270.

Ympyrin ympérysmitta on x (m). Ratkaistaan ympyrén séde 7.
2nr=x

=X
d 2n
x 2 mt _x’
Ympyrin pinta-ala on nr* = n(%) = m = I

Nelion piiri on 1 —x (m). Ratkaistaan nelion sivun pituus a.
4a=1-x

_1l-x
Ty

l—x)z_x2—2x+1

Neli6n pinta-ala on a? =( 1) = T

Tulee olla 0 <x < 1.

Yhteispinta-alan funktio on
4 H, m xz

_ X7 —2x+1
A= 4t 16
_ (4+7c)x2 -2nx+m

l16m
_(Tf+4)x2_2nx+ T
T lé6x 16t  16%

_n+4 2 x_ 1
_16nx 8+16,0<x<1.

n+4 2 x 1

Toisin kirjoitettuna 4:]0,1[— R, A(x) = or ~ "3 16
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271.

Maidritetddn ratkaisua x = 1 vastaavat a:n arvot.

2-1+a|=1

2+a=1
2+a=1 tai 2+a=-1
a=-1 a=-3

Ratkaistaan yhtélé molemmilla a:n arvoilla ja verrataan ratkaisuja.

Kun a = —1, on yhtélo |2x — 1| = 1. Ratkaistaan yhtilo.

2x—1]=1

2x—1=1 tai 2x—-1=-1
2x=2 2x=0
x=1 x=0

Ratkaisu ei ole haluttu (x =1 tai x = 2).

Kun @ = -3, on yhtdlo |2x — 3| = 1. Ratkaistaan yhtalo.

2x —3|=1

2x—3=1 tan 2x—3=-1
2x=4 2x=2
x=2 x=1

Ratkaisu on haluttu.

Kun valitaan a = —3, on yhtilon ratkaisu x = 1 tai x = 2.
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y=|x+2|
x-3y+10=0.

Alemmasta yhtdlostd saadaan y = al +31 0.

272.  Ratkaistaan yhtélopari {

Sijoitetaan tima ylempéddn, jolloin saadaan yhtdlo | x+2 |= x+10 .

Yhtdl6lla on ratkaisu, kun x + 10 > 0 eli kun x > —10.

1
|x+2|:x+ 0
3
+2:x+10 tai x+2:—x+10
3 3
3x+6=x+10 3x+6=—x-10
2x=4 4x=-16
x=2 x=-4

Kunx=2,y=12+2|=4jakunx=-4,y=|-4+2|=2.
Kayrit leikkaavat toisensa pisteissé (2, 4) ja (—4, 2).
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273.  Piirretddn kuva.

Madéritetdén kartion pohjan sdde » muuttujan x avulla suorakulmaisesta

kolmiosta.
X+r=1?
r=1-x

Jos kartion korkeus on pienempi kuin 1, sdde voidaan laskea samoin.

Kartion tilavuus on %nrz - h, missé & on kartion korkeus, on

h=1+x missd—1<x<1I.

Tilavuuden funktio on ¥ (x) = %n(l )1 4x),—1<x <.

1Y
e y=V(z
(0.33)\.24)
0.5
oS
i -05 0 0.5 1

Funktion arvojoukko on ]0; 1,24][.
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SYVENTAVAT TEHTAVAT

274.

275.

f(x)=x—|x"~1|
x2_1=0 + +
¥=1 -

x=1taix=-1

x—(x*=1),kun x< -1 —x*+x+1, kun x < -1
() =x—|x*—1]=4x+(x*=1),kun—1<x<1={x’+x—Lkun—1<x <1
x—(xz—l),kunx>1 —x2+x+1,kunx>1

Yhdistdmalla ehtoja lauseke yksinkertaistuu muotoon

JYX)={

X’ +x+Lkunx<—1taix>1
x? +x—1, kun—-1<x<1.

Olkoon ensimmadisen asteen polynomifunktio P(x) = ax + b, a # 0.
Px+1D)=ax+1)+b=ax+a+b
Px)+2=ax+b+2

Ratkaistaan yhtélostd P(x + 1) = P(x) + 2 ehdot a:lle ja b:lle.
axtatb=ax+b+2 ||-ax—>b
a=2

P(x) =2x + b, missid b voi olla mika tahansa reaaliluku.

Olkoon toisen asteen polynomifunktio P(x) = ax’ + bx + ¢, a # 0.
Px+D=ax+ 1 +bx+1)+c=ax’+QRa+bx+(a+b+c)
P(x)+2=ax’+bx+c+2

Tulisi olla 2a + b = b, eli a = 0, jolloin kyseessi ei ole toisen asteen
polynomifunktio. Vastaava ei siten pade toisen asteen
polynomifunktioille.
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276.

2717.

a@—a=a@-1)=a(a-1)a+1)=(a-Da(a+1)

Kun a on kokonaisluku, ovat a — 1, a ja a + 1 perédkkiiset kokonaisluvut.
Kolmesta perédkkaisestd kokonaisluvusta yksi on varmasti kolmella
jaollinen. Viite on todistettu.

X —ax*—a’x>0

(> —ax—-a’)>0 (1)
(i) Jos a = 0, saa epdyhtild (1) muodon —x* > 0, mik on tosi kun x < 0.

(i) Jos a # 0, on yhtilén —x* — ax — a* = 0 diskriminantti negatiivinen:
D=(—ay—4-(-1)-(-a>)=a*—4a*=-3a’<0,kun a # 0.

Talldin —x* — ax — a* < 0 (kuvaaja alaspiin aukeava paraabeli). Tulon
x - (—x* — ax — a*) molemmat tekijit ovat negatiivisia kun x < 0, joten tulo

on positiivinen, joten epéyhtild (1) on tosi, kun x < 0.

Kohtien (i) ja (ii) perusteella epdyhtéld (1) on tosi kaikilla a:n arvoilla.
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278. a)lx+1|>a
Kun a <0, epéyhtilo toteutuu kaikilla x:n arvoilla.
Kuna=0,x+1|>0, kun x #—1.
Kuna >0,
Ix + 1| > a, kun
x+l<-a tai x+1>a
x<-a-1 x>a-1

Kootusti:

Kun a < 0, epéyhtidlo toteutuu kaikilla x:n arvoilla. Kun a = 0,
epayhtild toteutuu, kun x # —1. Kun a > 0, epéyhtild toteutuu, kun
x<-a-1ltaix>a-1.

b)jx+1<a
Kun a <0, epéyhtdlolld ei ole ratkaisua.
Kun @ = 0, epayhtild toteutuu, kun x + 1 =0, eli kun x =—1.
Kuna >0,
k+1]<a
—-a<x+1=<a
—-a—-1<x<a-1

Kootusti:

Kun a <0, epéyhtilolla ei ole ratkaisuja. Kun a = 0, epéyhtilo
toteutuu, kun x = —1. Kun a > 0, epayhtilo toteutuu, kun —a — 1 <x<a
-1
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3 Geometria

3.1 Tasogeometria

LUVUN 3.1 YDINTEHTAVAT

301. a) Piirretddn apukuva.

30m-10m=20m
lom/\

X

Oletetaan, ettd puu kasvaa maasta kohtisuorasti ylospéin. Tyviosa,
latvaosa ja maa muodostavat suorakulmaisen kolmion. Ratkaistaan
latvan etdisyys tyvestd, x, Pythagoraan lauseen avulla.

x>+ 10% =207
x* =400 — 100
x* =300

x= /300 =17,32... (taix= —/300)

Latva osui maahan 17 metrin etdisyydelld tyvesta.
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b) Piirretddn apukuva.
\

\
\

28° \

37m

Ratkaistaan puun pituus x tangentin avulla.

tan 28° =%
x=37-tan 28°
x=19,67...

Puun korkeus on 20 metria.

¢) Piirretdén apukuva. Kolmio on tasakylkinen, koska siini on kaksi yhta
pitkéd sivua. Tasakylkisen kolmion korkeusjana % puolittaa kannan.

Kolmion pienin kulma on lyhinti sivua vastassa. Ratkaistaan kolmion
korkeusjanan pituus /.

h2+42:62
hW=36-16
W =20

h=~20=25 (tai h=—~/20)

Ratkaistaan kulma o suorakulmaisesta kolmiosta sinin avulla.

25
6

sina =

sina =
a=48,1..°~48°

ol
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302. a) Kehdkulma on puolet keskuskulmasta, eli 30°.

b) Keskuskulman ja tangenttikulman summa on 180°, joten
tangenttikulma on 180° — 60° = 120°.

¢) Kaaren pituuden suhde koko ympyrén kaareen on sama kuin
keskuskulman suhde 360°:een.

4 _ 60°
2 360°
2 _1
w6
nr=12
_12
B T

Halkaisija on 2r = 2714

303. Janan CA pituus saadaan vahentdmalld janan PA pituudesta janan PC
pituus. Jana PC on ympyrén side, joten sen pituus on 5. Jana PA on
suorakulmaisen kolmion PAB hypotenuusa. Ratkaistaan PA Pythagoraan
lauseella.

PA*= PB*+ BA?
PA2 52+ 122

4% =169
PA =13 (tai PA =—13)

C4=13-5=8.

Ratkaistaan suorakulmaisesta kolmiosta PAB kulma P, jota merkitdan
kirjaimella c.

tan o =Q
5
a=67,38...°

b= -2n-5=15,880...~5,9.

360°

Janan C4 pituus on 8 ja kaaren b pituus 5,9.
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304. a) Kolmion pinta-ala voidaan laskea kaavalla %ab sina.

1.10-20-sina =30

2
100-sinx =30
sina =0,3
a=17,45..°taia =180°-17,45..°=162,54...°

Kulman suuruus on 17,5° tai 162,5°.

b) Kolmion pienin kulma on lyhinté sivua vastassa. Ratkaistaan kulma «
kosinilauseella.
32=424+6>-2-4-6-cosa
9=16+36—-48-cos

48-cosa =43

_43

cosa = 13
a=26,38..°

Pienimman kulman suuruus on 26,4°.

¢) Suurin kulma on pisinté sivua vastassa. Lasketaan suurimman kulman
a suuruus sinilauseella.
6,3 14,7
sin19°  sina
6,3-sina =14,7-sin19°||: 6,3
sina =0,759...
o =49,43..°tai « =180°—-49,43...°=130,56...°

Kulma on 131°.
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305.

306.

Piirretddn apukuva.

Lasketaan hypotenuusan BC pituus Pythagoraan lauseella.

BC* =32+ 47
BC?*=25
BC =5 (tai BC =-5)

Kolmiot ABC ja ABD ovat yhdenmuotoiset, koska niissd on molemmissa
suora kulma ja yhteinen kulma B.

BD _ AB
AB~ BC
BD _4,
4 _5”4
16
BD==2
5
16 9
DC=BC-BD=5—-——==
C=BC =%

Korkeusjana jakaa hypotenuusan osiin, joiden pituudet ovat % ja %

Olkoon B:n etdisyys maan keskipisteestd 7 ja A:n etdisyys R. B:n radan
pituus on 277 ja A:n radan pituus on 27R.
2nR =2nr + 50

R=2mr+50 _, 50 _, 595
o 27

A on 8 km korkeammalla.
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307.  Piirretddn apukuva. Merkitédén nelidn sivun pituus a, sisdén piirretyn
ympyrén side 7 ja ympéri piirretyn ympyran side R.

(7

“o-

\__/

V=

(ST

2
Sisédn piirretyn ympyrén ala on mr? = n(%)2 = %'

a*+a’ = (2R)2

2a° =4R?
R? =%a2

=)

=2 (t3i R =—_
R—\/E(talR NG

2
Ympiri piirretyn ympyrin ala on nR*> =n(-%)> =41
pari piirretyn ympy (ﬁ) >

2 2 2
Pinta-alojen suhde on 4.4 L _4 T, 2 :l:1:2.
4 2 4 2 2
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3.2 Avaruusgeometria

LUVUN 3.2 YDINTEHTAVAT

308.  Veden tilavuus on 5,0 1= 5,0 dm® = 5000 cm’. Tilavuus voidaan laskea
kaavalla 77> - i, missé r on pohjan side ja 4 veden korkeus.
mr?-22=5000]|: (n-22)

25000
D)
_ [5000 _ I
r=\253 =8,50...(tai r ==8,50..)
2r=17,01...

Pohjan halkaisija on 17 cm.

309. Merkitdén kuution sivun pituutta kirjaimella a.
Kuution tilavuus on a’.
2 1 1 3

. 1 _1
Pyramidin tilavuus on 34 Ha=cd

Tilavuuksien suhde on 1:6.
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310. a) Pallon sdde » on puolet kuution sivun pituudesta a, eli a = 2r.
Kuution tilavuus on @’ = (2r)’ = 87°.
Pallon tilavuus on %nr3.
Tilavuuksien suhde on i7tr3 : (8r3) _4n :8=m:6.
8 — % e
Tyhjéa tilaa on 8—3 =0,476...~ 48%.
r
b) Pallon sidde » on sama kuin lierién pohjan sidde ja lierion korkeus on

pallon halkaisija, eli 27.

Lierion tilavuus on 7% - 2r =27,

Pallon tilavuus on inr3.

Tilavuuksien suhde on %nﬁ :2n? )= % :2=2:3.

2 — 4 e
Tyhjad tilaa on —————=0,333...~33%.
2nr
311.  Tilavuuksien suhde on mittakaavan kuutio. Merkitian 1,0 I pullon
korkeutta x.
(X ) = 1,0
20 0,33
¥ 1,0

8000 0,33 I-8000

x> =24242,42...
x=28,94...

1,0 litran pullon korkeus on 29 cm.
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312.  Piirretddn apukuva.

Paivantasaaja

~<%F

Kauriin kaantopiiri

23,5°

360° 21-6370 km =2612,67... km =2610 km.

Pituus on

313.  Olkoon veden korkeus alussa 4, astian pohjan side 7.
Veden tilavuus ennen jiditymisti on mr’h ja jadtymisen jilkeen 1,1 murh.
Astian korkeuden tulee siis olla 1,14.

Astian korkeudesta tulee jattaa tayttamatta 0,14, joka on

(1)’1121 =0,0909...~ 9% astian korkeudesta.
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314.

A: 550 - 10° mm = 550 000 000 mm = 550 km, eli IIT

B:0,21=0,2 dm* =200 cm® =200 ml=20cl, eli I ja IT

C: 0,00056 m* = 0,056 dm* = 5,6 cm? = 560 mm?” eli I ja IT

D: 5,6 - 108 dm?=5,6 - 10° m? =5 600 000 m*> = 5,6 km? = 560 ha eli III
E:1,2-10*m=0,00012m=0,12 mm = 0,012 cm eli I

F: 88 mm’> =0,088 cm®> =88 - 10° m*=8,8 - 10 m* = 0,088ml
=0,000088 1 =28,8 - 107 1 eli ITI

G: 440 000 m* = 44 ha = 0,44 km? eli II ja III

H: 0,05dl=5ml=5cm’eli I jaIII
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Luvun 3 vahvistavat ja syventavat tehtavat

VAHVISTAVAT TEHTAVAT

315. a) Tasakylkisen kolmion kantakulmat ovat yhti suuret. Merkitéén
kantakulmat 5x ja huippukulma 2x. Kolmion kulmien summa on 180°.
Sx + 5x + 2x=180°
12x=180°|:12
x=15°

Kantakulmat ovat 5 - 15° = 75° ja huippukulma 2 - 15° = 30°.

b) Piirretddn apukuva.

Y

3-180° _ ;pge.

Sadnnollisen viisikulmion yhden kulman suuruus on 5

Muodostuneet kolmiot ovat tasakylkisia.
108°+24=180°, josta f = 36°.
Télloin o =108°—-2£=108°—72°=36°.
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316. a) Piirretddn apukuva.

\/g x

30°

6

Madritetddn kolmannen sivun pituus x kosinilauseen avulla.
=6 +v3"=2-6-43-c0s30°
X’ :36+3—12-ﬁ-§
x> =21
x=+/21 (tai x = —/21)

Kolmannen sivun pituus on v21.

b) Piirretdén apukuva. Kolmion kolmas kulma on 180° —45° — 65° = 70°.
Pisin sivu on suurinta kulmaa vastassa.

E5°

45° 70°

6,5cm

Ratkaistaan pisin sivu x sinilauseella.
x _ 65
sin70°  sin 65°
x=06,73...

|| -sin 70°

Pisin sivu on 6,7 cm.
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¢) Suurin kulma on pisintd sivua vastapddtd. Ratkaistaan suurin kulma «
kosinilauseella.

JI9° =32 44> —2.3.4.cosa
19=9+16—-24cosc

24cosa =6

cosa = 1

4
a=7552."°

Suurin kulma on 75,5°.

317.  Piirretdén apukuva. Merkitéén tornin korkeutta / ja 1dhemmén
katselupaikan etdisyytta x.

Y

~
NS

NS SO
\\ S o
h \\ \\\
\\ Se
3150 o N
/\2’5 \I\
" 0,5 km

Oletetaan, etté torni on kohtisuorassa maanpintaan nahden.

Ratkaistaan A suorakulmaisista kolmioista.

O—ﬁ °— h
tan3,5° = " tan2,5 ¥+ 05
h=x-tan3,5° h=(x+0,5)-tan2,5°

x-tan3,5°=(x+0,5)-tan2,5°
x-tan3,5°=x-tan2,5°+0,5-tan2,5°
x(tan3,5°—tan2,5°) =0,5-tan 2,5°

= 0,5-tan2,5°
"~ tan3,5°—tan2,5°
x=1,247...

h=x-tan3,5°=1,247...-tan3,5°=0,0762...

Tornin korkeus on 76 m ja katseluetdisyydet ovat 1,2 km ja 1,7 km.
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318.  Piirretdén poikkileikkauskuva kuution pohjan lavistéjda pitkin. Merkitiédn
kuution sivua a. Kuution pohjan lavistdja on V2a.

r a
V2a
2 2 Q 2_ 2,2 2 3 >
r—a+(2a) —a+4a—2a
_ 3, i __ﬁ
r_\/ga(talr— 2a)
Kuution tilavuus on a’.
Puolipallon tilavuus on
4 3
—mr
37 2 Buypo2,3 By B N6 s
3 _3n( 2a)—37t2 2a— Zna— 2na.
3
. . 2
Tilavuuksien suhde on —2 =—=—=0,259....
6 Jor

Kuution tilavuus on 26 % puolipallon tilavuudesta.

319. Olkoon padan sisdséde r.

L
Padan sisdosan tilavuus on 3 5 =§nr3
%nﬁ =74
r=3,28...(dm)

Padan sidde on 3,28... dm =32.8... cm.
(67,0cm—2-328...cm):2=0,686... cm

Padan seindmén paksuus on 0,7 cm.
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320.

Pisin sivuista on a + 1, joka on siis hypotenuusa.

Suorakulmaisille kolmioille on voimassa Pythagoraan lause.
(@a—1YP+a*=(a+1)

a@-2a+1+a*=a*+2a+1

@ —4a=0
a(@a—4)=0
a=0taia=4

Jotta muodostuisi kolmio, tulee olla a = 4.
Koska puoliympyrén siséltdma kehdkulma on suora, suorakulmaisen
kolmion ympéri piirretyn ympyrén halkaisija on kolmion hypotenuusa.

Halkaisija on 4 + 1 =5, joten sidde on 2%.
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321. a) Kulmanpuolittaja jakaa vastaisen sivun viereisten sivujen suhteessa.
Suurinta kulmaa vastassa on pisin sivu 10. Kulmanpuolittaja jakaa

sivun suhteessa 5:8.
50 1, 8 19_80

5 _
Osat ovat 10= E 3

13 13

b) Piirretdén apukuva. Merkitéén kantaa 2x ja korkeutta 3x. Tasakylkisen
kolmion korkeusjana puolittaa kannan.

A

2x
Maidritetddn kantakulma o suorakulmaisesta kolmiosta.
tana = 3_x
X
tana =3
a=71,56..°

Tasakylkisen kolmion kantakulmat ovat yhté suuret. Huippukulman
suuruus on 180° —2 - 71,56...° = 36,86...°.

Kolmion kulmat ovat 71,6°, 71,6° ja 36,9°.
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322. a) Saannollisen n-kulmion yhdestd kulmasta voidaan piirtdd n — 3

lavistdjad. Nama lavistdjét jakavat n-kulmion n — 2 kolmioon.

n-kulmion kulmien summa on yhté suuri kuin # — 2 kolmion kulmien
yhteenlaskettu summa eli (n — 2) - 180°.

b) n-kulmion kulmien summa on (n—2)-180°.

Yhden kulman suuruus on tilloin 2= 2, 180°.

323.  Yhdell4 kierroksella naru nousee % putken pituudesta, eli 30 cm ja

kiertdd kokonaisen kierroksen, eli - 10 cm. Piirretdén apukuva.

30cm

10 cm

Ratkaistaan narun yhdellé kierroksella kiertdmé matka x Pythagoraan
lauseella.

X* =307 +(n-10)’
X% =900+ 1007

x=+900+1007> (tai x =—/900 +1007*)
3:4/900+ 1007 =130,31...

Narun pituus on 130 cm.
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324.

Piirretddn kuva. Isomman hihnapyorin siade on 20,0 cm ja pienemmin
13,0 cm.

Kuvaan merkityt kulmat o ovat ristikulmina yhté suuret. Muodostuneet
suorakulmaisetkolmiot ovat siten yhdenmuotoiset.

20_13

Xy
_I3x
=720

Mairitetdén kolmioiden hypotenuusat a ja b.
a’=20"+x°
a =400+ x*

b* =13*+y* =137 +(

~ 169x°
b=,[169+ 1555
a+b=70
2
J400+ 27 +,/169 + 12(9)’6 =170

x=3741... (tai x=-37,41...)

13x,,
20)

13x
=—==24731...
Y=20 3
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Ratkaistaan kulma £

tanﬂzz—)i)

B=61,87...°

Hihnan pituus isomman pyoran kehélld on

360°— 243 _
W' 2n-20= 82,68

Hihnan pituus pienemmén pydrén kehélld on
360°-23

3600 2m13=53.60...

Hihnan pituus yhteensé on
82,68... +53,60....+2-3741...+2-24,31... =259,53... = 260 cm.

325. Merkitddn pohjan halkaisija x ja korkeus 2x.
Pohjan pinta-ala on 7 (%)2.
n-(%)z =150
x=13,81... (tai x=-13,81...)

Korkeus on 2x=27,63....
Lierion tilavuus on 150-27,63...=4145,92...~ 4150 cm’.
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326. a) Runko pitenee muotonsa séilyttden, jolloin alkuperdinen ja kasvanut
puu ovat yhdenmuotoiset. Koska mitat kasvavat viidesosan, eli 20%,
on mittakaava 1:1,2.
Tilavuuksien suhde on mittakaavan kuutio eli (1:1,2)* = 1: 1,728.
Puun tilavuus kasvaa siis 73 %.

b) Olkoon puun tyven halkaisija a ja korkeus 4. Puun tilavuus alussa on
1 a\’
3" (2) h
Kun tyven halkaisija kasvaa viidesosan eli 20 % ja korkeus neljdsosan

eli 25 %, on uusi tilavuus %n-(1,2-%)2 1,25k =1,8%n-(%)2 .

Tilavuus kasvaa 80 %.
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327.  a) Piirretddn poikkileikkauskuva.

T

Muodostunut pieni kartio ja iso kartio ovat yhdenmuotoiset. Koska
korkeuksien suhde on 1:2, myds pohjaympyréiden sédteiden suhde on
1:2, joten x = 2a.

Kartioiden tilavuuksien suhde on mittakaavan kuutio, eli 1:8. Kartion
toisen osan suhde koko kartioon on siten 7:8.

Kartion osien suhde on 1:7.

b) Lierion korkeus on 1 ja pohjan séde a. Kartion pohjan sédde on 2a.
Lierion tilavuus on 7 - a* - 1.
1

Kartion tilavuus on %'n (2a)* -2 =3 n-8a’ =§na

Lierion ja kartion tilavuuksien suhde on
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328. a) Piirretddn apukuva.

3
5

Pohjan livistdjén pituus on V5° +3% = J34.

8
tang =——
V34
a=53,91...°

Avaruuslavistijin ja pohjan halkaisijan vélinen kulma on 53.9°-

b)

3
5

Pohjan halkaisija pituus on v'5* + 8 =~/89.

3

tan p=—
F=Js
B=17,64..°

Avaruuslavistijin ja pohjan vélinen kulma on 17,6°.
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329. Kulmanpuolittaja jakaa vastaisen sivun viereisten sivujen suhteessa.
Merkitéddn AC = 4x ja BC = 3x.
Merkitddn «xACD =<DCB = «.

AD* = AC* + DC* -2-AC-DC -cosax
4 =(4x)’+6°—2-4x-6-cosa

DB*=DC*+ BC*-2-DC-BC-cosa
3*=6"+(3x)*-2-6-3x-cos

Ratkaistaan yhtdloparista x.
4 =(4x)’+6°-2-4x-6-cosa
3*=6"+(3x)*-2-6-3x-cosx

x =2 tai x = —2, joista vain x = 2 kelpaa ratkaisuksi.

AC=4-2=8jaBC=3-2=6.
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330. a) Kuutiot ovat yhdenmuotoiset. Yhdenmuotoisten kappaleiden pinta-
alojen suhde on mittakaavan neli6. Mittakaava on 1:1,1, joten pinta-
alojen suhde on 1:1,21. Pinta-ala kasvaa 21 %.

b) Kuutiot ovat yhdenmuotoiset. Yhdenmuotoisten kappaleiden
tilavuuksien suhde on mittakaavan kuutio. Tilavuuksien suhde on
1:0,75, joten mittakaava on suhteen kuutiojuuri 1: 0,9085... Sarma
lyhenee 9,1 %.

¢) Kuutiot ovat yhdenmuotoiset. Yhdenmuotoisten kappaleiden pinta-
alojen suhde on mittakaavan neli6. Pinta-alojen suhde on 1:1,44.

Mittakaava on pinta-alojen suhteen nelidjuuri ja tilavuuksien suhde on
mittakaavan kuutio.

Mittakaava on 1:1,2, joten tilavuuksien suhde on ( 1:1,2*=1:1,728.
Tilavuus kasvaa 73 %.
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331.

a) Piirretdén poikkileikkauskuva.
56 mm

Kartio, josta pikari on saatu katkaisemalla, on korkeudeltaan /# + 100.
Kartio ja poistettu pienempi kartio ovat yhdenmuotoisia.

56 _31
K+100  h
h=124

Pikarin tilavuus saadaan, kun ison kartion tilavuudesta poistetaan

pienemman kartion tilavuus. Pohjien sdteet ovat 28 mm ja 15,5 mm ja
koko kartion korkeus on 100 mm + 124 mm = 224 mm.

%n-282 -224—%“5,52 124 =152707.5...

Pikarin tilavuus on noin 150 000 mm® = 0,15 dm®* = 0,15 1= 150 ml.

b) Kartion korkeus on noin 220 mm.
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332.

Piirretddn kuva.

Ratkaistaan kuvaan merkitty x suorakulmaisesta kolmiosta.

cos35° = TXS

x=3,5-c0s35°=2,867...

Istuinlauta nousee korkeudelle
(3,5m-2,86...m)+0,8m=1,43... m~1,4m.
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333.  Piirretdédn poikkileikkauskuva.
Merkitédn ympyrén sédettd 7.

Ratkaistaan kuvan suorakulmaisesta kolmiosta ympyrén siade 7.
r=0r-37+6
r=17,5

Kuulan halkaisijaon 2 - 7,5 cm = 15 cm.
Kuulan sidde on 7,5 cm = 0,075 m.

Kuulan tilavuus on %n -(0,075 m)3 =0,001767..m’ .
Kuulan massa on 0,001767...m’-7,86-10° kg/m’ =13,88...kg ~ 14 kg.

Kuulan halkaisija on 15 cm ja massa 14 kg.
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334. Piirretddn kuva. Merkitddn méen korkeus x ja katselupaikan ja maston
juuren etdisyys y.

57 _ 638
sin5,1°  sina
638-sin5,1°
57
a=84,26...°tai « =180°—84,26...°=95,73...°

sina =

Koska katselupaikka on maston alapuolella, kulma o= 95,73...°.

Kolmion kolmas kulma on 180° — 5,1°—95,73...°=79,16...°.
Suorakulmaisesta kolmiosta saadaan:

c0s79,16...°= ST+x

638
x=638-c0s79,16...°— 57
x=6294...

Maien korkeus on 63 m.
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33s.

Kolmiot ABC ja ADC ovat yhdenmuotoiset, koska niissi on yhteinen
kulma 4 ja suora kulma. Kolmiot ABC ja CDB ovat yhdenmuotoiset,
koska niissd on yhteinen kulma B ja suora kulma. Talloin my6s kolmiot
ADC ja CDB ovat yhdenmuotoiset.

Merkitdan DB = b.
Talloin kolmioiden ABC ja CDB yhdenmuotoisuuden perusteella saadaan

b__a_
a a+b
> = b(a+b)
a’ =ab+b’
b>+ab—a*=0
po—aEN@ —4-1-(=a’) _—a+\54 _—a+3a
= 21 oz 2
Koskaa>0jab >0,
poN5-1,

2

Merkitadn kulma 4 = a. Kolmiosta ABC saadaan

. a
sina = b
. a
simag=—F+——
a+%a
sina =0,618...
a=38,17...°

Kulma 4 on 38° ja kulma B on 90° — 38,17...°=51,82...° = 52°.
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336. Muutetaan leveyspiirien asteluvut asteiksi.

9
oQ! — oy o — o
60°9" = 60 w0 60,15
27
07 = o4 o — 45°
59°27"'=59 60 59,45

Leveyspiirien vilinen kulma on 60,15° — 59,45° = 0,70°.

Maapallon ympérysmitta on 40 000 km. Ratkaistaan maapallon sidde R.

2R = 40000
R 20000
I

Piirretddn apukuva.
Merkitédén kuumailmapallon korkeutta x.

Tallinna

Ratkaistaan x suorakulmaisesta kolmiosta.

o R
cos0,70° = Rtx
_ R—-R-co0s0,70°
a cos0,70°
x=0,475...

Kuumailmapallolla tulisi nousta 0,48 km eli 480 m korkeuteen.
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337.  Piirretdédn poikkileikkauskuva.
20 cm

[

15 cm:

Kuvan suorakulmaiset kolmiot ovat yhdenmuotoiset, koska niilla on
yhteinen kulma ja molemmissa kolmioissa on suora kulma.

x_20

715

(=20 5,_28
15 3

Vesimdirén tilavuus on % - (%)2 -7 =638,55...(cm’).

Pinta-ala, jolle vesimééra on satanut, on mittarin suuaukon pinta-ala.
n-20% =1256,63...(cm?).

Sademairi on tilavuus 638,55 cm® jaettuna pinta-alalla 1256,63... cm?, eli
0,508... cm = 5 mm.
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338.  Piirretddn kuva. Merkitddn purjeveneen etdisyyttd majakasta klo 14.55
kirjaimella x.

Pikkukalla

75° .

Madritetdén veneen kellonaikojen 14.10 ja 14.55 vilissd kulkema matka,
eli kuvan etéisyys AB.

14.55 ja 14.10 vili on 45 min = 0,75 h.

7,2 - 1852 m/h - 0,75 h =10000,8 m

Kuvan kolmion BAC kulma B on 180° — 75° = 105° ja kulma C on
180° — 18° —105° = 57°.

Madritetdén etdisyys x sinilauseella.

x _ 10000,8
sinl8°  sin57°
x=368428...

Purjeveneen etdisyys majakasta kello 14.55 on 3,7 km.
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339. Piirretddn kuva.

1D E
1 25° 12 m

Kuvan suorakulmaisessa kolmiossa DEC kateetti DC on pituudeltaan
2lm—16m+x=5m+x.

Kolmiossa ABC kateetti AC on pituudeltaan 21 m—4m+x= 17 m + x.
Kateetit AB ja DE ovat yhté pitkét.

o_DC
tan22,5 =DF
o_S+x
tan22,5° = DE
_ 5+ x
tan22,5°
AC
25 ==
tan 25 1B
17+ x
25° =
tan25 1B
_ 17+ x
tan 25°
S+x _ 17+ x
tan22,5° tan25°
x=90,41...

Tornin korkeus on 90,4 metria.
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340. Piirretddn kuva.

Molemmissa kolmioissa nelion ulkopuolelle jadvit pienet kolmiot ovat
yhdenmuotoisia ison kolmion kanssa. Ensimmaéisessé kuviossa pienet
kolmiot ovat yhtenevia ja toisessa ison kolmion hypotenuusalla olevat
pienet kolmiot ovat yhtenevia.

Ensimmadisen (sinisen) nelidn sivun pituus on puolet kolmion kateetin
pituudesta. Toisen (punaisen) nelidn sivun pituus on kolmasosa kolmion
hypotenuusan pituudesta.

Olkoon kolmion kateetin pituus a. Sinisen nelién sivun pituus on %a ja

pinta-ala laz.

4
Ratkaistaan kolmion hypotenuusan pituus b.
P =+ g
b* =24

b=+ 2a (tai b=—2a)
N

Punaisen nelién sivun pituus on %\/Ea =-3 4 ja pinta-ala %az.

Piirtamalla kaksi sivua kateeteille syntyy suurempi nelid.
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341.

Piirretddn kuva. Merkitdén ympyrén side 7.
]

Janan AB pituus on 5 ja janan AC pituus on 12.
Kolmiot ABC ja EFC ovat yhdenmuotoiset, koska niissé on yhteinen
kulma C ja suora kulma (kk-lause).

Ratkaistaan kolmion ABC hypotenuusa BC.
BC*=5"+12°

BC*= 169

BC =13 (tai BC=-13)

Kolmioiden ABC ja EFC yhdenmuotoisuudesta saadaan
EF _ AB

EC BC

r :i

12—r 13
_10_,1
r=37=33

Ympyrin sdde on 3%.
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342.  Olkoon pienemmain nelidn sivun pituus a, kolmion pidempi kateetti b ja

lyhempi kateetti c.
C| 127
)
sin12,7°=<
a
c=a-sinl2,7°
cosl2,7°= b
a
b=a-cosl2,7°

Isomman nelién sivun pituus on b + ¢ = a(cos12,7° + sin 12,7°).

Pienemmain nelidn sivun pituus on suuremman pituudesta

a a
- = ...~ 84%.
btc alcosi2, P +smiz, 7o) o005 % 84%

Pienemmaén nelion pinta-ala on suuremman alasta
2 2

a a__ =0,6998... ~ 70%.
(b+c)* a’(cosl2,7°+sinl2,7°)
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343.  Piirretddn kuva. Merkitiddn puoliympyran sadetta r.

302

Ratkaistaan kolmion muiden sivujen pituudet.

sin30° =4
__ 4 _4_
sin30° 1 8
=4 +b
8 = 4% 1 b’

b=+/48 =4/3 (taib=—/43)

Kuvan suorakulmaiset kolmiot ovat yhdenmuotoiset, koska molemmissa
on yhteinen 30° kulma ja suora kulma.
Yhdenmuotoisuudesta saadaan

r__4

b- c

r___4

4-3-r 8
r:i

3

44J'8f

Kolmion pinta-ala on

mf _8n

Puoliympyrén pinta-ala on = -1 (—— 3

2

8n

3 P a3
Pinta-alojen suhde on = =0,6045...~ 60%.
! 83 33 9 °
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344. Téaydennetddn kuvaan merkinnét.

%

+

20
N n

Kuvan kolmiot ovat yhdenmuotoiset, koska niissa on yhteinen kulma 30°
ja suora kulma (kk-lause).

cos30°=4
X
_a _2,
cos30° /3
cos30°=x+—y
2a

Osien x ja y pituuksien suhde on
2 3 2

X:y=—"2=a: a——-i:2:1.
V33 343
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345. Téaydennetddn kuvaan merkinnét.

Q

R

Ympyroilld on sama séde, koska OP on niiden yhteinen séde.
OP, OQ ja PQ ovat ympyrén séteen » mittaisia.

Kolmio OPQ on tasasivuinen kolmio, jonka sivun pituus on 7. Kolmion
OPQ korkeusjana SQ on puolet pisteiden Q ja R vilisesta etdisyydesti eli
5.

Suorakulmaisesta kolmiosta OSQ saadaan:

P = (%r)2 +5°

%rz =25
;2100
3
tair
=gy (air ==

Kolmion OPQ kaikki kulmat ovat 60°. Lyhyempai kaarta RQ vastaava
keskuskulma on 120° ja pidempaé kaarta vastaava 360° — 120° = 240°,
Pidemman kaaren RQ pituus on

240° 5 - 10 _ 40

360° B 3B

Lasketaan merkityn viivan pituus.
5. 40 80 __ 803
ENEN

n=48,36...

Pituus on noin 48 cm.
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346.

347.

Jotta kuutio mahtuisi pallon sisélle, tulee kuution avaruuslévistijén olla
pallon halkaisijan mittainen.

Olkoon kuution sdarmi a. Kuution avaruuslavistdjan pituus on

Ja* +a* +a* =3a.

Talloin
V3a=2R
2
a=—"*R.
V3
e 2 243
Kuution sdrmén pituus on ——=R==—"-—R
P B3

Taydennetién kuvaan merkinnét ja ympyrékartio kokonaiseksi.

A
A

Kartion poistettu kirkiosa on yhdenmuotoinen alkuperdisen kartion
kanssa mittakaavassa 1:2.

Kartion sivujanan pituus voidaan ratkaista suorakulmaisesta kolmiosta.
57 =2,0"+5,0
s* =29

s =29 (tai s =—/29)

V29

Poistetun kérjen sivujanan pituus on R

Pinta-ala saadaan, kun ulommasta ympyrasti vihennetdin sisempi.

n-sz—n-(%)zzn-(@)z—n \/_) _3-29 29 m=068,32...

Sinisen rengasalueen pinta-ala on 68 cm®.
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SYVENTAVAT TEHTAVAT

348.

Maapallo kiertdd kerran akselinsa ympéri vuorokauden aikana. Olkoon
lentokoneen kiertiman ympyran sade . Lentokone lentdd 10 km
korkeudella, joten leveyspiirin sdde on » — 10. Lentokoneen nopeus on

2mnr
24 km/h.

Ratkaistaan r, kun lentokoneen nopeus on 900 km/h.

2nr
24 =900
r=3437,74...

Leveyspiirin sdde on 3427,74... km.

Ratkaistaan kulma o
~3427,74...
6370

a=32,55...°

Leveyspiirit lasketaan Pdivéntasaajalta.
90° —32,55...°=57,44...°.

Leveyspiiri on 57,4° pohjoista tai eteldisté leveytta.
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349.

Piirretddn kuva. Merkitddn maapallon sddettd R ja leveyspiirin sddetta 7.
Leveysaste on 49°, joten kulma Pohjoisnavalta mitattuna on
90° — 49° =41°.

Ratkaistaan maapallon séde. %
2R = 40000
R = 20000
T

Ratkaistaan leveyspiirin sédde suorakulmaisesta

kolmiosta.
. o_ ¥
sin41 =
r:Rsin41°=@-sin41°

Lasketaan paikkakuntien vélimatka leveyspiirid pitkin.

38° _ 38° ,_ 20000 . o_
360° 27'[}"—3600 2n - sin41°=2770,0...

Vilimatka on 2770 km.

Paikkakuntien vdlimatka suoraviivaisesti voidaan laskea tasakylkisestd
kolmiosta, jonka huippukulma on 38° ja kyljet r.

Etdisyys a on talloin

a’ =r*+1r* = 2r-r-cos38°

a=2719,5...

Maapallon keskipisteestd mitatun sektorin keskuskulma on sen
tasakylkisen kolmion huippukulma, jonka kyljet ovat R ja kanta a.

a*=R*+R*-2R-R-cosa
a=24,66..°

Paikkakuntien vélinen lyhin etdisyys maanpintaa pitkin on 24,66...%:een
ympyrésektorin kaaren pituus.

% -40000 km = 2740,65... km ~2740 km
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350. a) Olkoon suorakulmaisen kolmion kateetit a ja b. Suorakulmaisen

kolmion pinta-ala on %b . Koska % >1, niin ab > 2.

Jos kolmion molemmat kateetit ovat lyhempié kuin 1, on tulo ab <1,
joten ainakin toisen kateeteista a ja b tulee olla pidempi kuin 1, jotta
olisi ab > 2.

b) Olkoon kolmion kaksi sivua a ja b ja ndiden vilinen kulma y. Kolmion

pinta-ala on %ab siny.

Tiedetédn, ettd %ab siny >1, eli absiny > 2. Kaikilla kulman y

arvoilla —1 <siny < 1. Jos a ja b ovat molemmat lyhempié kuin 1, on
tulo ab < 1. Jotta olisi absiny > 2, tulee ainakin toisen sivuista a ja b

olla pidempi kuin 1.
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351.  a) Kaukalo ja kallistuksen jalkeen kaukalossa oleva vesimééra ovat
muodoltaan saman pohjaiset ja yhtd korkeat lieri0 ja kartio. Kartion
1
3
2_ 0
3= 0,666...~ 67%.

tilavuus on — lierion tilavuudesta. Vedestd valuu pois

b) Kallistuksen jdlkeen vesiméérin tilavuus on % koko astian
tilavuudesta. Kun astia suoristetaan, sen pituus pysyy samana (b), joten
paddyn pinta-alan tulee olla % astian paadysta.

Padtykolmiot ovat yhdenmuotoiset. Koska pinta-alojen suhde on 1:3,
on mittakaava 1: /3.

Vesi on korkeudella % astian korkeudesta. Astian korkeus d saadaan

tasasivuisen kolmion korkeutena.
@ =(3a) +d’
V3 V3

d ZTCI (tal d Z—TCZ)

N

1 ==
Veden korkeus on 52 a= > a.
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352. Téaydennetddn kuvaan merkint6jé.

25

Ympyroiden keskipisteet yhdistdvian kolmion kannan pituus on

25-2-5=15.
Tasakylkisen kolmion korkeus a voidaan ratkaista suorakulmaisesta
kolmiosta.
S R
ER
a +7 5 0
2 _175
“ T
a=¥(mia=—¥)

Suorakulmion korkeus /2 on a + 2r = +10.

57
2
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353.  Yhdistamaélla pallojen keskipisteet muodostuu tetraedri, jonka sivun pituus
on 2r, kun pallon séde on r ja korkeus /. Rakennelman korkeus on /4 + 2r.
Tetraedrin tahkon korkeus on tasasivuisen kolmion korkeus

£-2r =3r.
2
J?\

Korkeusjana leikkaa pohjakolmion mediaanien leikkauspisteessé.
Mediaanin leikkauspiste jakaa mediaanit suhteessa 2:1 kérjesté lukien,
joten mediaanien leikkauspisteen etdisyys pohjakolmion karjista on

2 5. 23
3\/§r— e

Ratkaistaan tetraedrin korkeus 4.

K+ (#ﬂz = (2r)
h* = 4r? —%rz
h* = %rl

h= \/gr (taih = —\/gr)

Rakennelman korkeus on \/gr +2r= (\/g +2)r= (&

3 +2)r.
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354.  Piirretddn kuva.

Suurin mahdollinen puoliympyrd muodostuu, kun puoliympyrin keha
sivuaa nelidn sivuja. Kolmio, jonka kateettia on merkitty kirjaimella x, on
tasakylkinen, koska se on yhdenmuotoinen nelion puolikkaan kanssa.

X+xt=r
20 =
x=%(x>0)

Nyt
r+x=a
2+
V2 V2

: _ 2

josta r_\/z_‘_la.

Nelion pinta-ala on a”.
Puoliympyrén pinta-ala on

V2

1 - 1 > 1 2 2 T 2
—mrl==n a) =—=m- a’ = a
2" TG TNy T ey
Ulkopuolelle jii nelion pinta-alasta @ —————a°.

P ! P (V2 +1)

a2 —La
(V2 +1)?
2

a

2

=0,4609...~ 46 %.
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n

Yhdistdimalld reunimmaisten pallojen keskipisteet muodostuu
nelidpohjainen pyramidi, jonka jokaisen sdrmén pituus on 6.
Pallopyramidin korkeus on timén neliGpohjaisen pyramidin korkeus /
lisdttynd kahden pallon siteelld 2r.

Pyramidin korkeusjana leikkaa nelion muotoisen pohjatahkon pohjan

@ =3/2r.

lavistdjien leikkauspisteessd, jonka etdisyys kérjesté on

Pyramidin korkeus / saadaan suorakulmaisesta kolmiosta.
1 +(3Y2r)* = (6r)°
h* =18r7
h=32r (tai h = -3v2r)

Pallopyramidin korkeus on 32r+2r.

Korkeuden suhde pallon halkaisijaan on

(V2 +2)r:(2r)=(3v2 +2):2.
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4 Analyyttinen geometria

4.1 Tason kayra ja suora

LUVUN 4.1 YDINTEHTAVAT

401. a) Piste on kéyrill4, jos se toteuttaa kdyran yhtdlon.
2-(-D* = (=1’ = (-1)-22 =2-1+1+1-4=0
Piste on kayralla.

b)3-3+2a-7=0

9+2a-7=0
2a=-2|:2
a=-1

_S-CEh_ 41
W20 k=5 T2 773

Suoran yhtilo on

y= (D=5 (x=(2)

y+1=—%(x+2)

1 2

y+1= 3x 3

yo 1.2

3 3

yo 1,5

3 3
Suuntakulma:
1
tana = 3

a=-18,43..°~ -18,4°

b) k= tan(-30°) = —tan 30° = ——— = —0,577... ~ 0,58

€L
3
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403.

a) x-akselin suuntaisen suoran kulmakerroin on 0. Suoran yhtil6 on y = 2.

b) y-akselin suuntaisella suoralla ei ole kulmakerrointa. Suoran yhtld on
x=1.

¢) k=tan(-45°) = —tan45° = -1
Suoran yhtél6 on
y—2=-1(x—-1)

y=2=—=x+1
y=-x+3.
d) 2x+y=0
y=-2x

Suoran kulmakerroin on —2.
Kohtisuoran suoran kulmakerroin on %, koska kohtisuorien suorien
kulmakertoimien tulo on —1.

Suoran yhtilo on

y-2=2(x-1)

1.1

y 2—2x 5

141

y—2x+12
y=Lyxi3 elix—2y+3=0.

27
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404.

405.

Pisteiden 4 ja B kautta kulkevan suoran kulmakerroin on l_(; :; = —%.
- - _3 8 : 3
Suoran 3x — 5y — 8 =0, eli suoran y = 5573 kulmakerroin on 5
53_ 15_ . o .
Kulmakertoimien tulo on 35 15" —1, joten pisteiden A4 ja B kautta

kulkeva suora ja suora 3x — 5y — 8 = 0 ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Suoran 10x + 6y + 1 =0 eli suoran y = —%x —% kulmakerroin on —=,

joten se on yhdensuuntainen pisteiden 4 ja B kautta kulkevan suoran
kanssa.

Pisteiden 4 ja B kautta kulkevan suoran suuntakulma on

tana = —%, josta

a=-59,03...°
a=~-59,0°.
Suora muodostaa x-akselin kanssa kulman, jonka suuruus on noin 59,0°.

a) Sivun 4B keskinormaali kulkee sivun 4B keskipisteen kautta.

Keskipiste on (O er 2 4+ 0) (1,2).
Sivun AB suuntaisen suoran kulmakerroin on g g 2.

Keskinormaalin kulmakerroin on %, koska —2 A —1.

Keskinormaalin yht&l6 on

y=2=2(=1)
11
y=2=55773

Ly 3 el _
y—2x+2e11x 2y+3=0.



Juuri Kertaus ® Tehtdvien ratkaisut ¢ Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 25.10.2018

b) Kérjen C kautta piirretty keskijana kulkee pisteen C ja janan AB

keskipisteen (1, 2) kautta.

. 3-2_1
Suoran kulmakerroin on 1" 5
Suoran yhtilo on
y=3=1(x-6)
_1. 6
y—5x 5+3

19 irosyagn
y_5x+5ehx 5y+9=0.

A=(0,4) (6,4)

Cc=(6,3)

(0,0 B=(2,0) (6,00 *

Kuvan merkinngilld kolmion ABC pinta-ala
voidaan laskea vihentdmaéll4 suorakulmion pinta-alasta kolmen
suorakulmaisen kolmion pinta-alat.

Kolmion 4BC pinta-ala on
6'4—(%-2'4+%~4-3+%'6'1):24—(4+6+3):11.
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406.

Ratkaistaan suorien leikkauspisteet.

y=2x x+y=3 y=2x
{x—Sy—9=0 {x—Sy—9=0 {x+y=3
x=-1Ly=-2 x=4,y=-1 x=1,y=2

Merkitdan karkipisteet 4 = (-1, -2), B=(4,—-1)jaC=(1, 2).
Lasketaan kolmion sivujen pituudet.

AB: (4= (-D)* + (-1~ (-2)* =26
BC: 14 +(2—(-1))? =18 =32
AC: J(=1-1)% +(=2-2)* =420 =25

(1.2)
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407.

Suoran 2x + 3y =0, eli suoran y = —%x kulmakerroin on —%.

Pisteen (-3, 6) kautta kulkevan yhdensuuntaisen suoran yhtélé on
y—6= —%(x +3)

y=—%x+4.

Olkoon piste 4 y-akselin leikkauspiste, jolloin y = 4 ja kysytty piste
A=(0,4).

Olkoon piste B x-akselin leikkauspiste, jolloin 0= —%x +4 ja edelleen
x = 6. Kysytty piste on B = (6, 0).

Janan AB pituus on (6—0)2 +(0—4)2 =62 + 42 =/52 = 24/13.

Janan 4B keskipiste on (6 —5 0 ,0—54) =(3,2).

Janan 4B keskinormaalin kulmakerroin on %, koska —% % =-1.

Keskinormaalin yht&l6 on

y-2=2(x-3)
3,05
YT Ty

Keskinormaali leikkaa y-akselin pisteessa (0,—%) )

Keskinormaali leikkaa x-akselin pisteessd, jossa y = 0:

3 5_
EX—E—O
x=2
3

Keskinormaali leikkaa x-akselin pisteessd (g, 0).
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4.2 Ympyra ja paraabeli

408.

409.

a) Ympyrén keskipiste on (0, 0) ja sédde 9.
(x—0)+(y—07=9
x> +y* =81

b) Sijoitetaan piste (—4, 8) ympyran yhtaloon.
(—4)* + 8> =16+ 64 =80 <81

Piste on ympyrin sisdpuolella, joten sen kautta ei voida piirtda
tangenttia.

Ympyrén keskipiste on halkaisijan paitepisteiden keskipiste.

(4+(—2),1_J2fl)=(1, D

2

Ympyran sdde on puolet halkaisijasta.

L N@-(27+0-D 6 _,

2 2

Ympyran yhtilé on
(e 1P+ (=12 =3
(x—172+@-1)7=9.
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410.

411.

a) Médritetdin ympyrin x* + y* — 8x + 14 = 0 keskipiste ja side.
¥ —-8x+) =-14
¥ -8x+16+) =-14+16
(x—4P>+y*=2

Ympyrén keskipiste on (4, 0) ja sdde on V2.

Pisteen (9, 5) etdisyys ympyrdn keskipisteestd on

JO-4)2 +(5-0)* =+25+25 =5V2.

Pisteen (9, 5) lyhin etiisyys ympyristi x*> + 1* — 8x + 14 =0 on

52 -2 =442,

b) Suora on normaalimuodossa x — 1 = 0.
d_|1-9+0-5—1| _@_8

NIEI RN

Suoran 3x — 4y + 9 = 0 etdisyys ympyran keskipisteestd on ympyrén side.
Lasketaan suoran etiisyys pisteesté (4, —1).

_Ba-ani9_os

(4?3
Ympyréin yhtélo on
(=4l +(@-(1y=5
(x—4)* +(y+ 1) =25.

=5

y-akselin jokaisessa pisteessd x = 0, joten ympyri (x — 4)* + (y + 1)* =25
leikkaa y-akselin pisteessi
0-4>+(y+1)7=25

v+ 17 =25-16

y+17%=9
y+1=3taiy+1=-3
y=2 y=-4

Ympyré leikkaa y-akselin pisteissé (0, 2) ja (0, —4).
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412.  Piste on ympyrill4, jos se toteuttaa ympyrén yhtélon.
(6-4Y+2-17=22+1"=4+1=5.
Piste on ympyrilla.

Tangentti on kohtisuorassa ympyrén sédettd vastaan.
Ympyrén keskipiste on (4, 1). Lasketaan keskipisteestd pisteeseen (6, 2)
piirretyn séteen suuntaisen suoran kulmakerroin.
p_2-1_1
¥6-4 2

Tangentin kulmakerroin on -2, koska -2 - = =—1.

1
2
Kysytyn tangentin yhtdlo on
y—2=-2(x—06)

y=-"2x+14.

413. Madritetddn paraabelien leikkauspisteet.

2
x=4y-y
v =dy-y’
2y2—4y=0
2y(y-2)=0
2y=0taiy—-2=0
y=0 y=2

Kun y = 0, niin x = 0 ja kun y = 2, niin x = 2> = 4.
Paraabelien leikkauspisteet ovat (0, 0) ja (4, 2).

Leikkauspisteiden kautta kulkevan suoran kulmakerroin on 421:8 = %
Kysytyn suoran yhtél6 on
y=0=2(x=0)

1

yzix.
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414.  a) Paraabelin yhtild on muotoa y — 2 = a(x — 1)*. Piste (0, 4) toteuttaa
paraabelin yhtilon.
4-2=a(0-1)>
a=2

Paraabelin yhtild ony — 2 = 2(x — 1)* eli y = 2x* — 4x + 4.

b) Paraabelin yhtild on muotoa x — 1 = a(y — 2)*. Piste (0, 4) toteuttaa
paraabelin yhtalon.

0-1=a(4-2)
—-1=4a
a:_l
4

Paraabelin yhtélo on x—1= —%(y - 2)2 eli x= —%yz + ).



Juuri Kertaus ® Tehtdvien ratkaisut ¢ Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 25.10.2018

415.  a) Johtosuoralla olevien pisteiden x-koordinaatit ovat samat, joten
johtosuoran yhtidld onx=1elix - 1 =0.
Paraabelin piste (x, y) on yhtéd kaukana polttopisteestd ja johtosuorasta.

Etiisyys polttopisteestd on \/ (x=2)* +(y—(-1)>°.
Etiisyys johtosuorasta:

1 -y—1

[1-x+0-y |=|x—1|

V12 +0?

Saadaan yhtalo:
JE—22 +(y—(-1))* =|x 1], josta x=%y2 3

b) Koska johtosuora on y-akselin suuntainen, akseli on x-akselin
suuntainen. Akseli kulkee polttopisteen (2, —1) kautta.
Paraabelin akseli on y = —1.

c¢) Paraabeli leikkaa x-akselin pisteessd, jossa y = 0:

x= % .02 +0+2=2, jostax = 2 ja leikkauspiste (2, 0).

Paraabeli leikkaa y-akselin pisteessd, jossa x = 0:

1 2
0=—= 2.
2)’ +ty+

Yhtalolla % y2+y+2=0 ei ole ratkaisua, joten paraabeli ei leikkaa y-

akselia.
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416.  a) Piirretddn Erottajan ja Yrjonkadun suuntaiset suorat ja mitataan niiden
vilinen kulma.

vanha
kirkkopuisfo

3

Kulma on noin 34°.

b) Asetetaan kuva siten, ettd koordinaatiston yhden ruudun sivun pituus
on 50 metrid kartalla.

vanha |
kirkkopuisfo

3

H
GHIJ:n pinta-ala = 5.89

Ohjelmalla saadaan pinta-alaksi 5,89 pinta-alayksikkoa.
Yhden ruudun sivun pituus on 50 m, joten yhtd pinta-alayksikkoa
kartalla vastaa 50 m - 50 m = 2500 m? luonnossa.

Korttelin pinta-ala on 5,89 - 2500 m? = 14725 m®.
Yksi aari on 100 m?, joten korttelin pinta-ala on n. 150 aaria.
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Luvun 4 vahvistavat ja syventavat tehtavat

VAHVISTAVAT TEHTAVAT

417.  A-VI, B-V, C-1I, D-VIII, E-1I, F-VII, G-IV, H-I

418. a) Suoran kulmakerroin on §:8 = %
Suoran yhtilo on
y=0=2(x-0)
y=ﬁm
3

b) Ympyrén sdde on keskipisteen (0, 0) ja pisteen (3, 4) etiisyys.
r=yJ(3-00+(4-0)* =9+16 =25 =5
Ympyran yhtilé on
(x—0)+(y-0)7=5
x?+y*=25.

¢) Paraabelin yhtilé on muotoa y — 0 = a(x — 0)%, eli y = ax’.
Piste (3, 4) toteuttaa paraabelin yht&lon, joten

4=q-3*
a:i
9"

Paraabelin yhtélo on y = gxz.

419.  A-IIL, B-III, C-II1, D-1I, E-1



420.
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Suorat eivit leikkaa, kun suorien kulmakertoimet ovat samat ja
vakiotermit eri suuret.
ax+y+2=0

3x+y+a=0
y=-ax—2 y=-3x—-a

Suorat eivit leikkaa, kun a = 3, koska tilloin kulmakertoimet ovat samat,
eli -3, ja vakiotermit eri suuret, eli —2 ja —3.

Ratkaistaan suorien leikkauspiste yhtiloparista

y=—ax—2
y=-3x—a’
—ax—-2=-3x—a
B-ax=2-a
= 2—-a
3—-a

Yhtdlolld on ratkaisu, joka on suorien leikkauskohta, kaikilla muilla a:n
arvoilla, paitsi arvolla @ = 3, koska tilldin nimittija on 0.

421.

a) Ympyrin (x — 3)* + (y + 1) = 5 keskipiste on (3, —1) ja side on V5.
Suoran x — 2y + 10 = 0 etdisyys ympyran keskipisteestd on
1-:3=2-(=D +1 V5)
13-2:0410_ 915 155y s
J2+(2)? V5005

Suoran ja ympyrén etdisyys d on 35 -5 =245.
b) Suora x + 2y + 4 = 0 on ympyréan tangentti, jos sen etdisyys ympyran
keskipisteestd on séde.
1342 (-)+4 Y9 5
V1% 422

_5V5 _
55 V5

Etdisyys on sama kuin ympyrén side, joten suorax + 2y +4 =0 on
ympyrén tangentti.
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422. a) Sovitetaan suora havaintopisteisiin Geogebrassa luomalla ensi pisteistad
lista ja tdmén jédlkeen sovittamalla suora SovitaSuora-komennolla.

30
~
f

20

(18, 15.56)

20

Niéin saadaan arvioksi heindkuun 2018 keskildmpdtilalle 15,6 astetta
Ennuste poikkeaa mitatusta arvosta 21,1 — 15,6 = 5,5 astetta.

b) Sovitetun suoran yhtélo on y = —0,66x + 27,52. Keskildmpotila siis
pienenee keskiméérin 0,7 astetta vuodessa.
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423. a) Suoran kulmakerroin on 5 2-6 _-4_ -

Suoran yhtilo on
y-2=-2(x-5)

__1..9
y= 2x+2.

Paraabelin yhtild on muotoa x — 3 = a(y — 0)* eli x = ay* + 3.
Piste (-1, 2) on paraabelilla, josta saadaan yhtilo

~1=a-2°+3
4a=-4
a=-1.

Paraabelin yhtild on siis x = —)* + 3.

Ympyrén keskipiste on (6, —1). Ympyran séde on keskipisteen ja kehén
pisteen (5, 1) etdisyys.

F=y(6-3 +(-1-1)> =\/I> +(-2)> =V1+4 =5

Ympyran yhtilo on
(x=6)>+(y—(-1))’ =(V5)* =(x=6)> +(y +1)* =5.

b) Médritetddn suoran y = —%x +% eli suoran x + 2y — 9 = 0 etiisyys
ympyrén keskipisteestd (6, —1).
1-6+2-(-1)=9] V5
| (D-9_"™ 5 _ _Sf _J5

JI2+ 22 V5

Etdisyys on sama kuin ympyrén sidde, joten suora on ympyran
tangentti.
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424.  Asetetaan paraabeli koordinaatistoon.

(0,9)

Paraabelin yhtild on muotoa y — 5 = a(x — 0)* eli y = ax* + 5.
Piste (9, 0) toteuttaa paraabelin yhtélon, joten

0=a-9°+5
L5
81’

Paraabelin yhtélo on siis y = —%xz +5.

Lasketaan, mikd on paraabelin korkeus kohdassa x = 2,60.
y=4,582...

Koska korkeus on suurempi kuin kuorma-auton korkeus, kuorma-auto
mahtuu ajamaan sillan ali omalla kaistallaan.
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425.  a) Ympyrin yhtild on muotoa x* + y* + ax + by + ¢ = 0.
Pisteet (2, 1), (0, —3) ja (4, —1) toteuttavat ympyrén yhtidlon. Saadaan
yhtéloryhma:
(-2’ +1+a-(=2)+b-1+c=0 441-2a+b+c=0
0 +(=3) +a-0+b-(-3)+c=0 eli {9—3b+c=0
A+’ +a-4+b-(-1)+¢c=0 16+14+4a-b+c=0

jonka ratkaisu ona =-2,b=0jac=-9.
Ympyrin yhtild on x* + 12— 2x — 9 =0eli (x — 1) +)* = 10.
Ympyrin side on V10, joten ympyrin pinta-ala on wt-(~/10)* =107

b) Pisteen P pisin ja lyhin etdisyys ympyrén kehélle voidaan mitata
ympyrén keskipisteen kautta kulkevaa suoraa pitkin.
Ympyrén keskipiste on a-kohdan perusteella (1, 0) ja sdde J10.
Pisteen (10, 3) etdisyys keskipisteestd on

J10-1)2 +(3-0)? =+/90 =3/10.

Pisteen P lyhin etdisyys ympyrille on 3410 =10 =210 ja pisin
etiisyys 3410 ++/10 = 44/10.
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426. Pisteen P koordinaatit ovat (2, a).
Suorat AP ja BP ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Miaritetdan
molempien suorien kulmakertoimet.
-1_a-1
AP: L= =
2-0 2
a—(-1) _a+1

2-7 -5

BP:

Kun suorat ovat kohtisuorassa, niiden kulmakertoimien tulo on —1.
a-1 a+l_ _

2 -5
(a=D(a+)
a’>-1=10
a’ =11

a=—V11taia=11

Kuvan perusteella piste P on x-akselin alapuolella, joten P = (2, —/11).
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427. Halkaisijan paatepisteiden kautta kulkeva suora kulkee myds ympyran
keskipisteen kautta.
Madritetddn ympyran keskipiste.
¥y -8x—4y+15=0
X —8x+)y* —dy=-15
¥ -8x+16+) —4y+4=-15+16+4
(x=4P°+ (-2 =5

Ympyrén keskipiste on (4, 2).

Suora kulkee pisteiden (0, 0) ja (4, 2) kautta. Suoran kulmakerroin on
2-0_1

4-0 2°

Suoran yhtild on siis y = %x.

Madritetdén suoran ja ympyrén leikkauspisteet yhtdloparista
x>+ )% —8x—4y+15=0
y=%x '
P+t osx—4.Lei15-0
2 2
%xz—mx+wzon4
5x2 —40x+60=0 |:5

X —8x+12=0
x_8i408f—4442
B 2-1
_8++/64-48
2
_ 84416
2
_8+4
2
x=6taix=2

Kun x = 6, niin yz%-6:3 jakunx =2, niiny=1.
Pisteet P ja Q ovat (2, 1) ja (6, 3).
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428.

-1
Madritetdén leikkauspisteet ratkaisemalla yhtélopari {y A
2, .2
X +y =5

)624—(%)02 =5
257 =5 ||-4
5x2=20 |:5

¥ =4

x=2taix=-2

Kun x = 2, niin y:%-2=1 jakunx =2, niin y = 1.

Leikkauspisteet ovat (2, 1) ja (-2, —1).
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429. a) Pisteen (x, y) etdisyys pisteestd (1, 2) on 3, eli

Ja-1?+(y-2)? =3
(x-1)*+(y-2)* =9.

Kéyrd on ympyré (x — 1)2 + (- 2)2 =9,

b) Pisteen (x, y) etdisyys suorastax =2 elix —2 =0 on
[x—2|

N/

Pisteen etiisyys origosta on \/ (x— O)2 +(y— 0)2 .
Etdisyydet ovat yhtd suuret, joten saadaan yht&lo:

x=2 .
\/(x—O)2 +(y—0)° Zﬁ,]osm VX2 + % = x-2].
+

Yhtidlon molemmat puolet ovat ei-negatiivisia, joten yhtdlo voidaan
korottaa puolittain neliéon.

a4y | -2f
X+ =(x-2)°
x*+yt=x’—4x+4

4x=—y2+4
1 2

=—= 1
Xx=—gy+

Kéyré on paraabeli x = 1 y2 +1.
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430.  Kirjoitetaan ympyran yhtélo keskipistemuotoon.
¥y —2x—4y+6=0
X =2+ —4y=-6
¥ -2x+1+)y' —dy+4=—6+1+4
x-1P+@r-27>=-1

Kahden nelion summa ei voi olla negatiivinen. Mikdan lukupari (x, y) ei
toteuta yhtaloé.
¥y -2x—4y+5=0
¥ -2x+1+y' —dy+4=-5+1+4
(=1P+@-27=0

Yhtilo esittdé pistettd (1, 2). Lukupareja on yksi.
431.  Jos lakipisteen koordinaatit ovat (0, 0), niin antennin reunoilla on

koordinaatit (50, 20) ja (=50, 20). Ndma pisteet toteuttavat paraabelin
yhtilon x* = 4ay:

50> =4a - 20

2500 = 80a
_ 2500 _125 _
a==== =31,25.

Paraabelin polttopiste (0, @) on nyt (0, % ). Antennin vastaanotin tulee

asettaa etdisyydelle 31 cm lakipisteesta.
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432.

2x—-5y+10=0
—5y=-2x-10 || : (-5)
y=%x+2
yz%x—l

Molempien suorien kulmakerroin on %, joten ne ovat yhdensuuntaiset.

Suoralla y = %x —1 on piste (0, —1). Pisteen etdisyys suorasta on lyhin, eli

kohtisuorasti mitattu etdisyys. Tdmé on samalla myds yhdensuuntaisten
suorien valinen etdisyys.

Lasketaan pisteen etdisyys suorasta 2x — 5y + 10 = 0.

[2:0-5-(-1)+10] 15

J2 s V29

Suorien etiisyys on A5

o
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433. f0)=2=1,1)=2"'=2jafi2)=2"=4.
Toisen asteen polynomifunktion lauseke on g(x) = ax* + bx + ¢, a # 0.
Tehtdvanannon tiedoista saadaan yhtdloryhma
g(0)y=c=1
g)y=a+b+c=2
g(2y=4a+2b+c=4.

Toisesta yhtdlostd saadaan b=—-a—-c+2=—-a—-1+2=-a+ 1.

Kolmannesta yhtélostd saadaan
4a+2(-a+1)+1=4

2a=1
L1
>
I R |
Kun a 2,nunb 2+1—2.
1 2,1

Toisen asteen polynomi on siis R + ¥ +1.
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434.  Etiisyys origokeskeisestd yksikkoympyrastd ympyrasti saadaan
vihentdmalld sdde pisteen etdisyydestéd keskipisteestd ja ottamalla
tuloksesta itseisarvo.

Pisteen (x, y) etéisyys origosta on Jx+)7.
Pisteen etiisyys yksikkOympyrésti on ‘«/x2 + y2 - 1‘.

Pisteen etiisyys x-akselista on pisteen y-koordinaatin itseisarvo |y|.

Yhti suurista etdisyyksisti saadaan yhtild ‘\/xz +y? - 1‘ =|y.

Yhtidlon molemmat puolet ovat ei-negatiivisia, joten yhtdlo voidaan
korottaa puolittain neliodn.

2
‘\/x2+y2—1‘ =]y’
( /x2+y2 _1)2 =R
xz+y2—2\/x2+yz+1=y2

2Jxt+ 32 =2 -1 |:(-2)
N =%(x2 +1)
X2 er2 =%()c2 +1)2

P =%(x4 122 +1)

X +y =Zx +§x +Z
2 1.4 1 2,1
VEgY Yty
yzzi(x4—2x+l)

=3 -1

121 S U
Y=t Tz YT
Kivri 12 1. 12,1 .
dyrien y=—x" -5 ja y=—-x +§ yhtél5t ovat paraabelien

yhtalditi.



Juuri Kertaus ® Tehtdvien ratkaisut ¢ Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 25.10.2018

435.

Ympyrin (x — 3)* + * = 1 keskipiste on (3, 0) ja side 1. Pisteen (x, )
etdisyys ympyristd saadaan vihentdmalld sdde pisteen etiisyydesti
keskipisteestd ja ottamalla tuloksesta itseisarvo.

Pisteen (x, y) etdisyys ympyrén keskipisteestd (3, 0) on
J=37 + (=0 =J(x =3 +)7.

Etdisyys ympyrén kehdstd on ‘\/(x —3) 4+ - 1‘ .

Pisteen etiisyys y-akselista on pisteen x-koordinaatin itseisarvo |x|.

‘\/(x—3)2 452 —1‘:|x|, josta x=%y2+l.

Pisteiden joukko on paraabeli x = % y2 +1.
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436. Paraabeli sivuaa y-akselia, joten y-akselilla ja paraabelilla on tarkalleen
yksi leikkauspiste.
Paraabelin ja y-akselin (x = 0) leikkauspiste voidaan ratkaista yhtilosta
ay*+3y+a=0.
Talld yhtdlolla on yksi ratkaisu, kun diskriminantti on 0.
Diskriminantti D=3?—4 - a - a =9 — 44, joten

9-4a*>=0
22 9
Ty
_3 .. __3
a—ztala >

Paraabelin yhtélo on xz%y2 +3y+% tai xz—%y2 +3y—%.

Ratkaistaan y -akselin leikkauspiste kummastakin yhtilosté erikseen.

3y +3y+ ~0 -2

3y? +6y+3—0 II:3
Y242y +1=0

_ 242’411 2+4-4 _ -2+0 __
2-1 2 2

Kun a = %, y-akselin sivuamispiste on (0, —1).

3 2
2y +3y-— 2—O||2

3y +6y-3=0 |:(-3)
¥ -2y+1=0

243(2-4-1-1 _2+J4-4 _2+\0
21 =T g

y:

Kun a = —%, y-akselin sivuamispiste on (0, 1).
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437.

Piirretddn kuva.

I
2 A= (1,a)

¥

0 {(0,0) B = (b,0)

Sivu OB on x-akselilla, koska pisteiden O ja B y-koordinaatit ovat 0.
Kulma O ei voi olla suora kulma, koska télloin sivun OA tulisi olla y-
akselilla. Pisteen 4 x-koordinaatti on 1, joten se ei voi olla y-akselilla.

Suora kulma voi olla kulma A4 tai kulma B.

Jos kulma B on suora kulma, tulee sivun AB olla y-akselin suuntainen, eli

pisteen B x-koordinaatin tulee olla 1, eli b= 1.

Piste B on siis tilloin (1, 0).

Kolmion OAB kannan pituus on 1 ja korkeus on pisteen 4 y-koordinaatti
a

a. Kolmion pinta-ala on %-1 a=s.

a_

Pinta-alan tulee olla 35 = 3, joten saadaan yhtdlo >

3 jaedelleen a =6.

Jos kulma A on suora, tulee sivujen O4 ja AB suuntaisten suorien
kulmakertoimien tulon olla —1.

a-lfb=—1 |-(1-b)#0,elib#1
a’=—1+b
b=a’+1

Kolmion kannan pituus on pisteen B x-koordinaatti, eli b ja korkeus
pisteen 4 y-koordinaatti, eli a.
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438.

Kolmion pinta-ala on %-b -a= % . (ar2 +1)-a.

Pinta-alan tulee olla 35b.

(a* +1)a

= 3(a* +1), jostaa=6.

Nyt%-(a2+1)-a=3b eli

Kun @ = 6, niin b = 6> + 1= 37.

Kolmio on suorakulmainen ja pinta-ala on 3b, kuna=6jab=1taia =6
jab=37.

Paraabelit y = x* + ax — 2a kulkevat saman pisteen kautta kaikilla a:n
arvoilla. Valitaan a = 0 ja a = 1 ja lasketaan néin saatujen kdyrien
leikkauspiste.

_ 2
Yhtilparin {y -

ratkaisu on {x - 2.
y=4

y=x2+x—2

Osoitetaan vield, ettd piste (2, 4) toteuttaa kaikkien paraabelien
y=x*+ ax — 2a yhtilon:
2°+2a-2a=4.

Jokaisella kiyrilld y = x* + ax — 2a on y-koordinaatti 4, kun x = 2.
Paraabelit y = x* + ax — 2a kulkevat siis aina pisteen (2, 4) kautta.

Pisteen etiisyys origosta on \/ (2-0)* +(4—-0)* =20 =2+/5.
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439.

Piirretddn kayrdparvi eri vakion a:n arvoilla.
y

Oikeanpuoleisessa kuvassa ovat kédyrit arvoillaa=—-1,a=0jaa = 1.
Kaikki kéayrat nayttdisivat kulkevan pisteiden (0, 1) ja (0, —2) kautta.
Kaéyrit ndyttdvat olevan ympyroit.

Kirjoitetaan yhtild x* + y* + 6ax + y — 2 = 0 muotoon
(x — x0)> + (v — y0)* = 1, josta niihd4in mahdollinen ympyrin keskipiste ja
sdde.
X+ +6ax+y—-2=0
X +bax+y +y=2
2 2
(x+3af + (r+ 3) =2 +9a

Koska % + 94’ > 0 kaikilla a:n arvoilla, niin kiyri

R VI T EAUNIE SR

on ympyra kaikilla a:n arvoilla.

Ympyrén keskipiste on (-3a, —% ), eli ympyrén keskipiste on suoralla
_ 1
y=—5-

Kéyrin yhtélossa vakio a ei vaikuta kdyrén pisteiden koordinaatteihin,
kun x = 0. Tilléin kun x = 0, niin y* + y — 2 = 0, jonka ratkaisuna on y = 1
jay=-2.

Kaikki kéyrét kulkevat siis pisteiden (0, 1) ja (0, —2) kautta.
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440.  Olkoon kannan péétepisteiden y-koordinaatti a. Koska kannan paitepisteet
ovat ympyrilld x* + y* = 6, saadaan kannan piitepisteiden x-koordinaatit
ratkaisemalla yhtalosta x.

x2+y2:6
x¥=6-y
x== 6—y2

Kannan péitepisteiden x-koordinaatit ovatv6 —a” ja —V6—a” .
Kannan pituus on ‘\/G—a2 —(—\/6—a2 )‘ =‘2\/6—a2 ‘ =2V6-a? .

Kolmion korkeus on |a|.

Kolmion pinta-ala on

%-2\/6—a2 |a| =|a]N6—d?.

Pinta-alan tulee olla 3, joten saadaan yhtil6 |a|v6 —a” =3 ja sen
ratkaisuna a = /3 tai a = —/3.

Kannan piitepisteiden x-koordinaatit ovat /6 —(~/3 2=3 ja

—6-(3)* =—/3.

Kannan piitepisteet ovat (v/3,V3) ja (—/3,~/3) tai (+/3,—+/3) ja
(—/3,-+3).
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2, .2

441. Ratkaistaan yhtéilépari{x2+y 2—8x+11=0 .

X" +y +4x-6y-7=0
{x2+y2—8x +11=0
— X2+ +4x-6y-7=0
—12x+6y+18=0

6y =12x-18 ||:6
y =2x-3

x> +(2x-3) —8x+11=0
x?+4x7 —12x+9-8x+11=0
5x2=20x+20=0 ||:5

X —4x+4=0
(x-2)*=0
x=2=0
x=2

y=2x-3=2-2-3=1
Sivuamispiste on (2, 1).

Kirjoitetaan ympyrin x> + y* — 8x + 11 = 0 yhtilo keskipistemuotoon.
¥ -8x+16+) =-11+16
(x=4)+)" =5

Ympyrin keskipiste on (4, 0) ja sdde on /5.
Tangentin sivuamispiste on (2, 1), joten tangentin yhtélo on
y—1=k(x-2)
y=hkx—-2k+1
kx—y—-2k+1=0,
misséd k on tangentin kulmakerroin.
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Tangentin etdisyys ympyrin keskipisteestd (4, 0) on séde.
Saadaan yhtdlod
lk-4-1-0-2k+1| _5
JE2 + (=1)>
R v 20
vk +1
|2k +1] = \/5(k* +1)

Molemmat puolet ovat ei-negatiivisia, joten yhtéld voidaan korottaa
puolittain nelioon.

12k +117 = (\5(k2 +1))?
4k + 4k +1=5k> +5
—k*+4k—4=0
k=—4iJl6—4-(—1)-(—4) _—4%0 _,
2-(-1) -2

Tangentin kulmakerroin on 2, joten tangentin yhtélo on
y=2x-4+1
y=2x-3.
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SYVENTAVAT TEHTAVAT

442.  Ratkaistaan suoran y = ax + 1 ja kiiyrdn y = x> — 2x + 1 leikkauspisteet
. =ax+1
yhtéloparista g “

=x’ = 2x+1

y=ax+1

{y=x3—2x+1

X —2x+l=ax+1
X =2x—ax=0
x(x*=2-a)=0
x=0taix*~2-a=0

x> =2+a

Leikkauspisteitd on aina véhintéén yksi, x = 0. Télloin y = 1, eli
leikkauspiste on (0, 1).

Leikkauspisteitd on tismilleen yksi, kun yhtilolla x*> = 2 + a ei ole
ratkaisuja tai yhtilon ratkaisu on 0.
Tama toteutuu, kun 2 + a <0, eli a < -2.
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443.

a) Tangentin yht4lo on

y=3=k(x-1)
y=hkx—-k+3
kx—y—-k+3=0,

misséd k on tangentin kulmakerroin.

Kirjoitetaan ympyrin x* + y* + 4x — 2y + 1 = 0 yhtild
keskipistemuotoon.
Xy +4x -2y +1=0
XAty -2y=-1
XAdx+4+y? -2p+1==-1+4+1
(x+2P%+@-17>=4

Ympyrén keskipiste on (-2, 1) ja sidde 2.
Piste (1, 3) on ympyrin ulkopuolella, koska 17 +3*+4 -6+ 1=9>2,

Tangentin kx — y — k + 3 = 0 etdisyys ympyrén keskipisteestd (2, 1) on
ympyrén side.
lk-(-2)-1-1-k+3] 5
VK2 +(=1)?
Mzz |- VE? +1
ViE* +1
|3k +2|=2vk* +1

Yhtdlon molemmat puolet ovat ei-negatiivisia, joten yhtild voidaan
korottaa puolittain nelidon.

|-3k + 2> = (2Vk* +1)?

Ok? 12k + 4 =4(k* +1)

5k =12k =0
k(5k-12)=0
k=0taiSk—12=0
_12
k= 5

Tangenttien yhtédlot ovat y=3ja y = %x +%, eli12x—-5y+3=0
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b) Suoran3x —4y+1=0,¢li y z%x +% kulmakerroin on % Tangentin

yhtél6 on yz%x+b, eli 3x—4y+4b=0.

Kirjoitetaan ympyrin x> + y* —8x — 4y — 5 = 0 yhtild
keskipistemuotoon.
¥+ -8x—4y-5=0
¥ —8x+y'—4y=5
¥ —8x+16+)y—4y+4=5+16+4
(x—4 +(@y-27>=25

Ympyrén keskipiste on (4, 2) ja séde 5.

Tangentin 3x—4y +4b =0 etiisyys ympyrén keskipisteesti (4, 2) on
sédde 5.
[3-4—4-2+4p| _s

V3P +(-4)?

[4+48 -5
|4 +4b| =25
4+4b=25 tai 4+4b=-25
4b=21 4b=-29
_21 -_2
b= 7 b= n

Tangenttien yhtilot ovat y = %x + % ,eli3x —4y +21 ja
3

=329 i3x—4v_29=
y=gx 4,ell3x 4y -29=0.
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444.  Méiritetd4n piste P, eli suoran y = ax ja paraabelin y = x* leikkauspiste.

ax = x*
ax—x>=0
x(a-x)=0

x=0taix=a
Kun x = a, niin y = a*. Piste P on (a, a).

Miiritetdéin piste O, eli suoran y = ax ja paraabelin y = ax? leikkauspiste.

ax = ax’
ax —ax*=0
ax(1-x)=0
ax=0tail—x=0
x=0 x=1

Kun x = 1, niin y = a. Piste Q on (1, a).
OP:PQO=1:1,¢eli OQ =20P.

J1=0)2 +(a—0)2 =2/(a—0)% + (a® - 0)>
\/1+a2 =2\/c12+cz4

Molemmat puolet ovat ei-negatiivisia, joten yhtilo voidaan korottaa
puolittain nelidon.

(V1+a*)* =(2Va* +a*)?
1+a® =4(a* +a*)
1+a* —4a* —4a* =0
—4a* -3a* +1=0

Tehdién sijoitus a® = t.

—48> =3t +1=0
394 (41 _345
a 2-(—4) - -8
__ co1
t=-1<0 tai t—4>0

=1 hiina?=1; —Lligig=-1
Kunt—4,n11na —4Jaedelleena 2tala >

Luvun a tulee olla positiivinen, joten a = %
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445.

Ympyré sivuaa suoraa 3x — 4y = 0 pisteessa (8, 6), eli suora on ympyrin
tangentti. Tdhdn pisteeseen piirretty séteen suuntainen suora on

kohtisuorassa tangenttia vastaan. Tangentin kulmakerroin on %, joten sen

normaalin kulmakerroin on —%.

Normaalin yhtélo on y—6= —%(x -8) eli y= —ix +ﬂ .

3 3

Ympyré sivuaa my0s x-akselia, joten sen keskipisteen etdisyys x-akselista
on 7, eli keskipisteen y-koordinaatti on .

Saadaan
a2y
xX=—>r+ %
Ympyrén keskipisteen koordinaatit ovat (—%r + %, r).

Ympyréan keskipisteen etdisyys tangentista on side 7, ja tdsta tiedosta

_3..25_
|3(4r+2) 4r |

=r ja sen ratkaisuna 7:n arvo.
32 +(—4)?

_3..25,_
13- ( 4r+2) 4r |

saadaan yhtilo

=r
V32 +(—4)?
25,75
2+ y
5
25 75
4 r+ > =5
25, .75 s, i _25,.75__
4 r+ > =5r tai 4 r+ > Sr
—45r =-150 —5r=-150
= r=30
Kun » = 30, ympyré sivuaa negatiivista x-akselia.
, . 310,25 10)\_ 10, . ., 10
Ympyrin keskipiste on( 13 + > 3 )—(10, 3)Ja side 3
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446.

Olkoon kolmannen kirjen B koordinaatit (a, a*).

. . 0+a 0+d*)_(a d*
Sivun OB keskipiste on ( ) j = ( ) j
Keskipisteen x-koordinaatti on x =% ja y-koordinaatti

2 2
y= % =2 (%) =2x?, joten se piirtd kiyrdn y = 2x°.

2 2
Sivun 4B keskipiste on (2 +a O+a j = (a +2 a—) . Jos sivun 4B

272 2 72
keskipiste on x, eli a ; 2_ X, niin a =2x— 2. Télldin y-koordinaatti on
2 2 2
a__(2x—2) _Ax-1)7 2
5= 5 = 5 =2(x-1)".

Keskipiste piirtid kiyrin y = 2(x — 1)*.
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447.  Piirretdan tilanteesta kuva.

y /
/
4 /
/
7
3 /’
2 |
Ty,
3 4 /
~_ 2 :
= /
~ b
1 ~— /
s /
<
7
= X
0 1 2 N> 4 5
y=0 ; N
/ ~
4 ~
/ =
/
/
2 y
/
7
=3 7

Kulmanpuolittajan jokainen piste on yhté etdilld kulman kyljistad. Olkoon
kulmanpuolittajalla oleva piste (x, y). Pisteen etdisyys x-akselista on || ja

suorasta %-‘r % =1 eli suorasta 4x + 3y —12=0on %
Yhté suurista etdisyyksistd saadaan yhtilo:
lx+3y-12

V4? 432
[4x +3y—12|=5]y|
4x+3y—-12=5y tai 4x+3y—-12=-5y
3

y=2x-6 y=—%x+§.

Kysytty kulmanpuolittaja puolittaa x-akselin ja suoran vilisen terdvin
kulman, joten sen kulmakertoimelle £ on voimassa k| < 1. Nyt k = —%

tayttdd tdiman ehdon.

Kysytty kulmanpuolittajan yhtdlé on y = —%x +% elix+2y—-3=0.
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448.

Taydennetién ympyréin yhtdlo keskipistemuotoon.
¥ +y +2ax+4day+2y+6a+1=0
X+ 2ax +)y* + (da +2)y = —6a — 1
¥ +2ax+a*+y*+2Qa+ )y +QRa+1yY=-6a-1+a*+Qa+1)
(x+ay+@+QRa+1)=-6a-1+a"+4a*+4a+1
(x+a)+ @+ Qa+1)*=5a"-2a

Yhtilo esittdd ympyrid, kun 5a* — 2a > 0.

Ratkaistaan epayhtilo funktion nollakohtien ja kuvaajan muodon

perusteella:
54> -2a=0
a(5a-2)=0 + +
a=0taia= 2 0 - %
5

5a2—2a>0,kuna<0taia>%.

Yhtilo siis esittdd ympyrdd, kun a <0 tai a > %

Ympyroiden keskipisteet ovat (—a, —2a — 1).
Kun merkitiddn x = —a, niin y = 2x — 1.
Kun a <0, niin —a > 0, eli x > 0.

2 .. 2 . 2
> £ —a<-= < _=
Kun a 5,nun a 5,ehx 5

Keskipisteet ovat suoralla y = 2x — 1, véleilld x > 0 ja x < —%.
Keskipisteet ovat siis suoralla y = 2x — 1, josta on poistettu valiltd

[—%, 0] jana.
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449.  Ympyri sivuaa x-akselia, joten sen keskipisteen etdisyys x-akselista on
ympyrén séde 7, joten keskipisteen y-koordinaatti on 7.
Ympyrén keskipiste on suoralla y = %x, eli x = 2y. Keskipisteen

koordinaatit ovat (2r, ).

Ympyra sivuaa suoraa 4x + 3y — 24 = 0, joten keskipisteen etdisyys
suorasta on side.
|4-2r +3r —24] _,

V42 + 32

[11r—24|=5r
11r—24=5r tai 11r —24=-5r
6r=24 16r=24
_ _3
r=4 r—2

Kun ympyréan séde on 4, keskipiste on (8, 4) ja yhtdlo on
(x—8)?2+(—4)P>=16elix*+1* - 16x— 8y + 64 =0.

Kun ympyrén séde on %, keskipiste on (3, %) ja yhtalo

(x—3)2 +(y—§)2 =2 elix +1* —6x—-3y+9=0.
2’ T4 Y
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450.

Olkoon kirki O = (0, 0) ja kolmion kaksi muuta kirked 4 = (a, a*) ja
B=(b,b"),a#0jab#0.

Sivujen OA4 ja OB suuntaisten suorien tulee olla kohtisuorassa toisiaan
vastaan, eli kulmakertoimien tulon tulee olla —1.

2 2

koa="=a ja ko :%:b.

ab=—1,eli b=—1
a

Kolmion hypotenuusa on suoralla AB.
b*—a’> _(b-a)b+a) _

b—a b—a b+a

Suoran 4B kulmakerroin on

Suoran 4B yhtild on
y—a2 =(b+a)x—a)
y=(b+a)x—(b+a)a+ad*

y=(Mb+a)x—ab
1
y=(=_+a)x-(-1
2
_a -1
y=— x+1

Lasketaan suoran ja paraabelin akselin x = 0 leikkauspisteet.

2
a” =1 41

y:
y=1

Leikkauspiste ei riipu vakion « arvosta eli pisteiden A ja B sijainnista.

Piste on (0, 1).
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451.

Suora xox + yoy = 1 on ympyrin x> + * = 1 tangentti, jos suoran etiisyys
ympyrén keskipisteesté (0, 0) on side 1.

Suoran yhtild normaalimuodossa on xox + yoy — 1 = 0.
Lasketaan suoran etdisyys keskipisteestd, kun tiedetiiin, ettd xo> + yo> = 1.

[xo-0+y-0-1] L4

1 ==
\/xo2 "‘)’o2 \/x02 +J’02 Vi

Piste (xo, yo) toteuttaa suoran ja ympyran yhtilon, eli se on suoran ja
ympyrén ainut yhteinen piste.
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452.  a) Olkoon piste C = (x, y). Tdydennetddn kuvaan piste £ = (x, 0).
¥

[==]

Kolmiot OTC ja OAC ovat yhdenmuotoiset, koska niissd molemmissa
on suora kulma ja kulma O.

T&lloin
or _ocC
OC OE

t_1

1 x

=1

1

x==

t

Koska piste C on ympyrin x* + y* = 1 kehélli, niin

[2
y=~1-x*= /l—izz tt_l.
t

Pisteen C koordinaatit parametrin ¢ avulla ovat
[2
-1
).

t

4 fitTy o
C= (o 1-0)=G
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b) Ympyrén sidde on pisteiden C ja T etdisyys.

F_J( o=t \/(t RISy (G ST

12

Pisteen D x-koordinaatti on ¢ — r, joten
@ -+ -1 -2 41+ -1 - 2
t— —2=t— 3 =t- 7 =t—-~Nt"-1.
t t t

Pitdd osoittaa, ettd pisteet B=(0,—-1), D= (¢ -+~ -1, 0) ja

2
c= @~

) ovat samalla suoralla.

Madéritetdén kulmakerroin BD ja BC suuntaisille suorille.

kgp = 0+l = 1 =t+V1* -1

2
—1
ke = 1’ =N —1+1=t+* -
L)
t

Kulmakertoimet ovat samat, joten pisteet ovat samalla suoralla.
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453.

(x=3)°+y° _
(x+3)2 +y2 -
(x=3)+y" =C((x+3)* + %)
(x=3)?+1y?-C(x+3)*-Cy* =0
X —6x+9+ 12 —C(x* +6x+9)-Cy* =0
(1-C)x? —(1+C)6x+(1-C)y* +(1-C)9=0|:(1-C) =0

xz—r—c'6x+y2+9=0
x2—2-3-%x @3- 1JFC) 432 =913 1J’C)
1+C 1+C
(x=3-758) 4y =9+ 91 &)

1+C)

KunC>0,C# 1,niin [1 +C|>|1 - C|ja (——=)" >1.

Tallom9( )>9 9+9(1+C >0.

Yhtilo es1ttaa ympyrai.

C=0:
(x=32+)*=-9+9
(x=3)2+)*=0
Kéyré on piste (3, 0).

Cc=1:
(x=3)%+y" _
(x+3)2+y2 N
(x=3)2 +y* =(x+3)* +)?
X2 —6x+9=x>+6x+9
—-12x=0
x=0
Kéyrd on suora x = 0.
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Olkoon A #BsekiA>0jaB>0cttid#1jaB #1.
Talloin kayrat ovat
2, 2 N2, 2
(x 3)2+y2 “ 4 i (x 3)2+y2=B
(x+3)"+y (x+3)"+y

Jotta kayrit leikkaisivat, pitdisi olla 4 = B, joka on vastoin oletusta.
Kayrit eivit siis leikkaa.
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5 Vektorit

5.1 Vektori

LUVUN 5.1 YDINTEHTAVAT
501.

Piste P jakaa janan BC suhteessa 1:1 eli kahteen yhtd suureen osaan. Siten
CP=LCB=Lw ja DP=DC+CP=DC+L0B=v+La=Li v

Vastaavasti D_Q =DA+ E =DA+ %E = LT-i—%V.
502.  a) Pisteen koordinaatit voidaan lukea suoraan paikkavektorin 7:njaj:n

kertoimista, joten 4 = (2, 1) ja B = (-3, -5).

b) Vektorin AB T:n suuntaisen komponentin kerroin saadaan
paitepisteen B ja alkupisteen 4 x-koordinaattien erotuksena
Vastaavasti j:n suuntaisen komponentin kerroin, joten
AB=(-3-2)i +(-5-1)j =-5i —6].

503. Lasketaan erotusvektori.

a-b=(4i +j-Tk)—(2i =3j —5k)
=47+ Tk =27 +3] +5k
=(4-2)i +(1+3)]+(-7+5k
=27 +47 -2k

|G —b|=v2>+4% +(=2)* =V4+16+4 =24 =J4.6 =26
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504.

Muodostetaan vektoreiden 7 —27 + 2k ja 37 —4k suuntaisia siirtymis

vastaavat vektorit yksikkovektoreiden avulla ja ndiden avulla pisteen C
paikkavektori.

|7 =27 +2k |=+1> +(=2)> +2% =3 ja |37 —4k |=+/3% +(-4)> =5

Siirtymii vastaavat vektori ovat

E=9-#=3-(7—27+21€)=37—67+6l§ ja

BC=10-3! ;4k —2.(37 —4k) = 67 —8k.
Siten
OC =04+ AB+BC
=T =J)+@37 —6] +6k)+ (6] —8k)
=7 —j+3i —6] +6k + 6 —8k
=10 —-77 -2k

C=(10,-7,-2)
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505.  Vektorien vélinen kulma on pienempi niistd kahdesta kulmasta, jotka
muodostuvat, kun vektorit piirretdéin alkamaan samasta pisteesta.

a) <(u,v)=180°-34°=146° (vieruskulmien summa on 180°)

34° a

b) v=180°—-(34°+45°)=101° (kolmion kulmien summa on 180°)
L(v,w)=180°-101°=79° (vieruskulmien summa on 180°)
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Muodostetaan aluksi kolmion ABC sivuvektorit.
AB=(12-3)i +(2—-4)] +(-5-5)k =—i —2j —10k
AC=(-3-3)i +(-2-4)]+(3-5)k =—6i —6j -2k
BC =(-3-2)i +(-2-2)] +(3—(-5))k =51 —4] +8k

Lasketaan seuraavaksi sivuvektoreiden pituudet ja tehddadn pituuksien

pohjalta padtelmé kolmion muodosta.
c

| 4B|=(=1)* +(-2)* +(-10)* =105
| AC|=(=6)* +(=6)* +(-2)* =76
| BC|=+/(=5)2 +(-4)? +8% =~/105 o

A B

Koska kolmion sivuista kaksi ovat yhté pitkié ja kolmas erimittainen, on
kolmio tasakylkinen.

Kolmion huippukulma on kannan AC vastainen kulma B. Merkitdan
kulmaa a:lla.

BA=-AB=—(—i —2j —10k)=1 +2 +10k
BA-BC=(i +27 +10k)-(=5i —4j +8k)=1-(=5)+2-(-4)+10-8 =67

a =50,350...°~50,4°

Huippukulman suuruus on noin 50,4°.
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508.

Muodostetaan pisteen D paikkavektori. Koska suunnikkaan sivut AD ja
BC ovat yhdensuuntaiset, on OD = OA+ AD = OA+ BC.

BC=(5-(-2))i +(7-4)j =7i +3] ja OA=i + ]
Siten OD =04+ BC =1 + j+7i +3j =8i +4. Pisteen D koordinaatit
luetaan paikkavektorista, joten D = (8, 4).

C=(57)

Vektorit # jaVv ovat yhdensuuntaiset tdsmalleen silloin, kun © =V

jollakin ¢ # 0. Liséksi, jos ¢ > 0, ovat vektorit samansuuntaiset ja jos ¢ <0
ovat vektorit vastakkaissuuntaiset. Muodostetaan yhtilo ja pyritdan
ratkaisemaan .

a+c=t(b+¢)
(4i =2))+(di +(d+1)j)=t((-3i +j)+di +(d+1)])
@A+d)i +(2+d+1)j =t((-3+d)i +(1+d+1)j)
(d+4)i +(d-1)j=t(d-3)i +t(d+2)j

Koska komponentteihin jako on yksikasitteinen, saadaan yhtalopari
d+4=td -3t
d—-1=td +2t

jonka ratkaisu on £ =—1.

Yhtdlo a+c =¢- (I; +¢) toteutuu, kun ¢ = —1, joten vektorit
a+¢C jab +¢ ovat yhdensuuntaiset, mutta vastatakkaissuuntaiset.
Samansuuntaisuus ei siten toteudu millddn d:n arvolla.

Huomautus: Kun¢=—-1,0n d = —%. Tatd ei kuitenkaan tarvitse ratkaista.
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5.2 Suora ja taso vektoreiden avulla

509.  Suuntavektori on miki tahansa suoran suuntainen vektori, joten
esimerkiksi 4B on erds suuntavektori.

AB=(4-2) +(-7-3)] +(-3-6)k =27 =107 9%
Suora kulkee pisteen (2, 3, 6) kautta.

Suoran parametriesitys on esimerkiksi

x=2+2t
y=3-10¢r (teR)

z=6-9¢

xy-tasossa z = 0.

0=6—9t,jostat:%.
x=2+2%:%
—3_10.2-_1
y=3-10 3 3

xy-tason leikkauspiste on (— -= O)
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510.

Suoran parametrimuotoinen yhtélo on

x=2+3t
y=3+t (teR)
z=T7+3t

Suoran mielivaltainen piste P = (2+ 3¢, 3 + ¢, 7 + 3¢) on tasossa
x+2y+z=1, jos se toteuttaa tason yhtilon.

Saadaan yhtélo

24+3t+23+0)+7+3t=1eli8+15=1, josta t:—%.

x=2+3-(—%)=—%

_3_1_5;
y=3 4 4Ja

z=7+3-(—%):%
1357

Leikkauspiste on siis (_T’ 1 4).
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511. a) Suoran suuntavektori on 3i - 7, joten suoran kulmakerroin on

1
k=—=.
3

Suoran yhtild saadaan kaavalla y — yo = k(x — xo).
1
y=0=—2(x—4) |3
3y=—(x-4)
x+3y—-4=0

Suoran yhtilo on siis x + 3y —4 = 0.

b) Suoran x = 1 — 2, y = 3¢ suuntavektori on —2i +3, joten suoran
kulmakerroin on & = —%.

Arvoa t = ( vastaa piste (1, 0).

y=0==2(x-1) |2

2y=-3(x-1)
2y=-3x+3
3x+2y-3=0

Suoran yhtild on siis 3x + 2y —3=0.
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Madritetdén pisteiden 4 ja B kautta kulkevan suoran parametrimuotoinen
yhtélo. Suoran suuntavektori on

AB=(-1-1)i +(1-1)] +(3=1Dk ==27 +0-j +2k =27 +2k.

Suoran kulkee pisteen 4 = (1, 1, 1) kautta.
Suoran parametrimuotoinen yhtélo on

x=1-2¢
y=1 (teR)
z=1+2¢t

Piste P = (4, 1, —2) on suoralla, jos se toteuttaa suoran yhtalon.

)
=72
Saadaan {1=1 joten piste P on suoralla.
=3
2

Vastaavasti on piste Q = (0, 2, 4) suoralla, jos yhtidloryhma
0=1-2t,2=1,4=1+ 2t toteutuu.
Taméa on mahdotonta, koska 2 # 1, joten piste Q ei ole suoralla.

Piste P on suoralla, mutta piste Q ei ole.
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Suoran a erds suuntavektori on

AB =(-2—(—4))i +(6-T)] +(-3—(=5))k =27 — ] +2k.

Suora a siis kulkee pisteen 4 = (—4, 7, —5) kautta vektorin 27 — j + 2k
suuntaisesti.

Suoran @ parametrimuotoinen yhtélo on

x=—4+2t
y=T7—t (teR)
z==5+2¢

Suoran b kulkee pisteen C = (5, 4, 1) kautta vektorin 7 + j — 2k

suuntaisesti.
Suoran b parametrimuotoinen yhtélo on

x=5+r
y=4+r (reR)
z=1-2r

Suorien leikkauspiste on suorien yhteinen. Syntyy siis yhtélopari
—4+2t=5+r
T—t=4+r
—S5+2t=1-2r

Tdmén ratkaisuon =4 jar=—1.

Yhteinen piste eli leikkauspiste on siten
(5 + (_1): 4+ (_1)7 1-2- (_1)) = (49 39 3)

Suorien vilinen kulma voidaan paitelld suuntavektorien avulla. Lasketaan
aluksi suuntavektoreiden vilinen kulma « pistetulon avulla.

Qi —j+2k)-(i+j-2k)=2-1-4=-3



Juuri Kertaus ¢ Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 20.9.2019

cosa = _3
V2 (-1 + 22 P+ 12+ (-2)°
-3
cCoSx =——+—
3-J€
cosa——
\/_
114,094...°

Suorien vilinen kulma on aina enintdin 90°, joten se on kulman «
suplementtikulma 180° — 114,094...° = 65,905...° = 66°.

Suorien vélinen kulma on 66°.

514. Madritetadn aluksi yhdysjanan keskipiste P.

P (2+3 0;1 1+3) (__ 2)

Tason normaalivektori on AB=(3-2)i +(1-0)j +(3-Dk =7 +j +2k

Taso kulkee pisteen P = ( 2) kautta ja sen normaalivektori on

T+ j+2k .

Tason yhtilo on
1-(x—%)+1-(y—%)+2-(z—2):0
x+y+2z-7=0.

Jos piste on y-akselilla, on sen x- ja z-koordinaatti 0.
Sijoitetaan siis x = 0 ja z = 0 yhtiloon.

0+y+2.-0—-7=0,jostay="7.

Taso leikkaa y-akselin pisteessé (0, 7, 0).
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9]
9]

Tapa 1:

Muodostetaan yhtilo suoralle, joka kulkee pisteen P kautta ja on
kohtisuorassa tasoa vastaan.

Tason 2x + y + 4z + 5 = 0 erés normaalivektori on 77 =27 + J + 4k .

Pisteen P = (1, 3, 1) kautta kulkevan vektorin 77 =27 + j + 4k suuntaisen
suoran parametrimuotoinen yhtéld on

x=1+2¢
y=3+t (teR)
z=1+4s.

Lasketaan suoran ja tason leikkauspiste. Sijoitetaan x =1+2¢, y =3+¢ ja
z =144t tason yhtdloon ja madritetddn leikkauspistetti vastaava
parametrin ¢ arvo.

2. (1+20+(B+1)+4-(1+40)+5=0, josta t:—%.

2_7
3 3

z=1+4- (—%) = —%. Suora ja taso leikkaavat pisteessi (—%, %, - %).
Lasketaan tdmén pisteen ja pisteen P = (1, 3, 1) vilinen etdisyys, joka on
samalla pisteen ja tason vélinen etdisyys.

Jo-chyea-Dpra- Sy = B 22las,

Kuntz—%, niin x:1+2-(—%)=—%,y=3— ja
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Tapa 2:

Ylioppilaskokeessa sallitusta kaavakokoelmasta 16ytyy pisteen (xo, yo, zo)
etiisyydelle tasosta ax + by + cz + d = 0 kaava
J- | axy + by, + cz, +d|'

Va2 +b* +¢?

Lasketaan etéisyys tdmén kaavan avulla sijoittamalla pisteen P = (1, 3, 1)
koordinaatit ja tason 2x + y + 4x + 5 = 0 yhtdlon x:n, y:n ja z:n kertoimet
yhtdloon.
2141344145 14 221
NCENETNEENG TR

14 221

Huomautus: Vastauksen voi antaa muodossa —— tai

V21 3

r

Etdisyys on — eli

\/ﬁ
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Suoran vektorimuotoisesta yhtélostd voidaan johtaa suoran mielivaltaisen
pisteen P paikkavektori eli parametrimuotoinen yhtalo.

OP=7+2]+2k +1(27 + ] +sk)=1 +2] +2k +2£i +1j +stk
=(1+2t)i +(2+1)j +(2+st)k

Suoran mielivaltainen piste siis P = (1 + 2¢,2 + ¢, 2 + sf), missd f € R.
Suora on tasossa, kun piste P toteuttaa tason 3x + 4y + 5z = 21 yhtdlon
jokaiselle parametrin ¢ arvoilla. Parametrin arvoa ¢ = 1 vastaa piste
(3, 3, 2 + 5). Sijoitetaan tdméin pisteen koordinaatit tason yhtaloon.

3:3+4-3+5-2+s)=21,jostas=-2

Varmistetaan vield, ettd arvoa s = —2 vastaava piste
P=(1+2t,2+1t 2 — 2¢) toteuttaa tason yhtdlon kaikilla #:n arvoilla.

3.(1+20)+4-Q+0)+5-2-20)=21
3+6¢+8+4¢+10—10r=21
21=21

Yhtalo on aina tosi.

Suora on tasossa, kun s = —2.
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a
b
Lasketaan vektorien bi —aj ja ai +bj vilinen pistetulo.

517.  Suoran ax + by + ¢ = 0 kulmakerroin on k = —<% ja suuntavektori bi —aj.

(bi —aj)-(ai +bj)=ba—ab=0

Koska vektorien bi —aj ja ai +bj vilinen pistetulo on 0, ovat vektorit
kohtisuorassa. Siten my0s suora ax + by + ¢ = 0 on kohtisuorassa sitd
suoraa vastaan, jonka suuntavektori on ai +bj.
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Luvun 5 vahvistavat ja syventavat tehtavat
518. a)u-v=|u|-|v|-cos(u,v)=2-3-c0890°=6-0=0

b) L7~\7:|L7|-|\7|-cos(LT,V):2-3-cos60°:6-%:3

519.  A-IIL B-III, C-II, D-III, E-1
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520. a) Summavektorion @ +b =(2i +57)+(i —27)=3i +3J.

Koska |37 +37 |=v3%+3® =32, on vektorin 37 +3; suuntainen
yksikkdvektori
31 +3] 3 = 3 = 1
1L i+
N RN RN R, LR TR A G

b) Muodostetaan ensin vektorit AB ja CD.
AB=(7-3)i +(3-1)j =4i +2]
CD=(-3-1)i +(-2-4)]j =—4i -6

Lasketaan vektoreiden 4B ja CD pituudet ja vélinen pistetulo.

| AB| =4 +22 =420 =25
|CD |=+/(=4)* +(=6)> =~/52 =213

AB-CD = (47 +27)-(-47 —6))=-16-12=-28

AB-CD
| AB|-| CD|
_ 28
25213

-7
CoOSO =—F—F—
V513

a =150,255...° ~150,3°

cosa

Vektorien AB ja CD vilinen kulma on 150,3°.
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521. Muodostetaan vektorin a yksikkovektori.

@1=,/3) +(=2)" =3, joten

01 - 2.3+ o= 3= 4-
@ = a5 Gim2)=5i—5)

h=-53"= —5(%7 —%7) — 37 +47
Olkoon kysytty piste P. Muodostetaan pisteen P paikkavektori.
OP =47 +3]+b =40 +3] +(-3i +4))=i +7

Pisteen b loppupiste on (1, 7).
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Mediaani eli keskijana on jana, joka yhdistd4 kolmion kérjen ja
vastakkaisen sivun keskipisteen. Olkoon mediaanien leikkauspiste P ja
janan BC keskipiste Q. Piste P jakaa jokaisen mediaanin kédrjestd lukien

suhteessa 2:1, joten AP = %E

Piste O =(

0+4 2+5 340,_,, 3 3, :
2 9 2 9 2 )_ (27 2 ’ 2)’ _]Oten
3

A0 =2 ~(-))T +(5)] +(5 -6k =37 -5 7 ~3k.

Pisteen P paikkavektori on
OP =0A+ AP
~04+2740
= l_+3j_+61i+3_(3l_ 2]_ 2k)
=—i+3j+6k+2i —j-3k
=i +2j+3k.
Mediaanien leikkauspiste on (1, 2, 3).

Huomautus: Pisteen P voi madrittdi sopivilla ohjelmilla.
A
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523. Lausutaan vektori PQ sivuvektoreiden avulla.
PO =PA+ AD + DQ
:%§Z+ZB+%BE

25 1R
—SBA+AD+5AB

2— — |—
— 245+ 4D+14B
5 AT AT

1_ —_

=—54B+4D

Muodostetaan tarvittavat sivuvektorit AB ja AD.
AB=(1-(=1))i +(0-3)7 +(2—4)k =27 -3j -2k
AD=(4—(=1))i +(2-3)j +(1-4)k =5i — j -3k

Siten

PO=-

1
5

ZE+JI‘=-%(27-37—2E}+6T—]-3%9:237
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524.  Etsitéiéin kertoimet 7 ja ¢ siten, ettd i + 7 =ra +tb.
T+7]=ra+tb
i+77=r(2i +3))+t(=7i +6))
i +7)=2ri +3rj —7ti +6tj
1.T+77 =Qr—T07 +(Gr+60)]

Koska komponentteihinjako on yksikasitteinen, tulee olla 1 = 27— 7¢ ja
7 = 3r + 6t. Muodostetaan ja ratkaistaan yhtélopari.
{1 =2r-7t ||-(-3)

7=3r+6t |2
—3=—6r+21t
14=6r+12¢
11=33¢
_1
‘=3
Kunt=L 7-3r46.1 eli 3r=75, josta r=2.
3’ 3 ’ 3
$m7+77=§a+%5
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9]
[\
n

526.

Eris vektoria —i +3; vastaan kohtisuora vektori on @ =3i + j, silld
pistetulo (=i +35)-(3i +j)=-3+3=0.

Muodostetaan vektorin a yksikkovektori.

=31 =10, joten 7= L@ = o674 ),

My®és vektorin a° vastavektori —a° kelpaa, joten ehdot tayttavat vektorit

ovat —(3i + a——@03i+7).
Jﬁ( J) ] Jﬁ( J)

Huomautus:
Vektoria ai +bj vastaan kohtisuora vektori saadaan aina vaihtamalla
im ja jn kertoimet ja toisen kertoimen etumerkki, silld muodostettujen

vektorien ai —bj ja —ai +bj pistetulo vektorin ai +5; kanssa on nolla.

Olkoon kysytty vektori P = (x, y). Méiritetidén pisteestd P pisteisiin 4, B,
C, D ja E piirretyt vektorit.

PB=(1-x)i +(-2-y)j, PC=(2-x)i +(1-¥)],
PD=(2-x)i +(3=»)] ja PE=(=2—x)i +(-2-y)]

Lasketaan vektoreiden summa.

PA+PB+PC+PD+ PE

= (-1=20)7 + (1= )J +(1=2)7 +(-2=)] +2=x)7 +(1-»)]
+(2-x)i +B-y)j+(2-x)i +(-2-y)j

=(2-5x)i +(1-5y)j

Vektori (2—5x)i +(1—-5y)j onnollavektori, kun 2 —5x =0 ja
1 — 5y = 0. Talloin x=% ja yz%.

Kysytty tason piste on siis (%, %).
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Suunnikkaan lévistdjien leikkauspiste Q puolittaa
kummankin lévistdjan. Siten

PO=1(@+b)
- %(ﬂ 47 + (27 +57))
=27 +97)

__1=
=—5i+5J.

Pisteen Q koordinaatit saadaan paikkavektorista. r
___ __T_—. _lT 2— :lT l—
O00=0P+PO=i—j+( 2z+2]) 21+2]

SiiS_Q:——z+g]J 0= (

Vektorin 27 +mj pituus on |27 +mj |=2% +m? =m* + 4.
Oletuksena on, ettd m = 2, 3, 4, ... eli m on jokin positiivinen
kokonaisluku. Jotta pituus on pienempi kuin m + 1 tulee epayhtélon
Nm? +4 <m+1 olla tosi kun m = 2, 3,4, .... Epdyhtidlon molemmat

puolet ovat positiivisia, joten ne voidaan korottaa neliodn ja saatu
epayhtdlo on yhtépitdva alkuperdisen kanssa.

m* +4 <m+1

m> +4<m®+2m+1
3<2m
3

m>§

Epiyhtdld Vm?* +4 <m+1 toteutuu tismilleen kun m >% erityisesti se

2

siis toteutuu kun m = 2, 3, 4, ... . Titen on osoitettu, ettd vektorin 2i +mj
pituus on pienempi kuin m + 1.
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a) Kolmion kaksi sivuvektoria eli siten my0ds vastaavat sivut ovat yhta
pitkét. Lisdksi sivuvektorit ovat toisaan vastaan kohtisuorassa, joten
kyseisten sivujen vélilld on 90° kulma. Kolmio on siis tasakylkinen ja
suorakulmainen. Kolmion kantakulmat ovat 45°.

b) Vektori @ —b on kolmion kolmas sivuvektori. Koska sivuvektorien
pituudet toteuttavat Pythagoraan lauseen on kolmio suorakulmainen.
Sivujen pituuksista ja muista kulmista ei voida sanoa mitdan.

¢) Kolmion kaikki sivut ovat yhté pitkié eli kolmio on tasasivuinen.
Tasasivuisena kolmion kaikki kulmat ovat 60°.

d) Jos kahden vektorin pistetulo on negatiivinen, on ndiden vektorien
vilinen kulma tylppé. Vektorit @ —b ja —b ovat samasta kérjesté

lahtevét sivuvektorit. Koska ndiden vektoreiden vélinen pistetulo on
tylppd, on kolmio tylppakulmainen.




Juuri Kertaus ¢ Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 20.9.2019

Tulkitaan valonsiteiden eteneminen suorina.

Pisteen P; = (10, 0, 0) kautta vektorin v; =27 +4 + 3k suuntaisesti
kulkevan suoran parametrimuotoinen yhtalo on

x=10+2¢
y=0+4t (teR)

z=0+3¢
eli
x=10+2¢
y=4¢ (teR)
z=3t

Pisteen P> = (310, 480, 400) kautta vektorin v, = —47 — 67 — 5k
suuntaisesti kulkevan suoran parametrimuotoinen yhtélo on
x=310—-4r
{y=480—6r (reR)
z=400->5r

Selvitetdén leikkaavatko suorat eli tutkitaan toteutuuko yhtédloryhma

10 +2¢ =310 — 4r, 4t =480 — 6r, 3t = 400 — 5r joillakin »:n ja £:n arvolla.
10+2¢=310-4r

{4t =480-6r
3t=400-5r

Yhtéloryhmén kaksi alempaa yhtdl6d muodostavat yhtéloparin
4t + 6r =480
3t+5r =400

Tamin yhtéloparin ratkaisu on 7 = 80 ja r = 0. Ndm4 eivét kuitenkaan
toteuta ensimmaéisté yhtdlod, joten yhtdloryhmaélld ei ole ratkaisua eivétka
valonséteet siis kohtaa toisiaan.
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Tulkitaan valonsiteiden eteneminen suorina.

Pisteen 4 = (1, -2, 3) kautta vektorin i =27 — j —3k suuntaisesti
kulkevan suoran parametrimuotoinen yhtilé on

x=1+2¢
y=—2—-t (teR)
z=3-3¢

Pisteen B = (9, —1, —12) kautta vektorin v =—i —27 + 3k suuntaisesti
kulkevan suoran parametrimuotoinen yhtalo on

x=9-r
y=—1-2r (reR)
z=—12+3r

Madritetdén suorien leikkauspiste eli ratkaistaan yhtéloryhma
1+2t=9-r
—2—-t=—1-2r
3-3t=-12+3r.

Yhtéloryhmén ratkaisu on » = 2 ja ¢ = 3. Parametrin arvoa » = 2 vastaava
pisteon (9 —2,-1-2-2,-12+3 -2)=(7, =5, —6) ja parametrin arvoa

t =3 vastaava pisteon (1 +2-3,-2-3,3-3-3)=(7,-5,-6). On
niytetty, ettd suorat leikkaavat toisensa ja etté leikkauspiste on (7, =5, —6).
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532. Vektorit @ jab ovat yhdensuuntaiset tismilleen silloin, kun @ = xb

jollakin luvulla x # 0.
a=xb

5i —2j =x(3i +4)

5i —2j =3xi +xtj

Koska komponentteihinjako on yksikésitteinen, on 5 = 3x ja —2 = xt.

Syntyy siis yhtilopari
3x=5
xt=-2
e . 5., 6
Yhtéloparin ratkaisu on x = 38 t= ~3

Vektorit 7 ja b ovat yhdensuuntaiset, kun ¢ = _%

Vektorit a ja b ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa, kun niiden vilinen

pistetuloon O eli @b =0.

a-b=0

(51 =27)-3i +4)=0
15-2t=0

_15

t= 2

Vektorit 7 ja b ovat kohtisuorat, kun ¢ = %
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533.  Olkoon piste P = (x, ). Piste 4 = (1, 2), joten AB=(x—1)i +(y—2)].
Kulma OAB on suora, kun vektorit 4B ja AO ovat kohtisuorassa toisiaan
vastaan. AB ja AO ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan myds silloin, kun

vektorin AO vastavektori OA ja AB ovat kohtisuorassa. Tllin
vektoreiden vélinen pistetulo on 0 eli

AB-04=0

(x=Di +(y=2)j)-(i +2/)=0
(x=1)-1+(y=2)-2=0
x+2y-5=0

Vektorin OA4 pituus on |& |=v1% +2? =+/5 ja vektorin OB pituus on
|ﬁ |=+/x* + y*. Koska vektorin OB pituus on kaksi kertaa

vektorin OA pituus, on |@|=2-|O_A| eli y/x* + y? =2+/5. Muodostuu
yhtélopari

x+2y-5=0

{xz + y2 =20

Yhtéloparin ratkaisut ovat
x=1-2V3jay=2++3 tai x=1+2+/3 jay=2—-+/3, joten

B=(1-2+3, 2++/3) tai B=(1+2+/3, 2—+/3).
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534. a) Jos vektorit @ ja b asetetaan alkamaan samasta
pisteestd ovat —b + @ ja —a +b mahdollisia
sivuvektoreita. Siis
C=—b+a=—Qi+2))+(i -3j)=-1 -5] tai
C=-a+b=—(-b+a)=1i+5].

Jos vektori b asetetaan alkamaan vektorin @
loppupisteestd, ovat vektorit @ +b ja -b-a
mahdollisia sivuvektoreita. Siis _
c=a+b=((-3))+Qi+2j)=3i - tai
C=—b-a=-30+]. b

Jos vektori @ asetetaan alkamaan vektorin b
loppupisteesti, ovat vektorit b +a@ ja —a —b
mahdollisia sivuvektoreita. Siis
C=b+a=Qi+2))+( -3/)=3i -7 tai
=—a-b=-30+].

gl

Vektoreista @,b jac voidaan muodostaa
kolmio, kun
C=T4+5],6=—T~5],c=37—-J jac=-37+]



Juuri Kertaus ¢ Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 20.9.2019

b) Pisteen P y- ja z-koordinaatit ovat 0, joten P = (x, 0, 0).
Jana AB nékyy suorassa kulmassa, jos kulma P on suora eli jos vektorit
PA ja PB ovat kohtisuorassa. Niin tapahtuu, kun PA-PB=0 eli kun

(2=x)i +(3=0)j +(-4-0)k)-(4—x)7 +(0-0)j +(1-0)k)=0

(2—x)i +3] —4k)-(4—x)i +k)=0

2-x)(4-x)—-4=0

8—6x+x>—4=0

x*—6x+4=0

Yhtilon x*> — 6x + 4 = 0 ratkaisut ovat x=3—+/5 ja x=3++/5.

Jana 4B nikyy suorassa kulmassa pisteissi P =(3-+/5,0) ja
P=(3++/5,0).
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9]
n

Paikkavektorin 7 = (2¢ —1)i + (3t + %)]_ loppupiste on (2f—1, 3¢ + %).

Tama piste on paraabelilla y = %xz, jos se toteuttaa paraabelin yhtalon.
Muodostetaan ja ratkaistaan syntyva yhtalo.
y=1
1_1 2
—=—=2t-1 2
3t+ 7=7 2t-1)° ||
6t +1=41> -4t +1

42 -10t=0
2t(2t-5)=0
2t=0 tai 2t—5=0
: 5
:t = —
t=0 tai t2

Loppupiste on paraabelilla, jos # = 0 tai jos ¢ = %
Naité #:n arvoja vastaa paikkavektorit

7:@4}4ﬁ4{30+%ﬁe—7+%7ja

F 2.5 0Te(3-54 )T uTasT

r=(2 > Di +(3 2+2)j 4i +8;.

Vektoreiden —i + %_7 ja 4i +8; vilinen kulma saadaan pistetulon
Fleredypo B

JI=G _J;_z

|47 +87 |=V4% +8° =80 =45
J)- (47 +87)=—4+4=0

avulla.

|—i +

N —

(—i +

N | —

Vektoreiden vilinen kulma on 90°.
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536. a) Jos vektoreilla X, y ja X +y on sama pituus, muodostavat ne
tasasivuisen kolmion.

T+7Y

Jos X ja y asetetaan alkamaan samasta pisteestd, muodostuu niiden
vilille 120° suuruinen kulma (kulman 60° vieruskulma).

b) Jos vektoreilla X, y ja X —y on sama pituus, muodostavat ne
tasasivuisen kolmion.

Jos X ja y asetetaan alkamaan samasta pisteestd, muodostuu niiden
vilille 60° suuruinen kulma.
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Vektori 2i +3j on suoran normaalivektori. Vektoria 2i +3; vastaa

kulmakerroin &, = % Jos suoran suuntavektoria vastaa kulmakerroin £,
toteuttavat kulmakertoimet & ja &, yhtilon k -k, =—1, josta k = —%.
Suoran yhtilo on y — yo = k(x — x0), kun (xo, y0) = (3, 1) ja k= —%. Siten

2
y=3=-2-1) |3

3y-9=-2(x-1)
3y-9=-2x+2
2x+3y—-11=0

Pisteen (2, 2) etéiisyys suorasta 2x + 3y — 11 = 0 saadaan kaavalla

d=—|ax0+by0+c|, missd a =2, b =3 ja (xo, o) = (2, 2). Siten

a’ +b?
d:|2-2+3-2—11|_ 1 .

V22y3r VI3

Huomautus (toinen tapa suoran yhtdlon mddrittimiseksi):
Jos xy-tason suoran normaalivektori on ai +bj, suoran

normaalimuotoinen yhtél6 on ax + by + ¢ = 0 jollakin c. Vakio ¢ saadaan
selville sijoittamalla yhtdl66n jokin tunnettu suoran piste ja ratkaisemalla
c téstéd yhtdlosta.

Téssa tehtévissd yhtélo on siis 2x + 3y + ¢ = 0. Koska piste (3, 1) on
suoralla, syntyy yhtdl6 2 - 1 + 3 - 3+ ¢ =0, josta ¢ =—11. Suoran
normaalimuotoinen yhtélo on siis 2x + 3y + 11 = 0.
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538.

Suunnikkaan lavistijien leikkauspiste puolittaa lavistdjat. Jos suunnikkaan
sivuvektorit ovat # ja v, niin

52%(1274_8]—-)4_%(47_67):67+47+2?—37=8T+7 ja

€= 2 (127 +87)~ 2 (47 ~6)) =67 +4] =27 +3] =47 +7].

Koska |i7 |=~/8% +1% =/65 ja |v|=v4% +7? =+/65, ovat suunnikkaan

sivuvektorit ja siten myds kaikki sivut yhté pitkd ja suunnikas on neljakas.
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539.

Suoran kulmakerroin on k = —%, joten suoran yhtilé on y = —%x +b
jollakin vakiolla 4. Suora leikkaa y-akselin pisteessé (0, »). Suoran ja x-
akselin leikkauspiste saadaan yhtalosta —%x +b=0, josta x= >

Kolmion pinta-ala on siis toisaalta + |b| | | ja toisaalta tiedetddn, etté

se on 15. Syntyy siis yhtalo —=-|b]- | |— 15. Ratkaistaan tésté vakio b.

Ibl |— =15
E.|b|-|§b|=15
1 3 B
S ol 15 11b1=15
3 — 4
7 [b116]=15 |3
|b? | =20
b* =20
b=125

Siis y=—%x+2\/§ eli 2x + 3y — 65 tai

y:—%x—2\/§ eli 2x + 3y + 6+/5.
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540. Janat AP, CR ja BQ ovat kolmion mediaanit ja ne leikkaavat toisensa
samassa pisteessé joka jakaa jokaisen kolmion kérjesté lukien suhteessa
2:1. Merkitéén leikkauspistetti kirjaimella X.
C

AP, BX = %_QJaXQ —E sekii

OA+ OB +0C =(0X + XA)+ (OX + XB) + (OX + XC)
=30X + XA+ XB+ XC

_30X—%Z3—33_Q—3§

= 3OX—§(AP+BQ+ CR)

OP+0Q+OR = (OX + XP)+(OX + XQ)+ (OX + XR)

—30X+XP+XQ+XR

—30X+;E’+ BO+% LCr

= 30X+§(AP+BQ+ CR)

Tarkastellaan miti on summa AP + B_Q +CR. Kun merkitésn AB=a ja
AC =b saadaan

E+B_Q+ﬁ=(a+lB_C)+(—a+lE)+( b+1la)

QI [\)l»—a

I
=JIEN

+
1 T l— T l

Siis 04+ OB+0C =30X ja OP+0Q+OR =30X, joten
vektorisummat ovat yhti suuret.
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543.

a)a-b=|a||b|-cos(@,b)=4-2-c0s90°=8-0=0
b) @a-d=|a|-|d|-cos(@a,d)=4-4-cos180°=16-(-1)=-16

¢) Koska | ¢ |=v4% +2% =20, on
a-c=|a||¢|-cos(@e) =420 —2

2 __16
V20

a) Paraabelia siirretddn kaksi yksikkod ylospéin. Néin tapahtuu, kun
kédyrén jokaisen pisteen y-koordinaattiin lisatdén luku 2 eli pisteesté
(x, ») = (x, x%) tulee piste (x, x* + 2). Kéyrin yhtilo on y = x* + 2.

b) Paraabelia siirretdéin kolme yksikkoé oikealle. Néin tapahtuu, kun
kdyrin jokaiseen x-koordinaattiin lisitdén luku 3 eli pisteestd
(x, ¥) = (x, x*) tulee piste (x + 3, x*). Tdmi on luontevampi esittii
muodossa (x, (x — 3)?) eli kiiyriin yhtild on y = (x — 3)* = x> — 6x + 9.

¢) Yhdistetdén a- ja b-kohdan pééttelyt, jolloin kéyrén yhtilé on
y=@—-3P +2=x"—6x+11.

Vektorit @ ja b voidaan asettaa alkamaan misti pisteestd tahansa, joten
valitaan origo. Vektorien @ ja b paitepisteet ovat nyt (1, 1) ja (=2, =3).
Naiden pisteiden kautta piirretyn suoran kulmakerroin on
po3-1_—4_4.

2-1 3 3
4x — 3y — 1 =0. Lasketaan origon etdisyys tdstd suorasta, jolloin saadaan
kysytyn korkeusjanan pituus.

ja yhtdlo y— 1——(x 1), joka normaalimuodossa on

4-0-3-0-1] 1

AR

Korkeus janan pituus on %
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544.

Koska vektori 2i — j +t(i +2) alkaa origosta kyseessi on
paikkavektori. Mééritetdén sen péaétepiste (x, ).

20— +1(7 +2]) =20 — ]+ +24 =(2+1)7 +(~1+28)]

Siten péatepisteen koordinaatit ovat
x=2+tjay=—1+2¢

Koskat=x—2, on
y=—1+2(x—2)eli2x—y—-5=0.
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n
n

Laivaa téytyy ohjata likimain pohjoiseen, pohjoisesta hieman luodetta
kohti. Jos merivirtaa kuvaavan suuntavektorin paétepisteestd piirretdan
vektori, joka kuvaa laivan oikeaa ohjaussuuntaa ja yhdistetddan virran
alkupiste sekd ohjaussuunnan loppupiste, syntyy kolmio, jonka kolmas
sivu on laivan etenemisen suunta eli pohjoisen suunta. Téssé kolmiossa on
yksi 135° kulma (90° + 45°). Merivirtaa kuvaavan vektorin pituus on 3 ja
laivan ohjaussuuntaa kuvaavan vektorin pituus on 18.

Laivan
ohjaussuunta
Laivan
etenemisen
suunta

Ohjaussuunta
(poikkeama
pohjoisesta
myotapaivaan)

Virta

Syntyvéstéd kolmiosta voidaan ratkaista kulma f sinilauseella:

318 o
sinf3  sinl135°’ Josta #=6,768...

Siten a=180° — 135° — f =38,231...° = 38°.

Ohjaussuunnan poikkeama pohjoisen suunnasta vastapdivdian on
90° — 45° — 38° = 7°, joten kompassisuunta on 360° — 7° = 353°.

Laivan etenemisen nopeus eli x saadaan esimerkiksi kosinilauseella
yhtilostd x? =32 +18% —2-3-18-c0s38,231..., jostax =15,75... ~ 16.

On ohjattava suuntaan 353°, jolloin laiva etenee pohjoista kohti 16 solmun
vauhdilla.
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Tetraedri on sddnndllinen, jos sen kaikki sdrmit ovat yhté pitkat.
Lasketaan sirmdvektoreiden pituudet.

|@|=]T+N2j +k |=yIP +(N2)* +1° =4 =

1B 1=1=T +2] +K [=(=)’ +(V2)? +1* =& =2

el=evar =142 7-20

S(ESR

2 32,4

2 = —_ =
) N9 9 2
Muodostetaan kolme muuta sdrmévektoria.
d=-a+b=—0+2j+k)+(—i +~2j +k)=-27

e=bic=—(-T+V2]+hk)+2 (2\/—] —k)

T 37— M—-_;—_— N2- 5g

=7 V2] -k + 3/ 3k—j+3] 3k

f=—a+ =—(z+\/_]+k)+T\/_ %I?
T2k 27 2po 72T Sk

—3kl= \/12 (£) +(=2) =VA=2
| F1=1-T+327 - % = \/( n? +(f) +(-37 =Vi=2

Koska jokainen sérmévektori on yhté pitké, on tetraedri sédnndllinen.

Huomatus:
Pelkéstddn annettujen vektorien a, b ja ¢ pituuksien laskeminen ei riité.
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547.

Koska vektori 5 on yhdensuuntainen vektorin ; kanssa, on b = xi
jollakin reaaliluvulla x.

Olkoon @ = yi +zj, missd y ja z ovat jotkin reaaliluvut.

Koska@ +b =47 + , saadaan yhtilo:
a+b=4i+7
(vi +zj)+xi =4i +j
(X+y)i +zj=4i +]

Tastd syntyy yhtélopari
x+y=4
z=1.

Koska @-b =4, niin (vi +zj)-xi =4, jostaxy=4.

x+y=4,jostay=4—x

Yhtild xy = 4 saa muodon x(4 — x) = 4 ja edelleen —x* + 4x — 4 = 0.

+4x—4=0  |-(-D)
X —4x+4=0
(x—2)*=0
x=2

Koskax=2,ony=4-2=2,

Kysytyt vektorit ovat @ =27 +k ja b =2i.
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Tasojen vélinen kulma on enintdén 90° ja se méiritetdin tasojen
normaalivektoreiden vilisen kulman avulla.

Tason 2x +y —z + 1 = 0 eréis normaalivektori on 7, =27 + j —k.

Tason 6x + 3y + 2z — 10 = 0 erds normaalivektori on 7z, = 67 + 3 + 2k.

Lasketaan vektoreiden »; ja 7, vélinen kulma.

cosaz%

|y ||, |

12+3-2

cosa =

Va+1+1-4/36+9+4

13

cosa=———

V6 -7
cosa=0,7581...

a =40,696...° = 40,7°
Tasojen vélinen kulma on 40,7°

Huomautus:

Jos normaalivektoreiden vilinen kulma on suurempi kuin 90°, osoittavat
ne eri puolille tasoja. Tasojen vélinen kulma saadaan tdlloin vihentdmalla
tastd kulmasta 90°. Hahmottele kuva!



Juuri Kertaus ¢ Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 20.9.2019

549.

Vektori & =tb jollekin luvulle ja v-b =0. Lisiksi on oltava @ = +v,

josta v=a—-u=a—th.

Sijoitetaan v =a —tb yhtiléon v-b =0 ja ratkaistaan .

v-b=0
(@a-th)-b=0
a-b-th-b=0
8-5-6)—t(4+1+4)=0
-3-9t=0
-1
=73
Siis @ =u +Vv, missi
— —__l_:_l - —._ FE :_27_1—. g_ .
u=tb= 3b 3(21+] 2k) 3 3j+3k_]a
v=a-u=(4i -5j+3k)—( 3! 3]+3k) 3! 3]4—3k
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550.

Hahmotellaan tilanteesta kuvio sopivalla piirto-ohjelmalla.

Lausutaan OP aluksi eri tavoilla.
Toisaalta
OP =04+ AP
=i +2j)+r-AB
=T +2))+r-(T-DF +(1-2)))
=i +2j+6rj—rj
=(1+6r)i +(2-r)/,
misséd 7 on jokin reaaliluku.

Toisaalta OP=1(37 + j)=3ti +1j, missd ¢ on jokin reaaliluku.

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan 7 ja . Luku » on kysytty janan 4B
jakosuhde.
(A+6r)yi +Q2-r)j=3ti +¢

Komponentteihinjako on yksikésitteinen, joten 1 + 6r=3¢ja2 —r=t¢.
Ratkaistaan syntyva yhtalopari.

1+ 6r =3¢

{2—r=t 14-3)

1+ 6r =3¢
{—6+3r=—3t

-54+9r=0
o2

9

Kertoimesta r =% ndhdéin jako-osien yhteisméérd 9, AP:n jako-osien

lukumaird 5 sekd PB:n jako-osien lukuméiri 4, joten suhde on 5:4.
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551.

Vektorin 4 +3; pituus on 4* +3% =5, joten ensin siirrytdan vektorin
2- ==(4i +3j)=2i +— )
5 5(1 37) 5z+5] verran

Vektorin 5i —12 pituus on /5% +(—12)> =13, joten timén jilkeen

siirrytddn vektorin

. 5i—12;
13

_L = 177 :i T_Q_.
—13(51 125) 13tz 13t] verran.

Olkoon kysytty piste P = (x, ), jolloin

Op_B87,67,5 7 122 8.5 = 6 12,
OP—51+5]+13tl 13tj (5+13t)1+(5 13t)j.
On siis x=5+2¢ ja yzé—ﬁt. Kyseessé on suoran yhtilo, joka
5 13 5 13

voidaan esittdd yhtdloparina

_8.5

x-5+13t

_6 12,

5 137

josta voidaan lukea erés suoran piste (%, %) sekd suuntavektori
Sy _12-

13 137

2.5 1213_ 12

tavektori taa kulmakerroin & = ‘2T - :
Suuntavektoria vastaa kulmakerroin & 1313 13 5 5

Suoran yhtilo on siten

y=yo=k(x—xy)
6 12

60x+25y-126=0
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n
n

2. a) Tason yhtild on ax + by + ¢z + d = 0, missi a, b, ¢ ja d ovat jotkin
vakiot. Tason ax + by + ¢z + d = 0 ja xy-tason leikkaussuora on
ax + by +d =0, silld xy-tason pisteilld z = 0.
Siten kyseessi olevan tason yhtdlossd a = 1, b =2 ja d = —3 eli yhtilo
onx+2y+cz—3=0.

Tuntematon vakio ¢ saadaan ratkaisua sen tiedon perusteella, ettd piste
(2, 4, 6) toteuttaa yhtélon eli yhtdlo 2 +2 -4+ ¢ - 6 — 3 =0 tosi. Tasta
saadaan, ettd c = —%. Tason yhtilo on siis x +2y — lz -3=0eli

6
6x+12y—-7z-18=0.

b) Jokaisessa x-akselin pisteessd y = 0 ja z = 0. Sijoitetaan nima luvut
tason yhtaloon, jolloin saadaan 6x — 18 =0 eli x = 3.
Taso leikkaa x-akselin pisteessi (3, 0, 0).

y-akselin leikkauspisteessd x = 0 ja z = 0, joten 12y — 18 = 0, josta

y= % Taso leikkaa y-akselin pisteesséd (0, %, 0).

z-akselin leikkauspisteessd x =0 ja y = 0, joten —7z — 18 = 0, josta

_18

z=—> Taso leikkaa z-akselin pisteessd (0, 0, —%).
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n

Suora on kohtisuorassa tasoa vastaan, jos se on kohtisuorassa kahta tason
erisuuntaista vektoria vastaan. Muodostetaan suoran suuntavektori.

E=(4—2)7+(%—11%)74(—1—2)1?:27—117—3/?

Muodostetaan kaksi pisteestd (1, 1, 1) lahtevaa erisuuntaista tason
vektoria u ja V.

=G5-)i +Q2-1)j+O0-Dk=4i +j -k

v=@4-1)i +A-1)]+@-1)k =37 +2k

Lasketaan vektorien u ja 5 sekd Vv ja s vilinen pistetulo.
Su=0i-117-3k)-(47 +j—k)=8-11+3=0
5v=2i -117-3k)-(3i +2k)=6-6=0

Koska pistetulot ovat nollia, on suoran suuntavektori kohtisuorassa kahta
tasolla olevaa vektoria vastaan ja siten my0s tasoa vastaan.
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554.  Piirretddn tilannetta havainnollistava kuva.

Lavistdjavektorit ovat
a+b+c=Q2i +j+4k)+(—i +3j +k)+Bi +j)=4i +4j +4k

ja
—G+b+c=—Q0 + ] +4k)+ (=i +3]+k)+ (37 +j)=3] —3k.

Lasketaan lavistdjavektoreiden pistetulo.
(4i +4j +4k)-(3j -3k)=12-12=0

Koska lavistdjavektoreiden pistetulo on 0, ovat ne kohtisuorassa.
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555.  Lasketaan kolmion sivuvektoreiden @, b ja —a +b pituudet.
|@|=|{i +27|=Ni* +4

1D |=|-27 +(t=2)7 | =4+t —2)% =Na+2 —4r+4 =P —41+8

|-a+b|

= | (T +2]) + (2T +(t-2)])]
=|(=t=2)i +(t-4)j|
=J(=t-2) +(1-4)

NP rA 4442 —8r+16

=22 -4 +20

Koska 2 — 4t + 8 <2 —4t+ 8 <2 —4t+20,0n |—-a+b |>|b]|.
Koska 2 +4 <A +4+(t—2) =21 —4t+ 8 <2 —4¢+ 20, on
|-a+b|>|al.

Koska vektori —a + b on pidempi kuin kumpikaan vektoreista @ ja b, on
kolmion kolmas sivu pisin.
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556. Lentokoneen lentorataa vastaan suoran yhtdld parametrimuodossa on

x=1500-20¢
y=2000+10¢ (teR)
z=0+3¢

Lentokone ylittdd maantien, kun lentokoneen lentoradan projektio xy-
tasossa ja suora 2x + y = 200 leikkaavat.

Lentoradan projektio on xy-tason suora, joka saadaan asettamalla
lentoradan z-koordinaatti nollaksi.
x=1500-20¢ (teR)

y=2000+10¢
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557.  Mééritetddn aluksi | AP| ja | BP|.
| AP | = (x = (=2))2 + (¥ =0)? =J(x +2)> + ¥2 =Jx? +dx+ 4 + 17

[BP|=J(x-2)* +(y-3)?
—Jx2 —dx+4+ " —6y+9
:\/x2+y2—4x—6y+13

Ehdosta |E’|S2|ﬁ’| saadaan
\/)cz—i—4x+4+y2 SZ\/x2+y2—4x—6y+13.

Koska epédyhtdlon molemmat puolet ovat ei-negatiivisia, sdilyy jérjestys
korotettaessa puolittain nelioon.

x? +4x—i—4+y2 S4-(x2 +y2—4x—6y+13)
—3x? =3y +20x+24y—48<0

Pyritdan tdydentdmaéén yhtdloon binomien neliot.

3x2 =37 +20x+24y—48<0  [|:(=3)
x? +y2 —%x—8y+1620

10,2
(x— ) +(y—4) =(3 )’
Kayrd (x - m)2 +(y-4) = ( ) on ympyrd, jonka keskipiste on

10

(10 4) sédde on — 3

Ehdon (x— ) +(y—4) >( ) toteuttavat siten kaikki mainitulla

ympyrélla j Ja sen ulkopuolella olevat pisteet.
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n

4 X
10
3 (? 74)
2
1
=2 Fl © 1 2 3 4 5 6 v 8 © 10

Kolmion OA4B kylkien O4 ja OB pituudet ovat |a| ja |5 |. Kolmion

kolmas kylki on 4B, jota vastaa vektori AO0+OB=-0A+OB=-a+b.
Sivun 4B pituus on siis |-z +b |.

Jotta voidaan kayttda annettua pistetuloehtoa, lasketaan vektorin —a + b
pituuden nelid, joka on vektorin pistetulo itsensé kanssa.
@ +b| =(-a+b)-(-a+b)
=—a-a-2a-b+b-b
=-2a-b-2a-b+b-b
=b-b
b [

Siten |—a +b |=|b | eli AB ja OB ovat yhti pitkit. Kolmio on OAB on
ndin ollen tasakylkinen.
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n

Normaalivektori voidaan muodostaa, jos tunnetaan jotkin kaksi tason
vektoria. Ndmaé voidaan vastaavasti muodostaa, jos tunnetaan jotkin
kolme tason pistettd. Madaritetddn tunnetun pisteen lisdksi kaksi pistetta
suoralta antamalla parametrille ¢ jotkin kaksi arvoa, esimerkiksi 7 = 0 ja
t=1.

Kunt=0,x=1+0=1,y=2+0=2jaz=3+ 0 =3, joten parametrin
arvoa ¢ = () vastaa piste on (1, 2, 3).

Kunt=1,x=1+1=2,y=2+2-1=4jaz=3+3-1=6,joten
parametrin arvoa ¢ = 1 vastaa piste on (2, 4, 6).

Vektori pisteesta (1, 1, 1) pisteeseen (1, 2, 3) on
(1-1i +Q2-1D)j+GB-Dk =j +2k.

Vektori pisteesta (1, 1, 1) pisteeseen (2, 4, 6) on
Q-Di+A4-D)j+6-Dk =7 +37 +5k.

Normaalivektori on 7 = ai +bj +ck joillakin kertoimilla a, b ja c. Koska
normaalivektori on kohtisuorassa jokaista tasossa olevaa vektoria vastaa,
niin 7-(7 +2k)=0 ja (i +37 +5k)=0. Tasti muodostuu kaksi
yhtél4.

n-(j+2k)=0

(ai +bj +ck)-(F+2k)=0
a-0+b-1+c¢-2=0
b+2¢=0

(i +3j+5k)=0

(ai +bj +ck)-(T +37+5k)=0
a-1+b-3+c¢-5=0
a+3b+5¢=0
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Ehdoista syntyy yhtilopari.
b+2c=0
a+3b+5¢=0

Yhtéloparille 16ytyy useita ratkaisuja, koska normaalivektoreita on useita:
normaalivektorin pituus ei ole merkityksellinen. Siten yksi kertoimista a,
b ja c voidaan valita vapaasti (kunhan ei valita kertoimeksi lukua 0).
Valitaan a = 1. Yhtéloparin ensimmadistd yhtdlostd saadaan b = —2c.
Sijoitetaan ndmaé toiseen, jolloin saadaan yhtdlo 1 +3 - (—2¢) + 5¢ =0.
Téstd saadaan ¢ = 1, joten b = —2.

Siten erés tason normaalivektorion 7 =7 —2 +k.
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560.

Pisteiden 4 ja B kautta kulkee suora. Suoran erés suuntavektori on
AB =-a+b. Jos merkitddn vektoreiden yhteistd alkupistettd kirjaimella

0, jokainen suoran piste P toteuttaa ehdon OP=0A+t-AB jollakin
parametrin ¢ arvolla. Néytetdén, ettd myos piste C toteuttaa timén ehdon.

_lbla+ialb __\bla_ |alb__ bl __. _ldl_3

lal+|b| lal+[b]| l|al+|b| |al+|b] |a|+|b]
mutta tima muoto on ihan outo. Kokeillaan tarkastella erotusta ¢ —a ja
yritetdén saada sité kautta jotain tolkullista aikaan.

oC=¢

B

_ _ |bla+|alb _
c—-a=———"—=—"-
Jal+lb]| 3
_Ibla+|alb _a(a|+|b])
Jal+|b|  lal+[b]
_|bla+|a|b-alal-|b|a
_lal+|b]
_lalb—-ala]
la|+]b |
lal  + -
=—~'__(b-a),
|c7|+|b|( )
joten E=E+%(5—5).
la|+|b|

Nyt R':E:E+%(5—5)=a+t-(5—5)=a+t-ﬁ, misséd
a |+

_la

Cla|+|b |
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Koska | @ |+|b | >0 on ¢ méiritelty aina ja piste C on aina pisteiden 4 ja B
kautta kulkevalla suoralla. Koska lisiksi |@ |+|b |>|a@|, on0<t<1eli
piste C on janalla AB.

Jakosuhde on janojen AP ja PB pituuksien suhde. AP:n pituus on kerroin ¢
ja PBm pituus
@l _lal+lb|__la|___|b]

[@l+1b| lal+lb| |al+|b| |al+|b]

Suhde on _|E|_ : _|b|_ =@, kun |5 |#0.
lal+|b| |al+[b]| [b]
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561. Merkitdin Od=a ja OC =¢. Piirretiin tilannetta havainnollistava kuva.

B
E

a

o

Leikatkoon vektorit OF ja oD janan AC pisteissd X ja Y.

Oletetaan, ettd X j (ja Y Jakavat janan kolmeen yhta pltkaan osaan ja

osoitetaan, ettd OX =t-OE jollekin ¢ ja OY =r-OD jollekin 7 eli ettd
pisteet X ja Y ovat janoilla OF ja OD.

1=

OX = 0C+3

CA-z+1 (c+a)— 274 a:%(zﬂa)

Toisaalta OE =¢ +=a = l(25 +a), josta 2c +a = 20E. Siten

1z
2¢
_X:—(zc +a)_l F:%ﬁ.

Samoin W:&+1A_C=a+l(—a+5)=2¢7+E=l(2a—+6).
1

Toisaalta %=5+5 =—(2a+c) josta 2a + =20D. Siten
or=Loa+ey=L.20p0=-20D
OY—3(2a+c)—3 20D 3OD.

On siis osoitettu, ettd janan AD kolmeen yhté suureen osaan jakavat

pisteet ovat janoilla OD ja OE eli ettd vektorit OE ja oD jakavat janan
kolmeen yhti suureen osaan.
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6 Funktioita ja yhtaloita

6.1 Rationaali- ja juurifunktio

LUVUN 6.1 YDINTEHTAVAT

601. a) Madritelty, kun a # 0.
3 3
(a+2) ~(a=2

— a
x v
2oy?
(g, 3 3,3
—(a+a+a a)(a+a (a a))

—_— —_ —_ —_
x y X y

(x+y) (x=y)

a
RN SR BN AT RO D S B e
=a +2aa+(a) (a 2aa+(a))
=6+6
=12

b) Madritelty, kun a # 0.

1,1 lea 1,120-0) 1,
a aqa a a a a

a
2
a

+

|~
Q |~

2
a

¢) Madritelty,kun 1 —a>0,elia <1.
1 a 14 :(l—a)mzsz/ajm

l-a l-a Vi-a (V1-a)? l<a

=1l—-a
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602.

a) Yhtilolla voi olla ratkaisuja vain kun x # 0.

x) 3)
x_"3_
3 X 0
X9
3x 3x

x* =9
3x =0

Osamaéird on nolla vain, kun osoittaja on nolla ja osamééri on
maédritelty. On siis oltava
X¥-9=0
x*=9
x=3taix=-3.

Molemmat niista tayttiavit ehdon x # 0.
Yhtilon ratkaisu on siis x = 3 tai x = —3.

Toinen tapa:
Yhtilolla voi olla ratkaisuja vain, kun x # 0.

x_3_
3 x
% _3 ||kerr0taan ristiin, x # 0
X
x*=9

x=3taix=-3

Molemmat niista tayttavat ehdon x # 0.
Yhtilon ratkaisu on siis x = 3 tai x = —3.



Juuri Kertaus ¢ Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 20.9.2019

b) Yhtilolla voi olla ratkaisuja vain, kun 1 —x # 0 eli kun x # 1.

1
1— =
. 1-x
1-x)
1—x 1
1 1—x‘0
(1-x°" 1
N S
1-x 1-x
2
1-2x+x _1=O
1-x
2
X —2x=0
1-x

Ratkaistaan, milloin osoittaja on nolla.

X*=2x=0
x(x—2)=0
x=0taix-2=0

x=2

Molemmat néisté toteuttavat ehdon x # 1.
Yhtilon ratkaisu on siis x = 0 tai x = 2.

Toinen tapa:
Yhtélolla voi olla ratkaisuja vain, kun 1 —x # 0 eli kun x # 1.

l—x=—— [-(1=x) 20

1-x
(1-x)* =1
1-2x+x" =1
x2=2x=0
x(x-2)=0
x=0 taix-2=0
x=2

Molemmat néista toteuttavat ehdon x # 1.
Yhtélon ratkaisu on siis x = 0 tai x = 2.
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¢) Yhtilolli voi olla ratkaisuja vain, kun 1 —x # 0 ja kun 1 + x* # 0.
Niistd saadaan ehdot x # 1 ja x* # —1. Koska x* > 0, yhtilén ratkaisujen
riittid siis toteuttaa ehto x # 1.

l+x _l=-x
I-x 1+x?
1+x?) 1-x) 2
I+x 1-x —0
I-x 1+ x2
1+ x)1+x)—1-x)1-x%) _0
(1-x)(1+x%)
1+x2+x+x3—(1—x2—x+x3)_0

(1-x)0+ xz)
2x% +2x _
(1-x)(1+x%)

Ratkaistaan, milloin osoittaja on nolla.

2x* +2x=0

2x(x+1)=0
2x=0 tai x+1=0
x=0 x=-1

Molemmat néisté toteuttavat ehdon x # 1.
Yhtilon ratkaisu on siis x =—1 tai x = 0.

Toinen tapa:
Yhtilsll4 voi olla ratkaisuja vain, kun 1 —x # 0 jakun 1 +x* # 0.
Niistd saadaan ehdot x # 1 ja x> # —1. Koska x* > 0, yhtiilon ratkaisujen
riittdd siis toteuttaa ehto x # 1.
ltx_1-x |-1=x)1+x*) #0
l-x  1+47
A+x)(1+x)=(1-x*)(1-x)

l+x2 +x+xX° =1—-x—x"+x°

2x° +2x=0

2x(x+1)=0
2x=0 tai x+1=0
x=0 x=-1

Molemmat néista toteuttavat ehdon x # 1.
Yhtilon ratkaisu on siis x = —1 tai x = 0.
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603. a) Osoittaja 4 on aina positiivinen, joten osaméird on negatiivinen
tasmélleen silloin, kun nimittdja 3 — 2x on negativiinen.
3-2x<0

—2x<=3 |:(-2)
3

x>

2

b) Epayhtilolla on ratkaisuja vain, kunx — 1 # 0 eli kun x # 1.

2x+1>3

X]—)l -

2x+1 '3

x—1 120
2041 _3(x=D
x—1 x-1 —
2x+1—3(x—1)>0
x—1 N
—x+4>0
x-1

Ratkaistaan osoittajan nollakohdat.

—x+4=0
x=4
Tehddan merkkikaavio
1 4 +

—x+4 + + | - AN
x—1 - i+ + 7

—x+4 _ 4 B -1

x—1
Epivhials —x+4 . vy 2X 41 .
payhtilon -1 >0 ja samalla epayhtdlon o1 >3 ratkaisu on

sits 1 <x<4.
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¢) Epdyhtélolld on ratkaisuja vain, kun x — 3 # 0 eli kun x # 3.

2
X +7x+2>1
x-3
L+Ix+2 71
x-3 1>0
X +7x+2 x-3
x-3 x—3>0
2
X +7x+2—x+3>0
x-3
2
X +6x+5>0
x—3

Ratkaistaan osoittajan nollakohdat.
x*+6x+5=0
o 0EN6 415  —6+16 _ —6+4

2-1 2 2
x=-1 tat x=-5

Tehdiddn merkkikaavio

-5 -l 3 +
X+6x+5 + - | + + - -
x—3 - - -+
. — 3
. e x2 +6x+5 . . e
Epédyhtdlon =—————= >0 ja samalla epayhtdlon

-3
ratkaisu on siis =5 <x <-—1 tat x > 3.

x—3

+

2
X +7x+2>1

604. a) Nelidjuuren arvo on 3 tdsmélleen silloin, kun juurettavana on 9 eli kun

x+5=9, mistd saadaan x = 4.

b) Yhtélostd v4x—1+3=0 saadaan v4x—1=-3. Koska juuren arvo on

aina ei-negatiivinen, yhtélolla ei ole ratkaisua

¢) Kuutiojuuren arvo on —1 tdsmaélleen silloin, kun juurrettavana on —1 eli
kun x* — 4 = —1. Tésti saadaan x> = 3, mistd edelleen x=~/3 tai

x=—/3.
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a) Nelidjuuri on médritelty, kun 3 —x >0 eli kun x < 3.

Juuren arvo on ei-negatiivinen, kun x + 3 > 0, eli kun x > —3.
Molemmat ehdot toteutuvat, kun —3 < x <3.
Korotetaan yhtél6 puolittain nelion.

V3-x=x+3
3-x=(x+3)°

3—x=x"+6x+9
X +7x+6=0
oI ENT —4-1.6 _—T425 _T+5

2-1 2 2
x=-1 tai x=-6

Naéistd vain x = —1 toteuttaa ehdon —3 < x < 3.
Yhtilon ratkaisu on siis x = —1.

Toinen tapa:

V3-x=x+3
3-x=(x+3)’

3—x=x"+6x+9
X +7x+6=0
oI ENT —4-1-6 _ —T425 _T+5

2-1 2 2
x=-1 tait x=-6

Tarkistetaan, toteuttavatko ratkaisuehdokkaan alkuperdisen yhtélon.
X J3—x x+3
-1 | BB-(-)=V4=2 -1+3=2 toteuttaa
6| J3-(-6)=9=3 —-6+3=-3 | eitoteuta

Yhtilon ratkaisu on siis x = —1.
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b) Yhtilolld voi olla ratkaisuja vain, kun juuret ja osaméira ovat
madriteltyjd, eli kun x —2 > 0, eli kun x > 2.

Vi—2=1+— 2 [Va-2#0

x—2
(Vx=2)Y =vVx-2+2
X=2=~x-2+2

Nx—=2=x-4

Koska juuren arvo on aina ei-negatiivinen, on oltava x — 4 >0, eli
x > 4. Télloin my0s juuri on médritelty ja yhtilo voidaan siis korottaa
puolittain nelioon.

Jx-2=x-4
x—2=(x—4)
x—2=x"-8x+16
x2—-9x+18=0
x:9im:9i@:9is

2-1 2 2
x=6 tai x=3

Niistéd vain x = 6, toteuttaa ehdon x > 4.
Yhtilon ratkaisu on siis x = 6.
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Toinen tapa:

Jx-2=1+ —x2—2 [-~x=2#0
(Vx=2)Y =vx-2+2
x=2=~x-2+2
Jx-2=x-4
x—2=(x-4)°
x—2=x"-8x+16
X —9x+18=0

X

+3

x=6 tai x=3

_944(-9)’ -4-1-18 _9+9 9
Bl 2-1 2

2

Tarkistetaan, toteuttavatko ratkaisuehdokkaan alkuperéisen yhtilon.

X x=2 1+ 2
x—2

3 | B3-2=V1=1 142 _14+2_3 el toteuta
3-2 1

6 | J6—2=4=2 142 _ %22 toteuttaa
6-2

Yhtilon ratkaisu on siis x = 6.
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606.

a) Yhtild x = 3 voidaan kirjoittaa myds muodossa x — 3 = 0. Siis

esimerkiksi funktio f{x) =x — 3 saa arvon nolla kohdassa x = 3.
Kyseessé on rationaalifuntkio, joten f'on erds tehtdvdnannon ehdot
tayttava funktio.

b) Rationaalifunktio ei ole madritelty nimittdjan nollakohdissa, eli kohdat

x =-1jax =2 on oltava nimittdjdn ainoat nollakohdat.
Nimittéjélléd on siis oltava tekijét x + 1 ja x — 2. Erés téllainen lauseke
on (x + 1)(x —2).

Kysytyksi funktioksi kelpaa nyt esimerkiksi f'(x)= m,

silld se on méadritelty kaikissa muissa kohdissa, paitsi x =—1 jax = 2.

Koska halutaan funktio, jota ei ole mééritelty kohdassa x = 0,
nimittdjilld tulee olla tekijé x.

Osoittajan etsiminen on helpompaa jos nimittdjan merkki ei vaihdu.
Valitaan osamérin nimittdjéksi ndin ollen x* = x - x. Tilldin
osamadrian merkki riippuu vain osoittajasta.

Etsitddn siis osoittajaan funktio, joka saa P
negatiivisia arvoja vain kun x > 3. Erds tdllainen 3T
funktio on laskeva suora —x +3 =3 —x.

33—

Nain ollen funktio f(x)= 2x on erés tehtdvinannon ehdot
X

toteuttava funktio.
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607.

Hahmotetaan tilannetta kuvan avulla. pistorasia
Merkitéén lattiaa pitkin kulkevan osan
pituutta kirjaimella x, ja ilmassa kulkevan
osan pituutta kirjaimella y, jolloin
virtajohdon pituus on x + y.

2,0 m

Ratkaistaan y kuvan suorakulmaisesta e
kolmiosta Pythagoraan lauseella.
yz = (3’0 - x)2 + 2’025

josta saadaan y =~/x> —6x+13 (tai y=—/x> —6x+13).

Virtajohdon pituutta kuvaa siis lauseke x +~/x° —6x +13.

Ratkaistaan ohjelman avulla milld muuttujan x arvolla virtajohdon pituus
on 4,5 m.

X+Nx*—6x+13=4,5

x=2,4166

Lattiaa pitkin kulkevan osan pituus on siis 2,4 m.
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6.2 Eksponentti- ja logaritmifunktio

1

7
a

608. a) f(-2)=a’=

Koska f(—2) = 4, saadaan yht&lo % = 4. Ratkaistaan tésti a.
a

|
?24 ||-a2¢0
4a> =1 |:4
. 1
47y
1
—+ |+
4=\3
1
— 4+
4=

.l
5
1 1 1
Nyt f(g)=(§)8 =7 256"

Kuvista I, II ja IIT vain kuvassa III on eksponenttifunktio. Kuvaajalla
on piste (-2, 4) joten se on funktion f'kuvaaja.
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609.

a) logs 81 on se eksponentti, johon luku 3 pitdd korottaa, jotta saadaan 81.
81=9-9=3-3-3-3=3" joten log; 81 =4.

b) logs 5 on se eksponentti, johon luku 5 pitdé korottaa, jotta saadaan 5.
Siis logs 5 =1.

¢) log, V7 on se eksponentti, johon luku 7 pitii korottaa, jotta saadaan

1
V7 =72 Siis log, V7 :%.
d) logs 5 on se eksponentti, johon luku 6 pitdé korottaa, jotta saadaan 5.

Kun luku 6 nyt sitten korotetaan tihin potenssiin, saadaan 6"%° =5.

e) logi 117'% on se eksponentti, johon luku 11 pitii korottaa, jotta

saadaan 117'%, Siis log;; 117'% =-123.

f) logk 1 on se eksponentti, johon luku £ pitdé korottaa, jotta saadaan luku
1. Siis logy 1 = 0.
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610. a) lne'=log. e’ =7

b)

1g12300 - Ig1,23

12300
=le 753
_ 122310000
1.23

=1210000
=log,, 10"
—4

¢) Ine+Inl—In3é
=log.e + 0 — (In3 + In &%)
=1—1n3 - 2log. e
=1-In3-2-1
=-1-1In3

d) el :elns2 — % _ 95

e) logs 3 +1logs 12 =1logs (3 - 12) =logs 36 =2

on se eksponentti, johon luku 10 pitéa

1 1
1 =log,  ————
D le 710000 2 310000
: 1 1 1 -3
korottaa, jotta saadaan = =——=10 3.
J /10000 10" |43

4

.. 1
Siis g~ 5000~ 3"
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611. a) 7°=49°

7 = (72)3
7x — 76
x=6

b) 2°-47%1=0,5
2x .(22)x+1 :l

2
2x.22x+2:2—l
23x+2=271
3x+2=—
3x=-3 |:3
e
0) 25% 0,2
G _2
53 10
5 _1
55
52x—3 5—1
2x-3=-1
2x=2 |:2
x=1

d)2-3"=18 |:2
3*=9
3 =32
x=2
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e) 3-2°=21 ||:3
2°=17
x=logx 7

Toinen tapa:
3:2=21|:3
=17
In2"=1In7
xIn2=In7 || :In2
_In7
YT 2
f) =36
2x=log,36 |:2
.- log,36 _In36
2 2

Tata lauseketta voi halutessaan sieventda:

1
x =138 _ 11036 =1n36> =Inv36 = In6

In36 _In6> 2In6 _
5 "5 T 6

tai x =

Toinen tapa:

e’ =36
(eX)2 — 62
e'=6

x=log,6=In6
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612. a) f(2InS)=e&" —2=¢""

b) Selvitetddn ensin, mitd on €.

—2=¢"P _2=25-2=23

e2x:9
(eX)2:32

e =3
Nyt saadaan

x 3x _ «x x\-3 _ -3 _ i: L: L
ef+e=e"+(e")" =3+3 3+33 3+27 327.

Toinen tapa:
Selvitetddn ensin, miti on x.

e =9
2x=log,9 |:2
1
x=12 N9 =1n9” = Inv9 = In3
tai

_In9_In3*_2In3_
Xx="=T=0y =In3
Nyt saadaan

. . -3 .
e =M™ =3+ =3+437 =3+
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613.  Vuotuinen korko 1,5 % tarkoittaa korkokerrointa 1,015. Nyt x vuoden
kulutta rahaa on kertynyt 1,015 - 150 000 euroa. Ratkaistaan, milloin
rahaa on kertynyt 200 000.

1,015 - 150 000 =200 000 || : 150 000

Tapa 1 Tapa 2
. 200000 _20 _4 «_ 200000 _20 _4
1’015_150000_15_3 1,015 150000 15 3
4 . 4
leogl,msg In1,015 =ln§
In? xIn1,015=In% |In1,015
X=—3 _-19.32.. 3
InLol5 n?
-3 __19.3
*Thnots 7o

Aikaa on siis 20 vuotta

614. Vuonna 1970 aikaa on kulunut 0 vuotta, eli
fi0)=4 - a’ = A4 =56 (miljoonaa).

vuonna 2010 aikaa on kulunut 40 vuotta, eli

£40) = 56 - a* = 159,

Yhtdlon 56 - a*® = 159 ratkaisu on a = 49 % Koska kantaluku a

on positiivinen saadaan a =4/ %

Vuonna 2030 aikaa on kulunut 60 vuotta.

60
£(60)=56- (49/%) —267,91... Vikiluku on siis noin 268 miljoonaa.

Ratkaistaan milloin vékiluku on 300 miljoonaa.

159" _

56
Vikiluku ylittdd siis 300 miljoonan rajan kun vuodesta 1970 on kulunut
vahén reilu 64 vuotta, eli vuonna 2034.

Yhtilon 56- (40 300 ratkaisu on x = 64,33...
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6.3 Trigonometriset funktiot

LUVUN 6.3 YDINTEHTAVAT

615. a) 7?“ - 12?7t kulma on siis yli 7 = 180° mutta alle 1,57 = 270°. Siis
kulma A on kuvassa I'V.

8n on hieman alle &= 180°, eli B on kuvassa I

9

Kulma C —270° on negatiivinen ja ainoa myotipdivaan kulkeva kulma
on kuvassa II.

D % =90° on kuvassa III

T _180° _ 20 ciioA =
b) 5= "5 36°,siis A=1

3m_3-180°_ 3 4501350 siisB=1V

4 4
T 180° _ ono e

= =90°, siis C =111
Sm_5-180° _5.60-300°, siis D = VI

3 3
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616. a) Sinin arvo saadaan suoraan taulukoiduista arvoista.

V3

s TN
sm(g)— 5

b) tan(7—§[ = tan(Z%n) = tan(% +2n)= tan(%) =3

131

L1 = cos(E —cos(By=1
c) cos( )= cos(4§n)—cos(3+4n)—cos(3)—2

d) tan(—%) = —tan(%) = —%

=—sin(§7’r (L

LR

f) cos(—37n+n-2n)=cos( ) cos( ) 0

L —tan(Z) =L
2) tan(€+10n)—tan(6)—\/§

h) tan(405°) = tan(225° +180°) = tan(225°) =1
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617. a) sin(a— 100x) = sin(o. — 50 - 2m) =sina = 0,2
b) sin(m—a) =sina=0,2
¢) sin (—a) =—sin a =—0,2
d) cos (f+8m)=cos f=-0,4
e) cos(m—f)=—cos =04

f) cos(—p) =rcos f=-0,4

g)
sina +cos’ a =1
0,2° +cos’a =1
0,04 +cos’ =1
cos’ @ =0,96
cosa = J_r\/m
cosa =~ +0,98
h)

sin® f+cos” B =1

sina+0,4°+=1

sin®a +0,16+=1
sin’ ¢ = 0,84

sina =++/0,84

sina ~=+0,92
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Ratkaistaan sin x yhtilon sin” x + cos” x = 1 avulla.
. 2 | N
sin“ x+(-—=) =1
( NG )

sinzx+l 1

5
sin x=%
sin x i\/?
sinx = +T

Koska n<x<3—n, sin x < 0. Siis sinx =—

2 ‘ J5

2

tanx:Sinx:_\/g:L.ﬁzz
cosx _ 1 5 1

J5
; : 2 1 4
sin2x=2sinxcosx=2-(——%=)-(——=)=—

( \5)( \/5) 5

cost:2coszx—1:2-(—\/_) —1_%_1:_%
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. 1 .
619. a) sinx=—=—: Arvo loytyy taulukosta.
) NGl ytyy

x=%+n-2n tai x=n—-L+n-2n

x=%+n 2n, neZl

b) cosx= —% : Arvo 10ytyy taulukosta.
2

x= ;+n 2n  tai xz—zTn+n-2n, ner

¢) tanx=2++/3: Arvo 16ytyy taulukosta.

Sn
x=15 +n-m, ne’
d) sin% = %: Arvo l0ytyy taulukosta.

XM n2n [-3 tai

3173 =n-L4n2n

X

3 3
X=T+n-6m %—2375+n 27 |3
xX=

2n+n-6m, neZ

e) cos(2x+m)= cos%

2x+n=%+n-2n 2x+n=—L4n-2n
2x=— 6,;t+n 21 |12 tai 2x=— 87t+n 27 |:2

x=—37n+n i x=—47n+n n, nez

f) tan3x=100: Arvoa ei 16ydy taulukosta. Etsitdén siis yksi ratkaisu
laskimen avulla.

3x=L56...+n-m |3
x=0,520...+n-§

xz0,52+n-%, nel
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620.  Kaikkien merkittyjen leikkauspisteiden y-koordinaatti on 3. Pisteiden x-

koordinaatit ovat yhtdlon cos(x — %) +1= 3 ratkaisuja; kaksi suurinta

negatiivista ratkaisua ja kolmanneksi pienii positiivinen ratkaisu.
COS()C—%)-FIZ%
cos(x — %) = %

—%=%+n-2n tai )C—%:—%-FI’I'ZTE
x=%r+3?n+n-2n x=—%+%+n-2n
x=%+n-2n x=%+n-2n

Taulukoidaan arvoja.
" 5?”+n-27c %+n~2n
0 | 5n o
6 6
! %t+2n=%n %+2n=%n
-1 %—27::—%7: %—2n=—1—61n

Pisteiden koordinaatit ovat 4= (—% TE,%), B= (—%ﬂ,%) ja

33
C—(67t,2).



Juuri Kertaus e Tehtavien ratkaisut ¢ Kustannusosakeyhtio Otava e pdivitetty 20.9.2019

Luvun 6 vahvistavat ja syventavat tehtavat

VAHVISTAVAT TEHTAVAT

621. a) Inx=-1
log. x =—1

x=e'

1

X=—
e

b) logs x = —3 tismilleen silloin, kun x =27 = % :%

<)

1g0,01974 - 1g0,000001974 = 1g%

=1g10000
=log,,10*
=4

3
d) &M +24° =% +2d° =a® +2a° =34°



Juuri Kertaus ¢ Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 20.9.2019

622. a) f(3n):2+sin3n_ 2+0 _2

2—cos3m 2—(-1) 3
9

T LT
f(9—n 2 +sin == ) 2+sm(§+4n):2+sm2 241
27 oo 005927t 2—cos(g+47c) 2-cos® 270

2

b) Koska kyseesséd on kolmion kulmat, niiden summa on 180°.
x+2x+3x=180°

6x=180° || : 6
x=30°

Kulmat ovat siis 30°, 60° ja 90°.

Lasketaan pyydetty sinien summan nelid.
(sin 30° + sin 60° + sin 90°)
= ( + = \/— +1)°

:(1+\/_+2)

(3+\/—)

:9+6I+3

4
12+63
T4
_6+3V3
T2
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623. a) Rationaalifunktion nollakohdat ovat ne osoittajan nollakohdat, joilla
funktio on mééritelty. Koska osoittaja on nyt aina positiivinen, silld ei
ole nollakohtia. Viite on siis tosi.

2
b) Viite on epitosi. Esimerkiksi f(x)= % tayttdd annetut ehdot, mutta
x
funktion lauseke ei sievene ensimmdisen asteen polynomiksi.

¢) Osamadérédn arvo on positiivinen tdsmaélleen silloin, kun osoittaja ja
nimittéjd ovat samanmerkkiset. Viite on siis tosi.

d) Jos P(a) = 0, niin myos Q(a) = 0, jolloin funktiota fei ole mééritelty
nimittéjan nollakohdassa x = a. Koska a ei siis voi olla funktion
nollakohta. Viite on siis tosi.

624.  Suplementtikulmien sinit ovat yhta suuret. Siis A — III

Suplementtikulmien kosinit ovat toistensa vastaluvut. Siis B — 1

Aina sin® & + cos® o= 1. Siis C — 1

log, x = 1 tismiilleen silloin, kun x = a'. Siis D — III

Koska ¢ = 1, aina kun a # 0, pitee log, 1 = 0. Siis E — 1

Merkitddn log, x = a. Nyt log, 2x =log, 2 + logz x =1 + logz x. Siis F — L.
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625. a) Epayhtélolla voi olla ratkaisuja vain kun x — 1 # 0 eli kun x # 1.
3x+1 >4
x—-1
3x+1 4(X 1)
x—1 x—1
3x+1-4(x— 1)
x—1
—X+5 >0
x-1

Ratkaistaan osoittajan nollakohdat.
—x+5=0,jostax=>5.

Tehdiddn merkkikaavio

1 5 RN
—x+5 + + | - 5
x—1 -+ + -
—x+4 _ -
x—1 5

3x +1 >4 ratkaisu on

Epéyhtdlon — 15 >0 ja samalla epdyhtdlon ——— 1>

siis 1 <x§5.

b) Yhtilolld voi olla ratkaisuja vain, kun x > 0.

(2+x+\/_)(2+x f) 4

(2+x) —(J—) =4
A+4x+x" —x=4
x*+3x=0
x(x+3)=0

x=0 tai x+3=0

x=-3
Nadistd vain x = 0 toteuttaa ehdon x > 0.
Yhtilon ratkaisu on siis x = 0.
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Toinen tapa:
Yhtél6lléd voi olla ratkaisuja vain, kun x > 0.

Q+x+Vx)2+x-+x)=4
4+ 2x=2<% +2x+ X" "X + 2% + o —x=4

4+43x+x* =4

X +3x=0
x(x+3)=0
x=0 tai x+3=0

x=-3
Naistd vain x = 0 toteuttaa ehdon x > 0.
Yhtilon ratkaisu on siis x = 0.
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626. a) Yhtilolla voi olla ratkaisuja vain kun x > 0 ja kun x + 1 > 0, eli kun
x > —1. Molemmat ehdot toteutuvat kun x > 0.

Inx+In(x+1)=1In2
In(x(x+1))=In2

X +x=2
X +x-2=0
o TIENP =41 (22) 1449 _ —143
B 2-1 22

x=1 tai x=-2

Nadistd vain x = 1 toteuttaa ehdon x > 0.
Yhtélon ratkaisu on siis x = 1.

b) Yhtilolla voi olla ratkaisuja vain, kun 2x + 10 > 0 eli kun 2x > —-10
mistd edelleen x > —5, ja kun x > 0. Molemmat ehdot toteutuvat, kun
x> 0.
lg(2x+10)-1gx=2

2x+10
1gZX+10_p
& X
@:102 |-x#0
2x+10=100x
98x=10 |:98
x=10
08
x=—
49

Ratkaisu tayttdd ehdon x > 0.

Yhtilon ratkaisu on siis x = 419
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Toinen tapa:
lg(2x+10)—1gx=2

log,, 2x;—10 )
log,, 2x;|c—10 =log,, 10”
20107 [ x20
2x+10=100x
98x=10 |:98
_10
ST
3
Y749

Ratkaisu téyttdd ehdon x > 0.

Yhtilon ratkaisu on siis x = 4i9
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627. a) Yhtilo voidaan ratkaista tulon nollasdannon avulla.
(e&—1)er—2)=0
e—1=0 tai ¢—-2=0

=1 e&=2
e=é x=log. 2
x=0 x=In2

b) (- 1)e—2)=2
(€)Y -2 —e+2=2

(€)Y —3e"=0
ee-3)=0
=0 tai e&-3=0
ei ratkaisua e&=3
x=1log. 3
x=In3

¢) Parillinen juuri voidaan laskea vain positiivisesta luvusta, joten

yhtdl6lld voi olla ratkaisuja vain, kun 1 — 2¢* > 0. Ratkaistaan, milloin
ndin on.

1-2¢" >0
2¢" <1 |:2

e’ S% |e* on kasvava
1
<log, =
x<log, >

xsm%(zwﬁ%

(e)*=(1-2e")*
e =1-2¢"
3e" =1 |:3
e =1
3
1
=1 =
X oge3
1
=In- (~-11
x=inl (=-L1)
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Ratkaisu tiyttdd ehdon x < ln%.

Yhtilon ratkaisu on siis x = lnl.

Toinen tapa:

ot =1-2¢"
1 1
(€)' =(1-2¢")"
e’ =1-2¢"
e =1]:3
e"zl
3
e L
x—loge3
1
ln3

Yhtilon ratkaisu on siis x = ln%.
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628. a) tan x on kulman x tangenttipisteen y-koordinaatti. Siis tan x = 2.
b) tan (—x) =—tanx =2
¢) tan (x +10m)=tanx =2

d) Ratkaistaan kuvan kolmiosta hypotenuusan /
pituus c. (0,2)
c=1"+2°
c’=5

c=v5 (tai c=—/5)

&r

0 1
Koska kuva perusteella 0 < x < %, saadaan / P

sinx:l

N

e) Edellisen kohdan laskujen perusteella saadaan cosx = 1

f.

e) sin(—x)=-sinx=— 2

f.
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629.

a) Pisteen 4 y-koordinaati saadaan suoraan annetun tiedon perusteella.

A= (x,?).

Koska ainoa sallittu keino etsié pisteen x-koordinaatti on
trigonometristen kaavojen kéyttédminen, hyddynnetéin sitd tietoa, etté
kehépisteen x-koordinaatti on kulman kosini, ja etti sin’a + cos’a = 1.

. 2T 2T
sin“—+cos” —=1
ﬁ% :
(7) +0052%:1
%+cos2%=1
o1
cos 37
cos%:i %
£:+l
cos3 5

Koska kulma % on 1. neljanneksessa cos% :%.

Niéin ollen A4 = (%,g .

Pisteen B y-koordinaatti on sama kuin pisteelld 4, joten niiden sinit
ovat samat. Suplementtikulmilla on sama sini, joten piste B on kulman

% suplementtikulman kehépiste. Koska suplementtikulmien kosinit

ovat toistensa vastaluvut, pisteen B x-koordinaatti on pisteen 4 x-
koordinaatin vastaluku.

Siis B =(—%,§ .

Pisteen D x-koordinaatti on sama kuin pisteelld 4, joten niiden kosinit
ovat samat. Vastakulmilla on sama kosini, joten piste D on kulman %
vastakulman kehépiste. Koska vastakulmien sinit ovat toistensa
vastaluvut, pisteen D y-koordinaatti on pisteen A y-koordinaatin
vastaluku.
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b)

Siis D = (%,—%).

Pisteen C x-koordinaatti on sama kuin pisteelld B, joten niiden kosinit
ovat samat. Vastakulmilla on sama kosini, joten piste C on pistettd B
vastaavan kulman vastakulman kehépiste. Koska vastakulmien sinit
ovat toistensa vastaluvut, pisteen C y-koordinaatti on pisteen B y-
koordinaatin vastaluku.

Siis D = (—%,—ﬁ).

2
Tehtdvanannon mukaan pistettd 4 vastaa kulma %
Pistettd B vastaa kulman A4 suplementtikulma 7 —% = 2%
Pistettd C vastaa pisteen B vastakulma —2?7:. Tama ei ole pyydetylld

valilld. Samaa pistettd vastaa pyydetyn vélin kulma —2—; +2n= 4—“.

3

Pistettd D vastaa pisteen 4 vastakulma —%. Tama ei ole pyydetylla

valilld. Samaa pistettd vastaa pyydetyn vélin kulma —% +2n= S?E

P=(Zsin®)=(E 33

N
_2n . 2n_ 2m 3
0=(F sinH)= (5.
_An . 4n,_ An 3

_/5mo 5my_ S5m 3
Q_(TvslnT)_(?’ s 2)
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630. a) Merkitdédn vektorin pédtepistettd kirjaimella B, jolloin saadaan
@=?+27+37+sin(—%)7=47+27—1j=47+7

Vektorin péétepiste on siis (4, 1)

b) Merkitddn vektorin paétepistettd kirjaimella B, jolloin saadaan

V3 V3

T T7:47+(2+73)7

ﬁ=7+2]_’+37+sin3

J=4i +2j +
NG

Vektorin péétepiste on siis (4,2 + 73).
¢) Merkitddn vektorin paitepistettd kirjaimella B, jolloin saadaan
OB=1i +2j+3i +sintj =4i +(2+sint)j
Pédtepisteen x-koordinaatti on siis koko ajan 4.
Koska 0 < ¢ < 2m, sin ¢ kdy ldpi kaikki arvo valiltd [-1, 1].
Tédmén arvon muuttuminen vaikuttaa vain pisteen B y-koordinaattiin,

joka on siis vélilld [2 —1,2 + 1] =1, 3].

Vektorin péétepiste on siis pisteiden (4, 1) ja (4, 3) véliselld janalla.
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631. a) Funktio on médritelty, kun x + 2 # 0, eli kun x # —2.
2 2 z
2x +8x+8:2(x +4x+4)=2(x+2) —2(x+2)=2x+4

x+2 x+2 x¥72

Funktio fei ole médritelty, kun x =—2, ja 2 - (—2) + 4 =0, joten suoran
piste (=2, 0) ei ole funktion f'kuvaajalla.

b) Funktio on mééritelty, kunx — 1 # 0, eli kun x # 1 ja kun x > 0 ja kun
Vx +1#0. Kaikki ehdot toteutuvat vileilli 0 <x < 1jax> 1.

3x-3Vx , V3
x—1 Jx +1
_3x-3Jx  3(Wx-1)

x—1 x—1

_3x-3Jx+3Vx -3

x—1

_3x-3

T ox-1
39(/(6

x=1

=3

Funktio f'on mééritelty kun 0 <x <1 jax> 1, joten piste (1, 3) ei ole
suoralla, eikd yksikdan piste (x, 3), jossa x < 0.
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632.

Koska lausekkeen halutaan olevan méiritelty tdsmélleen silloin kun x < 3,
on juurrettavan oltava ei-negatiivinen télld vélilld. Koska 3 —x > 0 télla
valilla, erds tehtdvanannon madrittelyehdon tayttava funktio on

f(x)=v3—-x+c.

Etsitdén sitten vakiolle ¢ sellainen arvo, etti funktio ftayttdd myos ehdon
fiH)=2.
-1+c=2
c=2-2

Voidaan siis valita f(x)=v3—x +2—+/2.

Toinen tapa:
Merkitddn f(x)=+ax+b. Midritetddn vakioiden a ja b arvot, siten, ettd
funktio tayttdd tehtdvénannon ehdot.

f()=~va+b=2, jotenonoltavaa+b=4,elib=4—a.
Siis f(x)=vVax+4-a.

Funktio f'on mééritelty kun ax + 4 —a >0 eli kun ax > a — 4.
Tamén epayhtilon ratkaisun halutaan olevan x < 3. On siis oltava a < 0.
Nyt saadaan jakamalla luvulla a
ax>a-4 |:a<0
4

x<l——.
a

Nain ollen saadaan yhtélo 1 —% =3, jonka ratkaisu on a = 2.

Voidaan siis valita f(x)=v-2x+6.
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633.

a)

Rationaalifunktion nollakohdat on ne osoittajan nollakohdat, joissa
lauske on médritelty. Midritetdsin 12x* + 17x — 5 nollakohdat.

Yhtdlon 12x* + 17x — 5 = 0 ratkaisu on x = —% tai x = —%.

Funktiolla f on siis yksi nollakohta silloin, kun funktiota ei ole
maédritelty jommallakummalla néisté luvuista eli kun jompikumpi on
nimittdjin g nollakohta.

Erés timén ehdon tdyttdva funktio on g(x)=x+ %

b) Jotta funktion f'kuvaajan pisteet ovat suoralla, osoittaja ja nimitté;a

pitdd pystyd supistamaan samalla ensimmaisen asteen polynomilla.
f(x)= 12x% +17x -5 _ 12x* +17x-5 _ (Bx+5)(4x-1)
g(x) g(x) g(x)

Jos nimittéjéksi valitaan 3x + 5, niin silloin lauseke sievennee muotoon
4x — 1, mutta tdmén kulmakerroin on positiivinen. Valitaan siis
g(x) =—(3x +5), jolloin saadaan

2 —
12¢* +17x =5 _ Gx+5)(4x=D _ _, |

S =505 —(3x+5)

Voidaan siis valita erimerkiksi g(x) =—(3x+5)=-3x—5

Osoittaja on aina médritelty, joten se ei vaikuta funktion f
maédrittelyjoukkoon. Etsitdén siis nimittdjdén lauseke, jolla saadaan
haluttu ehto.

Etsitdéin nimittdjad juurimuotoisesta Ty / y = h(z)

lausekkeesta: g(.x) = \[h(x), jOHe 4 -3 -2 -1 1 2/3 4 5 6 7
h(x) >0 kun x > 3 ja kun x < 3. \_‘_/
Erés tdllainen funktio on ylospéin

aukeava paraabeli (x + 3)(x —3) =x* — 9.
Voidaan siis valita g(x)=+x>-9.
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d) Etsitdén nimittdjd juurimuotoisesta lausekkeesta: %_

g(x)=+/h(x), jolle A(x) > 0 kun x > 3. /é

Eriés tillainen funktio x — 3.

Voidaan siis valita g(x) =+vx-3.

634. a) &M=e
esmx — el

sinx =1 || sini on kehépisteen y-koordinaatti

x=%+n-2n,neZ

b) esinx =1
esinx — eO
sinx =0 || sini on kehépisteen y-koordinaatti

x=n-m,nel

Toinen tapa:

esinx =1
esinx — eO
sinx =0 || sini on kehépisteen y-koordinaatti
x=0+4+n-2n tai x=n—-0+n-2n
xX=n-2mn X=m+n-2n,ne”z
c) 2" =0,5
COosx 1
2Ty
2cosx — 2—1
cosx=-1 | kosini on kehépisteen x-koordinaatti

x=mn+n-2n,ne’

d) Dcosx — ¢
Deosx — 22
cosx=2

Koska aina —1 < cos x < 1, yhtélolla ei ole ratkaisua.
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635. a) f3x)=logz (Bx)=logz3+logzx=1+logzx=1+flx)=flx)+ 1

b) 1 <fix)<2
I<l+e*<2
0< ¥ <1
Eksponenttifunktiona aina e™ > 0. Riitté4 siis osoittaa, ettd e * < 1, kun
1 <x<2.

Koskae=2,7....ja 1 <x <2, niin "' > e tilla vililld. Niin ollen
osoittaja ja nimittdjd ovat molemmat positiivisia, ja nimittdja on

osoittajaa suurempi. Siis Lx <1.
e
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636. a) Epdyhtildlld voi olla ratkaisuja vain kun 4x — 1 > 0, eli kun 4x > 1,
josta edelleen x > % Talloin epdyhtidlon molemmat puolet ovat ei-

negatiiviset ja puolittain neliodn korotetulla epiyhtélolld on samat
ratkaisut kuin alkuperéiselld yhtalolla.
V4x-123
4x-129
4x210 |:4
x2 L]

x>

STV

Kaikki ndma luvut toteuttavat ehdon x > %, joten epdyhtdlon ratkaisu

5
> 2
on x2-=3.
b) Epéyhtdlolla voi olla ratkaisuja vain kun 1 —2x >0, eli kun 2x <1,
josta edelleen x < % Talloin epayhtdlon molemmat puolet ovat ei-

negatiiviset ja puolittain neliodn korotetulla epayhtdlolld on samat
ratkaisut kuin alkuperdiselld yhtalolla.

VI-2x <2
1-2x<4
—2x<3 |:(-2)

3
x>2

Naistd luvuista kaikki eivit toteuta ehtoa x < % Tama ehto

huomioiden saadaan epayhtilon ratkaisuksi P x<
X

N | —

¢) Neli6juuren arvo on aina ei-negatiivinen, joten epayhtalolla
Vx* =7 <=2 ei ole ratkaisua.
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637. a) cos2x=1 || kosini on kehépisteen x-koordinaatti
2x=n-2mn |:2
x=n-n ,ner

Naista valilld [2x, 3w] ovat 27 ja 37.

b) tan(x+m) =%
tanxz%
x=%+n-n ,heZl

Tama tarkoittaa kulmia

L S ) S | S SN | S W o |
A 6+n—16n, 6+2n 267[, 6+3n 367t,
Naistd valilli [27, 37] on 2%7:

Toinen tapa
1
tan(x+m)=—F
( )@
x+n=%+n-n

xz—%tJrn-n ,NeEL

5t 5m _1_ _5=m 11l _5m _»1
e Te T +1 67t, X3 +27 16n, X3 +3n 267t,

P |

5 +27t—367t,

Naistd valilli [27, 3n] on 2%7:
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¢) Yhtilon korottaminen puolittain kolmanteen potenssiin ei vaikuta sen
ratkaisuihin

3
/1 +sin2x =?|| 0’

. 12
I+sin2x ===
sin2x =2
. 1
s1n2x-2
2x %+n 2m |22 tal 2x= n—€+n 2n
2x=224p.2n |:2
x=%+n-n 56
x= £+n T ,nel

Taulukoidaan kulmia, ettd 10ydetdén vélilld [2x, 3w] olevat ratkaisut.

n _m _Sn
x—12+nn x—12+nn

0 _m _5n
12 12

1 _T 1 _om 15
X 12+n 1127c X 12+7t 1127c

2 _T 1 s S
X—12+2TC 21275 X—12+2TE 21275

3 x=X 4+3x= 3—71: x= 5Tc+37c 3—7:

12 12 12 12

5 o

Vililld [2x, 3w] ovat siis ratkaisut x =2— "

127:Jax 2=
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638. a) Neliojuuri on méaéritelty, kun 1 —x >0 eli kun x < 1.
Juuren arvo on ei-negatiivinen, kunx —1>0, eli kun x > 1.
Molemmat ehdot toteutuvat vain, kun x = 1.

Kun x = 1, saadaan
1-1=+1-1
0=0

Yhtélon ratkaisu on siis x = 1.

Toinen tapa:
Korotetaan yhtidlon molemmat puolet neliéon.

x—1=1-x
(x—=1)?=1-x
xP=2x+1=1-x
x—x=0
x(x-=1)=0

x=0 tai x=1

Tarkistetaan, toteuttavatko ratkaisuehdokkaan alkuperdisen yhtélon.

x |x—1 1—x
0 |0-1=-1 J1-0 =1 el toteuta
1 1-1=0 J1-1=0 toteuttaa

Yhtélon ratkaisu on siis x = 1.
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b) Nelidjuuri on mééritelty, kun 1 —x>0eli kunx < 1.

Juuren arvo on ei-negatiivinen, kun |x — 1| > 0. Tdma toteutuu kaikilla
muuttujan x arvoilla.

Molemmat ehdot toteutuvat, vain kun x < 1.
Korotetaan yhtél6 puolittain neliéon.

x—1|=vI-x
(x-1Y=1-x
xP=2x+1=1-x
x—x=0
x(x-1)=0
x=0 tai x—-1=0

x=1

Molemmat luvut toteuttavat ehdon x < 1.
Yhtilon ratkaisu on siis x =0 tai x = 1.

Toinen tapa:
Korotetaan yhtdlon molemmat puolet nelion.

|x—1|=m
(x=1Y=1-x
¥ =2x+1=1-x
x—x=0
x(x-1)=0
x=0 tai x-1=0

x=1

Tarkistetaan, toteuttavatko ratkaisuehdokkaan alkuperéisen yhtilon.

x -] N
0 [[0-1]=1 J1-0 =1 toteuttaa
1 [[1-1]=0 J1=1=0 toteuttaa

Yhtilon ratkaisu on siis x =0 tai x = 1.
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¢) Nelidjuuri on mééritelty, kun 1 —x > 0 eli kun x < 1. Yht4lolla voi siis
olla ratkaisuja vain, kun x < 1.

(1+V1-x)" =4
1+VI-x=2 tai 1+VI-x=-2
V1-x=1 V1-x=-3

Yhtilossd v1—x =1 molemmat puolet ovat ei-negatiiviset, joten se
voidaan korottaa puolittain toiseen, kun x < 1.

Vi-x=1
l1-x=1
x=0

Tama toteuttaa ehdon x < 1, joten se on alkuperdisen yhtilon ratkaisu.

Koska juuren arvo on aina ei-negatiivinen, yhtalolla v1—x =-3 ei ole
ratkaisuja.

Siis yhtélon (1++/1-x)* =4 ratkaisu onx = 0.

Toinen tapa:

1+V1-x)* =4
1+V1-x=2 tai 1+1-x=-2
Vi-x=1 VI-x=-3
1-x=1 el ratkaisua

x=0

Tarkistetaan toteuttaako ratkaisuehdokas x = 0 alkuperdisen yhtalon.

(1+V1-0)’ =(1+1)* =2>=4

Siis yhtélon ratkaisu on x = 0.
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639. a) Kantaluvun £ tulee toteuttaa ehto £ > 0, k # 1.
logi 12 =1logr3 + 1
logi 12 —logr3 =1

logk%zl
log, 4=1
4=F
k=4

Téama luku toteuttaa ehdon k>0, £k # 1.
Siis k= 4.

Toinen tapa:
Kantaluvun £ tulee toteuttaa ehto £ >0, k # 1.
logi 3 + 1 =1og: 3 + logi k= log 3k

Siis
logx 12 = logx 3k
12=3k |:3
4=k
Téama luku toteuttaa ehdon k>0, k # 1.
Siis k=4.
b) Kantaluvun £ tulee toteuttaa ehto k>0, k£ 1.
logk 25=-2
25= k*2
2 1
k= 25
==, l
_ il
5

Kun otetaan huomioon ehto £ > 0, k # 1,saadaan vastaukseksi & =%

Toinen tapa:

log, 25=1log, 5° =log, (%)’2

Koska log, (%)’2 =-2, onoltava k= %
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640. a) €' > 0 kaikilla muuttujan xarvoilla, joten ¢ + a > 0 aina kun a > 0.
Koska positiivisten lukujen tulo on aina positiivinen, tulo
(e"+ 1) +2)e"+3) ... (¢ +100) on arvoltaan positiivinen.

b) €'+ 1 on aina positiivinen, joten tulon merkki riippuu vain lausekkeen
e — ¢* merkisti.

Koska e* on kasvava e* < e kun x < 2, ja niin tilloin e* — €* < 0.
Positiivisen ja negatiivisen luvun tulo on negatiivinen, joten tulo
(¢* + 1)(e' — 2) on negatiivinen, kun x < 2.
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641. a) e >3¢"
(€)Y —3e">0
(e —3)>0

Koska e* > 0 aina, tulo on positiivinen tdsmilleen silloin, kun
e&—3>0.

e—3>0
e >3 ||l € onkasvava
x>In3

Toinen tapa

e”>3e" ||:ef >0

¢ >3 | ¢ onkasvava
x>In3

b) Muokataan alempaa yhtaloa.

2'=¢
2'= (2%
25 =2%
x=3y
Sijoitetaan tima ylempdin yhtdloon.
x+2y=4
3y+2y=4
S5p=4|:5
_4
Y73
4 12
Nyt x=3y=3-—=-=.
ytx=5y 55

Yhtéléryhmén ratkaisu on siis x = % jay= %
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642.

a)

e e +2
=JE@) P +2+ ()
=J@ ) +2-1+ ()
=\/(e")2+2-e°+(e"")2
:\/(eX)2+2.exfx+(efx)2
=JE@) +2-¢ e +(e)
=Je +e )

e +e "

=" +e ", sillie"+e >0

Toinen tapa:
Ja =b tismilleen silloin, kun a >0 ja >0 ja > = a.

Koska ¢ > 0 kaikilla y, niin e +e>*+2>0 ja e +e* > 0.
(e +e)

=(e")Y +2-e" e +(e")

=™ +2-¢"+e™

=™ +2-1+e™

=™ +e ™ +2

b) Jos a = 0, funktiota f'ei ole maéritelty, kun x = 0. Siis on oltava x # 0.

fix+1)=2fx)
att'=2-a"
a-a'=2-al| :a#0
a=?2

Yhtilo toteutuu kaikilla muuttujan x arvoilla, kun a = 2.
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643.

644.

Matti vaihtoi ratkaistavan kulman kesken ratkaisun.

sin3x| =
:

+n-2ntai=5%+n-2n

NERSIES

Teppo unohti jakaa kaikki termit jakaessaan kolmella

3x=%+n- tai 3x=%+n-

x=%+n-tai x=?—§+n-

Oikea ratkaisu

2sin3x—-1=0
"
sm3x—2
3x=%+n-2n tai3x=%+n-2n
)c=%4r11-2—37r x=f—§+n-2Tn, ner

U+ +x¥ndx+1-x
= %/(x\/m +x)(xvVx+1-x)
zi/(xx/anl)2 -x7)
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645. a) Vakio 4 > 0 on ainoa joka vaikuttaa funktion f arvojoukkoon. Funktion
farvojoukko on [—4, A4].

Vakio C on ainoa, joka vaikuttaa funktion fperusjaksoon. Funktion f

perusjakso on E.

C

Vakio 4 > 0 skaalaa kuvaajaa pystysuunnassa korkeammaksi tai
matalammaksi. Se ei siirrd kuvaaja, ainoastaan venyttaa tai kutistaa.

Vakio C skaalaa kuvaavaa vaakasuunnassa, eli tihentdi tai harventaa
sinifunktion kuvaajan heilahtelua.

Vakio D siirtdd kuvaajaa vaakasuunnassa.

b) Koska funktion farvojoukko on [-2, 2], voidaan valita 4 =2

Koska funktion fperusjakso on 47, saadaan 2—; =471, minka

perusteella C = %

Siis tdhén asti on saatu f(x)= 2sin(%x + D).

Valitaan sopiva D sen tiedon avulla, ettid f{0) = 2.
f(0)=2sin(D) =2 tdsmalleen silloin, kun sin D = 1. Valitaan siis

D=1
2

Tarkistetaan vield piirtdmalld, ettd ndin muodostetun funktion

f(x)=2 sin(%x + %) kuvaaja on sama kuin tehtdvanannon kuvassa.

1 s
fo) = 2 sin = x4+ =
/\(x) 2sm(2 x+2>/\
1
/n 2 0 w2 Wﬁ /2 4m om/i2
-1
2
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¢) -1< sinx <1 |-3
—-3< 3sinx <3 ||+1
—2<3sinx+ 1<4

Perusjakso m saadaan kertomalla muuttuja x kahdella.
Voidaan siis valita f{x) = 3sin 2x + 1.

Tarkistetaan tima vield kuvan avulla.

N f() =3sin(2x) +1

3

-TT /v n/\/rr S /Vrr 5t/
2

646. a) Kerroin 3 ei vaikuta kosinifunktion perusjaskoon, joten se on 2.
-1< cosx<1 |3
—3<3cosx<3

Arvojoukko on [3, 3].

b) Kerroin 2 puolittaa sinifunktion perusjakson 2z, joten perusjakso on .
1< sin2x<1 |[+1
0<1+sin2x<2

Arvojoukko on [0, 2].

¢) Kerroin 3 lyhentda kosinifunktion perusjakson 27 kolmasosaan joten
perusjakso on %
—-1< cos3x <1 [-2
—2<2co0s3x <2 |+4
2<2cos3x+4<6

Arvojoukko on [2, 6].
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647. a) sin 2x = —sin x
2sin x cos x + sinx =0
sin x(2cosx +1)=0
sinx=0 tai2cosx+1=0

1
X=n-m COSX = ——
2

xzz?n+n-2ntaix=—%+n-2n,neZ

Taulukoidaan ratkaisuja

no|x=mhn2m x=2E 4 n2m x=—2%in.2n
3 3
0 |m= 2n
3
1 | 3n 21 _r2 _2n _q1
3 +27‘E—23TE 3 +2n=1=-m
2 2n 4o al
3 +4n—33n

Vilillla [, 2a on siis ratkaisu x = 1%7:.
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Toinen tapa
sin 2x =—sin x
sin 2x = sin(—x)
2x=-x+n-2n tai 2x=n—(—x)+n-2=n

3x=n-2m |3 x=n+n-2n
x=n-2Tn ,nel
Taulukoidaan ratkaisuja
n 21 xX=mnw+n-2=n
X=n-=-
3
0 . T
1 2n _ 2 3n
1. 22 £
3 3"
2 2n _4 1
2.2 _S o2
3 373"
3,2
3

Vilillli T, 27 on siis ratkaisu x = 1%7:.
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b) cosx+cos2x=0
cos x +2cos”> x — 1 =0 || merkitiiéin cos x = ¢
t+2-1=0
28 +1t-1=0
LTIV 42D 149 _ 143
B 2-2 4 4
. 1
t=-1 tai t==
ai >
1
r=-1 t==
2
cosx=-1 cosle
2
xX=n+n-2n,nec’ x=%+n-2ntaix=—§+n-2n,neZ

Taulukoidaan ratkaisuja
no|x=mtn-2m x=24n-2n x=—X4pn.2n
3 3
0 |m b1
3
1 |3n T _~l _T 12
3+2n—23n 3+27[—137t
2 .. T _q2
3+4n—33n

Vilillli T, 27 on siis ratkaisu x = 1%71
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Toinen tapa:
cosx+cos2x=0
€Os 2x =—CoS x
cos 2x =cos (1T — x)
2x=m—-x+n-2n tai 2x=—(m—x)+n-2=n

3x=m+n-2m ||:3 xX=-m+n-2n
x=§+n-2—3n ,neZ

Taulukoidaan ratkaisuja

n|x=—rwnt+n-2n T 2n
X==+n-—
3
0 |—-= ki
3
1 | & T, 2W
3+3—n
2 |3n T, n2n_m 4n_5n_,2
TR I T T
3 mog2n_m 6m_Tn_51
3733 3Ty o3 23T

Vilillld r, 2] on siis ratkaisu x = 1%71
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c) cosx+sin2x=0
cosx+2sinxcosx=0
cos x(1 +2sinx)=0

cosx=0 tai 1 +2sinx=0
T . 1
X==+n-m sinx=—=
2 2

xX= 76n+n 2mtal x = n—%+n 2n

x=—£+n-2n,neZ

6
Taulukoidaan ratkaisuja
" x=%+n'n x—%Jrn -2 x=—%+n~2n
L 76n+2n—11n 2n——%n
3E Bl E
1 %+n:1%n 76n+27t—1é7t+275 36n —%+27t= %n
2 %+2n=2%ﬂ: —%+4n=3%n

Viilillld |r, 2] on siis ratkaisut x = l%n, xX= lén ja x= 1%71.
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648. a)
tan2x + tan(% -x)=0
tan2x = tan(—(% - X))
tan2x = tan(x — %)
2x=x— % +n-m

x=—%+n-n,neZ

b) cosx+~/3sinx=0
cosx =—/3sinx

Sini ja kosini eivit saa arvoa nolla yhté aikaa, joten yht4lo ei toteudu
silloin, kun cos x = 0.

cosx=—/3sinx ||:cosx#0

| =_J3sinx
cos X
1=—3tanx |:(—/3)
1
tanx =———=
NE)
_n

X +n-m,nes

6

sinx = cos(2x + %)

sinx = cos(% —(2x))

sin x = sin(—2x)
x==2x+n-2n tai x=n—(2x)+n-2n

3x=n-2m |:3 —x=n+n-2xn ||:(-1)
x=n-2?n xX=—n—n-2n,n e

(Ratkaisu x = - —n-27 voidaan kirjoittaa my6s muodossa
xX=m+n-2m)



Juuri Kertaus ¢ Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 20.9.2019

649. a) Yhtilolla voi olla ratkaisuja vain kun x > 0.

(1+Inx)*=1
l+Inx=1 tait 1+Inx=-1
Inx=0 Inx=-2
x=¢€" x=e?

x=1

Molemmat luvut toteuttavat ehdon x > 0.
Yhtilon ratkaisu on siis x = 1 tai x = ¢ 2.

b) Yhtilsll4 voi olla ratkaisuja vain kun x* > 0 ja kun x° > 0. Niimi ehdot
toteutuvat tdsmalleen silloin, kun x > 0.

InxX-Inx’+1=0
3Inx-5hx+1=0
2Inx=-1|:(=2)

1
Inx==
nx 5

1

x=e?
x=+e

Luku toteuttaa ehdon x > 0.
Yhtilén ratkaisu on siis x =e.
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Toinen tapa:
Yhtilolld voi olla ratkaisuja vain kun x* > 0 ja kun x° > 0. Niimi ehdot
toteutuvat tdsmélleen silloin kun x > 0.

Inx*-x>+1=0
3

InX-=-1
x5
Inx?=-1
-2 -1
X’ =e
Lz 1 | kerrotaan ristiin, x # 0
X e
X’ =e
x=+/3

Vai positiivinen vaihtoehto toteuttaa ehdon x > 0.
Yhtilon ratkaisu on siis x =+/e.

©)
9tan’x—-3=0
9tan’x=3 |:9
1
tan’ x = =
an” x 3
tan x = % tai tanxz—%
1 1
tanx =— tanx = ———
V3 J3
_n _5n
x—6+n7t X 6+n T, nes

L
650. Kun lna=§+7, niin silloin a=e2 .

L
Kun luku b nyt kasvaa yhdelld lukuun b + 1, niin luku e? " muuttuu

luvuksi
bl b1 1.b b b
—+7 S+5+7 S+5+7 =+7 >+7
e? =er? =er? =erie? =+e-e? =+e-a

Luku @ muuttuu siis /e -kertaiseksi.
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651. a) sin’x+sinxcosx=0
sin x(sin x + cos x) =0
sinx=0 tai sinx+cosx=0

X=n-m sinx=-—cosx| cosx#0
sinx _
cosx
tanx =—1
_3n

x—7+n-n, ner

b) 2sin’x + 3sinx+ 1 =0 | merkitidn sin x = ¢

28 +3t+1=0
,_3EV3 421 341 341
2.2 4 4
. 1
t=—1 tai t=—=
ai 3
1
t=-1 t=—=
2
sinx =—1 sinx:—l
2
x=%+n-2n x:7—n+n-2ntaix=n—7?n+n-2n

x:—%+n~2n,neZ
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652.

a) Luvut ovat niin isoja, etti niitd ei voida verrata ottamalla likiarvot

laskimella. Koska logaritmifunktio In x on kasva, In a <In b
tasmadlleen silloin, kun a < b. Verrataan siis lukujen logaritmeja.

In ' = 1000
In 3°%7€=9876 In 3 = 10849.,8...

Siis luku B on suurempi.

Toinen tapa.

Luvut ovat niin isoja, ettd niitd ei voida verrata ottamalla likiarvot
laskimella. Lukuja voidaan nyt verrata kirjoittamlala ne saman
kantalvuun avulla. Kéytedén kantalukua e.

A:€1000
9876 log, 319876 In3 9876 9876-1n3
B:3 7:(eoge)7 :(en) 7:e7 n

Eksponentissa olevan luvun likiarvo voidaan nyt laskea laskimella.
B= 39876 — e9876»1n3 — 610849’8'”

10849.8... 10000

Koska eksponenttifunktio ¢ on kasvava, niin e >e

Siis luku B on suurempi.

b) Luvut ovat niin isoja, ettd niitd ei voida verrata ottamalla likiarvot

laskimella. Koska logaritmifunktio In x on kasva, In a <In b
tdsmaélleen silloin kun a < b. Verrataan siis lukujen logaritmeja.

In6Y% = /70000 In 6 =1499,0...
In 7Y% = /60000 In7 =1507.3...

Siis luku B on suurempi.
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653.

654.

Koska sin® x + cos® x = 1, saadaan cos® x = 1 —sin® x.
a2 2 a2 c 2 _ c .2
Ax)=sin"x—cos”x+2=sin"x — (1 —sin” x) + 2 = 2sin“ x + 1

-1< sinx <1
0< sinx <1 |-2
0<2sin’x <2 ||+1
1<2sinx+1<3

Siis funktion f'arvot eivét laita lukua 1 tai ylitd lukua 3.

fix) =1 tasmilleen silloin, kun sin? x = 0, eli kun sin x = 0. Niin kiy kun
x=n-m,ne’.

Integraalilla pinta-ala olisi

27 27 Ay /

j (sinx +x—sinx)dx = j xdx. Tdma

0 0

sievennetty méadritty integraali kertoo

valilla [0, 2x] positiivisia arvoja saavan

funktion x ja x-akselin vililla [0, 2x]

rajaaman alueen pinta-alan. Tdmé alue 1

on suorakulmainen kolmio, jonka kanta

on 27 ja korkeus 27t. Joten sen pinta-ala
27:227: —ot

y==x

N W B OO O

'><

m/2 m 3m/2 2w

on
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6

n
n

a) Koska f{x + m) = f{x) kaikilla x, kyseessé on jaksollinen funktio, jonka
jakso on m. Erés téllainen funktio on sin (2x) ja toinen téllainen funktio
on cos (2x).

sin (2 - 0) = sin 0 = 0, joten se ei kelpaa.
cos (2 - 0) =cos 0 = 1, joten se kelpaa.

Voidaan siis valita f{x) = cos (2x).
Kaikki tehtdvanannon ehdot tayttiavit funktiot kelpaavat.

b) Muistetaan, ettd logaritmille pétee log, xy =log, x + log, y. Liséksi
logaritmifunktio log, x on méiritelty, kun x > 0. Funtioksi f voidaan
siis valita miké tahansa funktio f{x) = log, x, a > 0, a # 1. Valitaan

vaikkapa f{x) = In x.

Kaikki tehtdvanannon ehdot tayttavit funktiot kelpaavat.
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656. a) Vektorin OP =cost i + sint j loppupisteen P koordinaatit on
P =(cost,sin?).

Muistetaan, ettd yksikkdympyrilla kehdpisteen x-koordinaatti on
kulman kosini ja kehépisteen y-koordinaatti on kulman sini.
Piste P on siis yksikkdympyralla.

Kun kulma ¢ kéy 1api kaikki kulmat valilla [0, 2], piste P kdy lapi
kaikki yksikkoympyrén pisteet. Ne siis muodostavat yksikkoympyrén,
eli ympyrén jonka keskipiste on origossa ja sdde on yksi, eli kiyran
X +yr=1.

Tarkistetaan asia piirtdmilla ohjelmalla liu’un avulla pisteité
(cos t,sin ) kun 0 < ¢ <2m.
3

? t=628

e

(M )
S

b) Jatkamalla a-kohdan péaittelyd, kun kulma ¢ kéy lépi arvot [0, «t], piste
P kay lapi vain yksikkOympyrén x-akselin yldpuolisen osan, eli
muodostuu kiiyrd x* + 17 = 1 jossa y > 0. Tdmi voidaan kirjoittaa my®s

muodossa 1> =1—x" josta saadaan y=~/1—x".

Tarkistetaan asia piirtdmalla ohjelmalla liu’un avulla pisteita
(cost,sinf) kun 0 <¢<m.
Y

t=3.1
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¢) Jatkamalla a-kohdan paittelya, kun kulma ¢ kéy lapi arvot [x, 2], piste
P kay lépi vain yksikkoympyrén x-akselin alapuolisen osan, eli
muodostuu kiyrd x* + y* = 1 jossa y < 0. Tdmai voidaan kirjoittaa myds

muodossa 1> =1—x" josta saadaan y =—v1-x".

Tarkistetaan asia piirtdimailla ohjelmalla liu’un avulla pisteité
(cos t,sin f) kun < ¢ <2m.
by

2

1

N
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657.

Kolmion suurin kulma on aina pisinté sivua vastaan, joten tylpén kulman
vastainen sivu on 9.

Kulman a kosini saadaan

kosinilauseella. 5
9’ =5%+6"-2-5-6cosx 5 a
__1
cosa = 3 .
Ratkaistaan kulman sini.
sin“a +cos’a =1
2

el Y

sin” a 3
sina = i&
3

Koska kulma on tylppd, sen sini on positiivinen, siis sina = %

Kolmion pinta-ala on Az%‘5‘6‘sina=%~5~6-¥=10\/§.
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658.

Piirretdén tilanteesta kuva.

1
22 =42 "ja2'=2
Eli V2 < f(1)<2.

2
22=2ja 2" =2
Eli 2< f(2)<4.

1) Tarkastellaan funktion f suurinta arvoa.

I
U

ol

=

Tarkastellaan ensin vilin padtekohta x = 2.

Funktio fei voi saada funktiota 2* suurempia arvoja, joten sen suurin
arvo on enintién 4. Pienimmillddn kohdassa x = 2 funktio f'saa arvon
2. Eli sen suurin arvo on viahintéén 2.

Vilin alkukohdassa x = 1 ei saada tétd suurempia arvoja. Missdén vilin
1 <x <2 kohdassa ei voida saada arvoa 4 suurempia arvoja.

Nain ollen funktion f'suurin arvo on vililla [2, 4].

2) Tarkastellaan funktion fpieninté arvoa.

Tarkastellaan ensin vélin alkukohta x = 1.

Funktio fei voi saada funktiota 22 pienempii arvoja, joten sen pienin
arvo on vihintdan v2. Suurimmillaan kohdassa x = 1 funktio f'saa
arvon 2. Eli sen pienin suurin arvo on enintién 2

Vilin loppukohdassa x = 2 ei saada tatd pienempié arvoja. Missddn
vilin 1 <x < 2 kohdassa ei voida saada arvoa V2 pienempié arvoja.

Niin ollen funktion fpienin arvo on vililld [v/2, 2].
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659.

3) Tarkastellaan yhtdloita f{x) = 3 ja f{x) = 1,5.

Funktion pienin arvo on vililli [/2, 2] =[1,4...; 2] ja suurin arvo

valilld [2,4]. Molemmat luvut 3 ja 1,5 ovat tilla valilla. Eli yhtdloilla
voisi olla ratkaisuja.

Muta kuitenkin esimerkiksi funktio f{x) = 2 tiyttdd tehtdvinannon
ehdot. Talld valinnalla yhtél6illa f{x) = 3 ja fix) = 1,5 ei ole ratkaisuja.

Ei siis voida sanoa, ettd yhtéldille 16ytyy ratkaisuja.

Logaritmi on médritelty silloin kun 3x — x* > 0.
2
3x—x"=0 ) m 3
x3—-x)=0 —
x=0 tai x=3 / \ -

Funktio on siis madritelty kun 0 <x < 3.

Luonnollinen logaritmi saa suuriman arvonsa, kun se lasketaan
mahdollisimman suuresta luvusta. Alaspidin aukeava paraabeli saa
suurimman arvonsa huipussa, joka on nollakohtien puolivélissa

kohdassa x = %

9

funktion suurin arvo on siis f (%) =In(3 -%— (%)2) = an.

b) Nelidjuuri on médritelty silloin kun 7x — x* > 0.

Tx—x*=0 0/ N\ 7
x(7-x)=0 _ _
x=0 tai x=7 \

Funktio on siis médritelty kun 0 <x < 7.

Nelidjuuri saa suuriman arvonsa, kun se lasketaan mahdollisimman
suuresta luvusta. Alaspéin aukeava paraabeli saa suurimman arvonsa

huipussa, joka on nollakohtien puolivélissid kohdassa x =3 1_7

22
i in arv i Iyo 7.7 Iy - A9 _T
funktion suurin arvo on siis f(2)—1/7 5 (2) 1 =7
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660.

Merkitédén mopoilijan nopeutta x km/h.
58

Mopoilijalta kului 58 km matkaan 7h.
Nyt autoilijan nopeus on 2x km/h.
Autoilijalta kuluin 58 km matkaan %h = %h.
40, 2 e 5829 2 o
Koska 40min = 0 h= 3 h, saadaan yhtdlo el + 3 Tédmén yhtdlon

ratkaisu on x =43,5 (km/h).

Mopon keskinopeus oli siis 43,5 km/h ja auton 87 km/h.
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661. a) Merkitddn alkuperdistd aineen madraa kirjaimella M ja vuotuisen
muutoksen prosenttikerrointa kirjaimella 4. Saadaan yhtdld

kK -M —% Tédmén yhtélon ratkaisu on £k =%/— 2 =0,976...

Aineesta siis hdvidd 1 —0,9764... = 0,0236... = 2.4 % vuodessa.

t
Aine on vihentynyt kolmannekseen, kun M - (2\9/%) = %
Tamén yhtélon ratkaisu on = 45,96...
Aikaa kuluu siis noin 46 vuotta.

t
b) Kohdan « perusteella aineenmaéra kuvaa funktio f(#)=M - (2\9/%) .

Kirjoitetaan tdma lauseke pyydetyssd muodossa.
1 ! In2{9/I ' lnze/I»t
f(Hy=M- 295 =M-(e V2)=M-e 2

Siis —A=In?% %, mistd saadaan A =-1In 2\9/%

Tatd lauseketta voi halutessaan myds sieventda.

1 1 : 1 1 1 1 -1 1 1112
—_—n29=~ = — =)29 — __~ =)= = =
A=-Iny7 =" 29 N(3)=52gIn) " =5gMn2=%55
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Toinen tapa:
t
Kohdan a perusteella aineenmaéra kuvaa funktio f(¢)=M - (2\9/9 .

Kirjoitetaan tima lauseke pyydetyssd muodossa.

(L)
fro=m-(31)

1
29l
=M -(e \/;)’
I
YA %
1
M.
1,1
_ M . eﬁln(i)-t
Y e%ln@)’]-t
1
——In2-t
=M-e?®
In2

=M-e >’

. ,_In2
Siis A= 2
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662. a) Merkitddn valon intensiteettid veden pinnanan tasolla kirjaimella M ja
jokaisen metrin aiheuttaman muutoksen prosenttikerrointa kirjaimella

k. Saadaan yhtilé k° - M = M. Tdmén yhtélon ratkaisu on

2
’1
= 5|— =

Valon intensiteetti siis viahenee 1 — 0,870... = 0,129... = 13 % jokaista
metrid kohden.

5|1

7,5
=M-0,378...
) o

b) 7,5 metrin syvyydessé valonintensiteetti on M (

Eli jéljelld on 38 % vedenpinnan intensiteetista.
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663. Piirretddn tilanteesta kuva.

[1.0A

4,0—1‘ a

T

4,0 Nurkka

Kuvan merkinngilld tehtévéssd kysytdén lukua x, kun a + b = 8.
Kirjoitetaan luvut @ ja » muuttujan x avulla.
Pythagoraan lauseella saadaan

b* =4,0" +x°

b=~16+x> (taib=—16+x").

a’=(4,0-x)* +1,0°

a=+x*—8x+17 (taia=—vVx>—8x+17).

Saadaan siis yhtilo a+b= Jx? —8x+17 +v16+ x> =8. Tiémin yhtélon

ratkaisu on x = 0,129... tai 5,120....
Naistd vaon 0,129... on mahdollinen arvo, silld seindnkorkeus on 5 m.

Kaapeli on siis nurkan kohdalla 13 cm korkeudella maasta.
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664.

665.

Logaritmi on mééritelty kun |sin x| > 0, eli tdsmaéllen silloin kun sin x # 0,
elikun x#n-n,neZ.

Yhtélo In [sin x| = 0 toteutuu kun |sin x| = 1 eli kun sin x = 1 tai kun
sinx =—1.

Nama yhtilot toteutuvat, kun x = % +n-m,nel.

Kaikki ndma kulmat toteuttavat ehdon x = n-x, n e Z.

Yhtélon f{x) = 0 ratkaisu on siis x = % +n-m,ne’.

-1< cos2x<1 -3
-3< 3cos2x<3 ||+4
1<4+3cos2x<7

Lausekkeen 4 + 3cos 2x arvo on siis vélilld [1, 7].
5
4+4+3cos2x

pienimilldén arvon %

5

Nain ollen lauseke saa suurimmillaan arvon 1= 5 ja

Arvo 5 saadaan, kun 4 + 3cos 2x = 1, eli kun cos 2x =—1.

Nain kéy, kun 2x=n+n-2m, elix=%+n'7r, nel.

Arvo Bl saadaan kun 4 + 3cos 2x =7, eli kun cos 2x = 1.

Néin kdy kun 2x=n-2m,elix=n-n, neZ.
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666.

Lauseke va+1 on médritelty kuna + 1 >0 eli kuna > —1.

Lahdetién ratkaisemaan yhtaloa.
cosx=2—+a+1cosx
cosx+~a+1cosx=2
(1+va+1)cosx=2

Yhtilo ei toteudu, jos 1+va+1=0, eli jos va+1=—1. Néin ei kdy
millddn a:n arvolla, eli kerroin 1+~a+1 #0.
(I+Va+1)cosx=2 [[:(1+~a+1)

COoSXx =

2
1+vVa+1

Koska —1 < cos x < 1, yhtdl6lla voi olla ratkaisuja vain kun

—1<——=———<1. Tdmain kaksoisepiyhtdlon ratkaisu on a > 0.
1+va+1 pay

Kaikki ndmaé luvut toteuttavat ehdon a > —1.
Yhtilolla on siis ratkaisuja kun a > 0.
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667.  Sijoitetaan pisteet koordinaatistoon.

15

10

5 o [

\ fo

Kuvan perusteella suora ei sovi malliksi. Kokeillaan 2., 3., ... asteen
polynomeja.

A
15

10

5

i

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320

f(x) = 0.0033571429 x> — 0.4548571429 x + 19.7

g(x) = —0.0000020833 x> + 0.0037321429 x* — 0.4745238094 x + 19.9799999
-15

h(x) = 0.000000625 x* — 0.0001520833 x® +0.016125 x> — 0.8816666667 x +

Seka toisen, ettd kolmannen asteenpolynomit nayttdt kuvaavan tilannetta
hyvin. Valitaan malliksi toisen asteen polynomifunktio.

Kun nopeus on 90 km/h mallin mukainen kulutus on
f(90)=5,95... = 6,0 litraa.
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Etsitdén ohjelman toiminnolla pienin kulutus.

€2 Funktion analysointi > Piirtoalue X
't
flx)=00033571420x [ @ || & N
vl Pisteet 20
Ominaisuus Ano .
Min (67.7447 429 |*
10
Max (9.871,155372)
5
Nollakohta Ei juuria <
20 0 20 40 60 80 100 120 140
-5
Integraal 842.6481 v f(x) = 0.0033571429 x> — 0.4548¢

Mallin mukaan kulutus on pienin kun nopeuden ollessa noin 68 km/h.

Vastaukset riippuvat valitus polunomimallin asteesta.
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668. Koska kehiltd valitun pisteen korkeus nousee ja laskee sddnnollisesti
ympyrén kehdlld, kuvataan sen korkeutta funktion f{x) = Asin(Cx + D) + B
avulla.

Madritetdédn vakiot 4, B, C ja D.

Kehién etiisyys pyorimisakselista, eli kehdympyrén séde on 25 m ja
halkaisija 50 m.

Kehén laki on 54 m korkeudessa. Néin ollen alin korkeus on

54m-50m=4m.

Siis 4 < f{x) < 54. Tamén tiedon avulla saadaan vakiot 4 ja B.

-1< sin(Cx + D) <1 || - 25 (ympyréan sdde)
—25 <25sin(Cx + D) <25 ||+29
4 <25sin(Cx + D) +29 <54

Maailmanpyora pyorahtad tdyden kierroksen 6 minuutissa, eli funktion f

perusjakso 2?“ =6, josta 2m=6C jaedelleen C = %

Madritetén vakio D sen tiedon avulla, ettd f{0) = 4.
f(0)= 255in(%- 0+ D)+29=25sin(D)+29=4

25sinD =-25 ||:25
sinD =-1

Eris timén ehdon tayttdva luku on 3

Siis f(x) = 25sin(Fx+ 37“) +29.
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Tarkistetaan piirtimalld, ettd kuva nayttda siltd miltd pitddkin.

A
6|’

T e ST T et
50

45

40

35

30

25

20

Madritetdan, milloin tarkastelupiste on 20 m korkeudella, eli ratkaistaan
yhedls 25sin(Ex-+ 37") +29 =20.

Kaksi ensimmadisté ratkaisua ovat ensimmaisen kierroksen aikana, joten
etsitdéin yhtélon valilld 0 <x < 6 olevat ratkaisut.

Saadaan x =1,148... min= 1 min 9 s jax =4,851... min =4 min 51 s.
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669. a) Kuuloskynnykselld 120 dB saadaanyhtélo 120 = 101gli. Ratkaistaan

0
téstd kipukynnysté vastaava intensiteetti [.

120=101g+- |:10
0

I
12 =10gloz
1 12
L .
IO 0 ” 0
1=10"1,

Kipukynnyksen desibelimirin intensiteetti on siis 10'*-kertainen.

b) Intensiteetilld / pitee L = IOIgIL. Kun intensiteetti 1000-kertaistuu
0

lukuun 1000/ saadaan desibelilukemaksi

IOIgIO?OI =101g(1ooo-li)
0 0
= 10(log,, 1000 + 1g[i)
0
B I
~103+1gL)
IO
_ e
=30+10lg
=30+ L

Desibelilukema siis kasvaa 30:114.
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¢) Arvolla 85 dB saadaan yhtilo 85= 101g > ja 5 dB:1l4 kasvanut 90

0

I
dB:n arvolla saadaan yhtdlo 90 = 101g1—5. Ratkaistaan néisti

intensiteetit
I

85=101g—= |:10 90:101g[—9 |:10
0

] I

8,5=log,, % 1— 9=1log,, 1—9

Igs I,

285 =105 -1, 2=10" |-,

=10 70

I =101, 1,=10°1,

Lasketaan sitten intensiteettien suhde.
I, 10°1, 10°
Is  10%1, 107

=10""" =10"" =3,162...=316,2..%

Intensiteetti on siis kasvanut noin 216 %.
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SYVENTAVAT TEHTAVAT

670. Hahmotellaan kulmia 5 asteen vilein yksikkdympyréén.

(Kéytetyt komennot
syOtekentdssé ovat:

x 24y 2=1

A=(0,0)

Jono((cos(n®),sin(n®)),n,5,180,5)

Jono(Jana(A,L1(n)),n,1,180/5,1)

Koska cos a on kehépisteen x-koordinaatti, huomataan, ettd
yhteenlaskussa 16ytyy pareittain kulmat, joiden x-koordinaatit ovat
toistensa vastaluvut, eli niiden summa on nolla.

Suplementtikulmien kosinit ovat toistensa vastaluvut, joiden summa on
nolla. Niin saadaan

cos 1°+cos 179°=0

c0s 2° +cos 178°=0

cos 3°+cos 177°=0

cos 89° +cos 91°=0

Ainoat kulmat, jotka eivét ndin kumoudu ovat cos 90° = 0 ja cos
180° =—1.

Siis cos 1° + cos 2° + cos 3° + ... + cos 180° =—1.
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671.

flasb)+ fla=b) =L@ e L@ pewn)

= %(e‘”b +e

—a-b a-b

+e' e

Tarkistetaan sitten, mité toinen lauseke antaa, jotta tiedetdan, mihin
tahdatdan.,

21(a)f(b) =2-%(e" +e*”)-%(eb +e?)
=%(e” +e“ )(eb + e’b)
=%(e"eb +e'e’ +ee + e’”e’b)
1 a—b —a+b

=§(e“+b +e e re )

Tama on tdsmaélleen sama, kuin edell4, joten on osoitettu, ettd talla
funktiolla fla + b) + fla — b) = 2f(a)f(b).
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672. a) Logaritmi log, x on mééritelty kun x >0 kuny >0, y # 1.
Logaritmi log, y on mééritelty, kun y > 0 kun x > 0, x # 1.
Kaikki ehdot ovat voimassa, eli yhtdlo muodostaa kdyréan, kun x > 0,
y>0jax#0jay#0.

Koordinaatiston ensimmaéisessé neljdnneksessd on x > 0 ja y < (. Ndin
lausekkeiden maarittelyehdoista ndhdéén, ettd kdyra sijaitsee
kokonaisuudessaan koordinaatiston ensimmaisessd neljinneksessa.

b) Muokataan yhtdloa kirjoittamalla molemmat logaritmit saman
kantaluvun avulla. Valitaan kantaluvuksi x.
log, x=log, vy
log x

=1
logx y ngy
1 = .
1=(log, y)*
(log, )’ =1
log . y=1 log, y=-1
y= xl y= xil
_ _1
y=x y= X

Kaéyri siis koostuu kahdesta osasta, suorasta y = x ja hyperbelistad

y= l, kun x > 0 ja x # 1, mikd kuvastakin nikyy.
x
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Toinen tapa:
Muokataan yhtéloé kirjoittamalla molemmat logaritmit saman

kantaluvun avulla. Valitaan kantaluvuksi y.
log, x=log y

) logyy
08, = log, x
_ 1
(log, x)* =

log, x= log, x=-1

x:yl x:y—l

y=x xzé I %,xiO,yiO

_1
"

Kaéyri siis koostuu kahdesta osasta, suorasta y = x ja hyperbelistad

y= l, kun x > 0 ja x # 1, mikd kuvastakin nikyy.
x

Kolmas tapa:

Muokataan yhtélda kirjoittamalla molemmat logartimit saman
kantaluvun avulla. Koska x # 1 ja y # 1, kaikilla luvuilla k> 0 ja k# 1
pétee logi x# 0 ja log; y # 0. Kantaluvuksi voidaan siis valita miké luku
k>0, k# 1 tahansa. Valitaan kantaluvuksi e.

log, x=log, y

ln—len—y | kerrotaan ristiin, Inx # 0,In y =+
Iny Inx
(Inx)* =(In y)*
Inx=Iny Inx=-Iny
x=y 1nx=1ny’1
y=x _1 .y
x 5 | x,x;tO,y;tO
_1
YTy

Kaéyra siis koostuu kahdesta osasta, suorasta y = x ja hyperbelisté

y= l, kun x > 0 ja x # 1, mik4 kuvastakin nékyy.
X
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673. a) Vektorin ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan tismailleen silloin, kun
niiden pistetulo on nolla.
a-b =(cosg—2sinp)(cos @ +sing)+1-1+ (sin @ + 2 cos @)(sin ¢ — cos )
=cos’ @+ cos@sing — 2singcosp —2sin” o +1
+sin’ @ —sinpcos @ + 2cos @sinp — 2cos’ ¢
=1-cos’ p—sin’ ¢
=1—(cos’ ¢ +sin* )
=1-1
=0

b) Kun ¢ =0 saadaan
2 =(cos0—2sin0)i + j +(sin 0+ 2cos0)k
—(1=2-0)7 + 7 +(0+2-1)k
=i+ +2k
b =(cos0+sin0)i + j +(sin0—cos0)k
=(1+0)i +j+(0-Dk
=i+j—k

Nyt
sa-th=s(i +j+2k)+t(i+]—k)
=(s+1)i +(s+1)j+(2s—1t)—k

s+t=1
Téstd saadaan yhtdloryhmé s +¢=-1
2s—t=0.

Kaksi ensimmaistd yhtélod eivét voi toteutua samoilla vakioiden s ja ¢
arvoilla, joten yhtidloryhmaéllé ei ole ratkaisua.

Ei siis ole kertoimia s ja , joila i — j =sa -b.
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674. Muokataan funktioin lauseketta taulukosta 16ytyvié kaavoja kéyttden.
Sx) =sin 3x + sin 2x + sin x
= 3sin x — 4sin® x + 2sin x cos x + sin x
= 4sin x — 4sin’ x + 2sin x cos x
= sin x(4 — 4sin® x + 2cos x) =0

sinx=0e¢li x=n-m,neZ
tai

4 — 4sin® x + 2cos x = 0
4—4(1 —cos’x)+2cosx =0

4—4+4cos’x+2cosx =0
2cos x(2cosx+1) =0

2cosx=10 tai 2cosx+1=0
_ __1
cosx=0 cosx = >
x=%+n'n,neZ x=2—;+n'2n,taix=—2%+n~2nneZ

Siis x=n-n tai x=%+n~n tai XZZTT[+I1‘27[ tai

x:—zTn+n-2nneZ
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675.

Taulukosta 16ytyvén kaavan avulla saadaan

sin(2x + %) =sin2x cos% +c0s2x sin%
V3 1

=sm2x-7+cos2x-§

Koska kaksinkertaisen kulman sinille on vain yksi kaava, muokataan
lauseketta seuraavaksi sen avulla.

1 V3 1

N} L
sin2x T+0052x 5—2smxcosx T+0052x 3

=sinxcosx-x/§+cos2x-%

. e . sinx
Téastd padstiddn eteenpdin tiedon tan x = 2, eli
CoSX

=2, avulla, silld nyt
sin x = 2cosx.

sinxcosx~\/§+cos2x~%:ZCosx-cosx~x/§+cos2x-%

=2x/§coszx+cos2x%

Valitaan kaksinkertaisen kulman kosinin kaavoista se, jossa on vain cos’x.
2+/3 cos? x + cos 2x % =23 cos? x+(2cos’ x - 1) %

=2x/§coszx+coszx—%

= (23 +1)cos’ x—%

Koska nyt sin x = 2cosx ja aina sin*x + cos® x = 1, saadaan

e 1
4cos*x + cos® x = 1, mistd edelleen cos® x =—.

Siis

(2+/3 +1)cos’ x —%

=(2J§+1)%—%:N§+1_

43 -3
10 -

Siis sin(2x + %) =
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676.

 cos®+sin’ ¥
cos” &
cos >
1
cos’

o=

i X Zx
sm- ‘COS )
1

2

cos5
—2gin X
=2sIn+$cos3
=sin(2-%)

=sinx
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m.

m

[ SYE

cos” &

2 x -2
cos” 3 +sin” 5

677.  cos 3t=cos(t+ 2t)
=Cos t cos 2f — sin ¢ sin 2¢
= cos #(2cos’ t— 1) —sin ¢ - 2sin ¢ cos ¢
=2cos’ 1 — cos ¢ — 2sin’ 7 cos ¢
=2cos’ t —cos t — 2(1 — cos® f)cos ¢
=2cos’ t—cos t—2cos t + 2cos’ ¢
=4cos® t— 3cos ¢

8’ —6x—1=0
3T T 3| T
8cos 9 6cos9 1=2(4cos 9 300s9) 1

=2(cos(3 %)) -1

= 2(cos(%)) -1

.1

2
=0
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/ Differentiaalilaskenta

7.1 Raja-arvo ja jatkuvuus

LUVUN 7.1 YDINTEHTAVAT

701, a) lim f(x)~3, lim f(x)~1jafi2)= 1.
x—>2- x—>2+

b) lim f(x)=1, lim f(x)~1,5jalim f(x) =1
x—-2 x—>-1 x5
Raja-arvoa kohdassa 2 ei ole olemassa.
¢) Funktio on jatkuva kohdassa x = 5. Funktio on epéjatkuva kohdissa

x =—1jax = 2. Funktion jatkuvuutta ei voida tarkastella kohdassa
x =—2, koska funktiota ei ole méadritelty tdssd kohdassa.
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2
702. ) lim% ‘4=11m(*"”4)(“2)=1im(x+2)=2+2=4
X2 X—2 x> ,X/ZZ x—2

b)

lim o x+7

>-72x* +10x - 28

- lim 235#
x>-72(x% +5x—14)
lim L
17 2(x*7)(x—2)
lim —L
vo72(x=2)

1
2(-7-2)
__1

18

x* + 5x — 14 voidaan jakaa tekijoihin nollakohtien avulla.
x*+5x-14=0
—5+£25-4-1-(-14) _—5+9
- 21 T2
x=2taix=-7

2
lim — X~ —6x

6 x> —12x% +36x

= lim 2’“(’“_6)
x=6 x(x” —12x+36)

i £

=lm-—-—-—-—-

26 4(x-6)7

=lim
1—>6X—0

Koska osoittaja on 1 ja nimittéjé ldhestyy lukua 0, funktiolla ei ole
raja-arvoa kohdassa x = 6.
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= lim(~(¢" +1))

=—("+1)
=—(1+1
=2
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x—1
] e ,kunx<l1
703 2) f(x)_{lnx+1 kun x >1

lim f(x)= hm == =1
x—1- —1-

lim f(x)= hm(lnx+1) Inl+1=0+1=1
x—1+ x—1+

lim f(x)=1

x—1

Funktio f'on jatkuva véleilld x < 1 ja x > 1. Tarkastellaan jatkuvuutta
kohdassa x = 1.

fH=In1+1=1
Funktion arvo ja raja-arvo kohdassa x = 1 ovat yhti suuret, joten
funktio £ on jatkuva my0s kohdassa x = 1. Funktio f on jatkuva.

X2 -1
x—1
b) f(x)= 3,kun x =1
x—1

Vx -1

,kun x <1

kun x >1

2
, i =L g DG 4D 141=
Ji S00= Jim S = i S S = fim e =12

lim /(x)= lim j‘:ll:h1 (ﬁ/))g(/f“) 1m(f+1) JI+1=2
x—=>1+ x>+ x — x—1+ x—l+

lim £ (x) =2

Funktion arvo kohdassa x =1 on 3 eli f{1) = 3.
Funktio ei ole jatkuva kohdassa x = 1, joten funktio ei ole jatkuva.
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704.  Jotta funktio olisi jatkuva kohdassa x = -2, tulee olla lim2 f(x)=f(-2).
X—>—
f2)=(2y+a (2)-1=4-24-1=3-24
lim f(x)= lim (ax* +3)=a-(-2)* +3=4a+3
X—>—2—

—-2-
lim f(x)= lim (x> +d*x—1)=(-2)*+a*-(-2)-1=3-24>
x—>-2+ x—>-2+

Ehdosta lim2 f(x)= f(-2) saadaan
X—>—

3-2a*=4a+3
—2a*—4a=0
—2a(a+2)=0
—2a=0taia+2=0

a=0 a=-2.

Funktio on jatkuva, kun ¢ =—2 tai a = 0.

705. a) Rationaalifunktio on jatkuva méarittelyjoukossaan. Vililld ]1, 3] on
kohta x = 2, jossa funktiota ei ole mééritelty. Annettujen tietojen avulla
ei voida péaitelld, onko funktiolla nollakohtaa valilld ]1, 3.

b) f(3) > 0ja f{4) <0 ja funktio fon jatkuva vililla ]3, 4[. Bolzanon
lauseen mukaan funktiolla on nollakohta vilill4 |3, 4[ ja siis myos
valilld |1, 4].

¢) Nollakohtien lukuméérii ei voida paitelld annettujen tietojen
perusteella.

706. Madritetddn janan AB pituus.
J(@a—a)* +(g(a)— f(a)* =|g(a)— f(a)|=
lim|-a —2|=|-1-2|=3
a—1

2 _a2+a
-1

a-—1 =|—a—2|

a

Janan 4B pituus ldhenee lukua 3.
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7.2 Derivaatta

707.

708.

a) Pisteet 4 ja B ovat derivaattafunktion /" nollakohtia, joten ne ovat
funktion fddriarvokohtia. Siis 4 = (1, 0) ja B = (4, 0).

b) /'(0)=4
¢ f'2)=-2
d) f2)=1

a) DB —2x+m)=3-5x*-2+0=15x"-2
b) D(sinx cosx) = cosx cosx + sinx (—sin x) = cos’ x — sin” x = cos 2x

¢) D(4x* + 5x)°
= 5(4x* + 5x)* D(4x” + 5x)
= 5(4x* + 5x)*(8x + 5)
= (40x + 25)(4x* + 5x)*
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2x(x+l)—x2 -1 :2x2+2x—x2 X2 +2x

709. a) f'(x)= (x+1)2 (x+1)° _(x+1)2
S3) (-3+1)* 4

b) Paraabelin huippu on derivaatan nollakohdassa.
D3x* — 12x +4)=6x—12
6x—12=0
x=2
y=3-22-12-2+4=-8

Huipun koordinaatit ovat (2, —8).

¢) Tangentin sivuamispisteen y-koordinaatti on f{1) = €’ + 3In1 + 2 = 3.
Tangentin sivuamispiste on (1, 3).
Tangentin kulmakerroin on f”(1).

fr(x):e2ﬁ2.2+3 . l:2e2x72+ i
X X

f(1)=2e"+3=2+3=5

Tangentin yhtél6 on
y=3=5x—-1)
y=5x—2.
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710.  Jotta tangentti ei leikkaisi suoraa y = 2x, sen tulee olla yhdensuuntainen
suoran y = 2x kanssa, eli tangentin kulmakertoimen tulee olla 2.

f'(x) =—sin2x - 2 = —2sin2x

—2sin2x =2 ||: (-2)

sin2x = —1
=3 pon |2t 2x= n-F 4 2m=-Ttn-2n [ :2
2 2 2
x=%Tn+n-n x=-L4n-m,

n on kokonaisluku

Vastaukset voidaan yhdistaa.

Funktion f'kuvaajalle kohtiin x = %Tn +nn=—"1

g tnem,n €7, piirretty

tangentti ei leikkaa suoraa y.
711, f'(x) = 2axe" + ax’e" + be* + bxe* = ax’e” + (2a + b)xe* + be*
ax’e" + (2a + b)xe* + be" = 2x*¢" + xe* — 3¢

On oltava
a=2,2a+b=1jab=-3

Luvut a =2 ja b = —3 toteuttavat myos ehdon 2a + b= 1.

712.
v e SO (D
S1ED= Im S
[ X0 =30 = (=D =3-(=1)
x——1 x+1
- lim x2-3x—4
x——1 )x/j/‘i‘l
(e T)(x—4)
_xlinfll )’/4
=-1-4
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713. a) Muutosnopeuden ilmoittaa derivaatta.
f'(10) =—2,36... = —2,4 astetta minuutissa.

b) Ratkaistaan yhtalo f'(¢) = —0,5.
t=41,08... =41 minuuttia

&) f(0)=-39
Ratkaistaan yhtalo /'(x) = 0,5 f'(0).
x=13,86...~ 14 minuuttia
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7.3 Funktion tutkiminen derivaatan avulla

LUVUN 7.3 YDINTEHTAVAT

714.  a) 1-5,-3[jal-1,2[
b) x=-5,x=-3,x=—-ljax=2
¢) [-6, 5[, -3, -1[ja ]2, 3]
d) Derivaatta on pienin, kun kuvaaja laskee jyrkimmin, eli kohdassa
x=0,5.
715.  Tarkastellaan funktion kulkua derivaatan avulla. Funktion f

derivaattafunktio on f"(x) = 3x* — 6.

£'(x) =0, kun
32 —-6=0

+ +
2
x =2

V2 - V2
x=+/2 taix= -2 \/

Derivaatta on negatiivinen vililli —/2 < x <~/2 ja funktio on vihenevi

vililla [—/2, V2].

Funktio saa suljetulla vélilld suurimman ja pienimmén arvonsa vélin
péétepisteessd tai vélille kuuluvassa derivaatan nollakohdassa.

A0)=1
fi)=2"-6-2+1=8-12+1=-3

Vililld [0, 2] on derivaatan nollakohdista x = ~/2.
f(N2)=(V2) -6 V2+1=2V2-6V2 +1=-4/2 +1=1-42

Suurin arvo on f{0) = 1 ja pienin f(v2)=1-42 .
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716.  Suorakulmion paraabelilla olevan kirjen koordinaatit ovat (x, 4 — x7).
Suorakulmion kanta on x ja korkeus 4 — x*.
Pinta-ala on x(4 — x%) = 4x — x°.
Miéiritetiin pinta-alafunktion f{x) = 4x —x’ , x > 0 suurin arvo.

Tarkastellaan funktion kulkua derivaatan avulla. Nyt f"(x) = 4 — 3x%.

f'(x)=0, kun
4-3x2=0

—3x*=—4 ) )
xz=i 7%/;\5
3 / -

2
V3
f'x) +
JSX) — | —

Funktiolla on suurin arvo kohdassa x = 2 .
3

3)

20,2 25 V8 8 _24-8_ 16
=45 F "~ 535 38 3%
16 _163

Pinta-alan suurin arvo on —= =

373 9
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717.

a)

b)

Vaakasuoran tangentin kulmakerroin on 0. Mééritetddn kohdat, joissa
funktion f derivaatta f” on 0.

1
R

3 2 2
' 1,3 2 a2 1 3x 3x
f(xX)=—=("+1) 2-3x"=—=- ==
2 2 B ) +1)% 20 + DV +1

1
=(x*+1) 2,x>-1

Ratkaistaan yhtdlo /'(x) = 0:
_ 3x°

2(x* + VX +1
3x*=0
0

=0, kun

X

Kuvaajalla on vaakasuora tangentti kohdassa x = 0.

Funktio f'on monotoninen, jos sen derivaatta ei vaihda merkkidin.
Derivaatan lausekkeessa osoittaja 3x* > 0.

Nimittijissi lauseke x* + 1 >0, kun x > — 1.

Tallgin f"(x) < 0, kun x > —1 ja derivaatta saa arvon 0 vain yksittdisessd
kohdassa x = 0. Funktio f on vdhenevi ja siis monotoninen.

Pl 1 ‘2x2x2+2)l_ 2x :x2—2x+2
X2+2 1 x2+2 x2+2
2
%:0,1@1
x“+2
x?—2x+2=0
x=2i 454'1'2=2J—r£_4 eiratkaisua

Derivaatalla ei ole nollakohtia, joten funktion f'kuvaajalla ei ole
vaakasuoraa tangenttia missidin kohdassa.

Derivaatan lausekkeessa osoittajan x* — 2x + 2 kuvaaja on yléspiin
aukeava paraabeli, jolla ei ole nollakohtia. Lauseke x* — 2x + 2 saa vain
positiivisia arvoja. My®&s nimittijin lauseke x>+ 2 saa vain positiivisia
arvoja. Derivaatta on kaikkialla positiivinen, joten funktio on kasvava
ja siis monotoninen.
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718.  Suljetulla vélilla jatkuva ja derivoituva funktio saa tilld vélilld suurimman

ja pienimmén arvonsa vélin paétepisteessa tai vélille kuuluvassa
derivaatan nollakohdassa.

F(0)=sin0++/3cos0=0+~3-1=+/3
f(2m) =sin(2n) + /3 cos(2m) =3
f'(x)=cosx—~/3sinx

cosx—~/3sinx=0

J3sinx =cosx ||:cosx,x¢%+n-n

\/—smx 1”\/—
tansz
V3
x=%+n-n,neZ

Derivaatan nollakohdista vélilla [0, 2] on x = % ja x= 7?“ .

n_1 V3_1.3_
f( )—sm T 3. cos == 2+\/— =5 2—2
V3._ 1.3
f(6—s1n +fcos6—2+3( —22—2

Funktion f'suurin arvo on 2 ja pienin —2.
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719.

Tutkitaan funktion kulkua derivaatan avulla.
f1(x) = 2xe" + (x* — 3)e" = (x* + 2x — 3)e*

€' > 0 kaikilla muuttujan x arvoilla.

Derivaatan merkkiin vaikuttaa vain tekijin x* + 2x — 3 merkki.

¥ +2x-3=0

L 2EVASRT () _2x4 .
- 2 -2 - 1
x=-3taix=1

Funktio fon kasvava vileillix <—3jax>1 ja
véheneva vililld -3 <x < 1.

Kohdassa x = —3 derivaattafunktion f ‘'merkki vaihtuu positiivisesta
negatiiviseksi ja samassa kohdassa funktio f vaihtuu kasvavasta
véheneviksi. Kohta x = 3 on siis paikallinen maksimikohta.
Kohdassa x = 1 on paikallinen minimikohta, koska derivaattafunktion
f'merkki vaihtuu negatiivisesta positiiviseksi ja funktio f vaihtuu
vihenevistd kasvavaksi.

Paikallinen maksimiarvo on f{—3) = ((—3)* — 3)e * = %
e

Paikallinen minimiarvo on f{1) = (1> = 3)e' = —2e.
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720.

Funktio f' on mééritelty ja jatkuva koko reaalilukujoukossa, koska
x* + 3 > 0 kaikilla muuttujan x arvoilla. Tarkastellaan funktion fkulkua
derivaatan avulla.
P2 S D=5 set 15200t | —15x* 415
(x* +3) (x* +3) (x* +3)?

Derivaatan lausekkeessa nimittdjd (x* + 3)? on aina positiivinen.
Derivaatan merkkiin vaikuttaa vain osoittajan merkki.

-15x*+15=0
=1
x=1taix=-1

Lausekkeen —15x* + 15 kuvaaja on paraabelin +
kaltainen. A L\ -
-1 1
f&) - ¥ -
fx) I — — —
Funktiolla f on paikallinen minimiarvo f{—1) = % = —% ja paikallinen
imi S B
maksimiarvo f(1)= 3= a1

Kun muuttujan x arvot kasvavat rajatta, osoittaja ja nimittdja ovat
positiivisia ja funktio ei voi saada negatiivisia arvoja, vaikka funktion
arvo pienenee, kun x > 1. Siis f{—1) = —% on funktion pienin arvo.

Kun muuttujan arvot pienenevit rajatta, osoittaja Sx on negatiivinen ja
nimittdja x* + 3 positiivinen. Funktion arvot ovat negatiivisia, kun x <—1,
joten se ei voi saada télld valilla arvoa % suurempia arvoja. Siis f{1) = %
on funktion suurin arvo. Jatkuva funktio saa suurimman ja pienimmaén
arvonsa ja kaikki arvot niiden valilta.

Funktion f arvojoukko on siis [—%, %].
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721.

90 cm

160 cm

Merkitddn poistetun nelion sivun pituutta kirjaimella x, kun 0 <x <45,

Laatikon pohjan mitat ovat 160 — 2x ja 90 — 2x ja laatikon korkeus on x.
Laatikon tilavuus on tilldin (160 — 2x)(90 — 2x)x.

Maidritetddn tilavuutta kuvaavan funktion
V(x) = (160 — 2x)(90 — 2x)x, kun 0 <x <45, suurin arvo.

Suljetulla vélilld jatkuva ja derivoituva funktio saa télld vélilld suurimman
ja pienimmén arvonsa vilin pdétepisteessd tai vilille kuuluvassa
derivaatan nollakohdassa.

V(0)=0
V(45)=0

V'(x) = 12x* — 1000x + 14400

12x* — 1000x + 14400 = 0, kun

x=1851... taix=64,82...

Valilld 0 < x <45 derivaatan nollakohdista on x = 18,51...

V(18,51...) =120 601,5... = 121 000.

Pois leikattavien sivujen pituus tulee olla noin 18,5 cm. Laatikon suurin
tilavuus on noin 121 000 cm® = 121 dm’ eli noin 121 litraa.
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Luvun 7 vahvistavat ja syventavat tehtavat

VAHVISTAVAT TEHTAVAT

722.

723.

£, g1, -1V

Funktion f'kuvaaja ndyttda paraabelilta, joten sen derivaattafunktion
kuvaaja ndyttda suoralta. Funktio f'vihenee, kun x < 0 ja kasvaa, kun

x >0, joten derivaattafunktion kuvaajan tulee olla nouseva suora, jolla on
nollakohta kohdassa x = 0.

Funktion g kuvaaja ndyttdd kolmannen asteen polynomifunktion
kuvaajalta, joten sen derivaattafunktion kuvaaja niyttad paraabelilta.
Derivaattafunktiolla tulee olla nollakohdat samoissa kohdissa kuin
funktiolla g on dériarvokohdat.

Funktion /4 kuvaaja néyttdd nousevalta suoralta, joten sen
derivaattafunktion kuvaaja nayttid vaakasuoralta suoralta, ja
derivaattafunktion arvo on positiivinen.

a) f'(x)=ex’ + e - 3x% =" (x’ + 3x%)
f1(2)=€*(2° + 3 - 2%) = 20¢

b) f(x)=%= 3 3 332450

[ —

XX x2
F=3 (St o 99 L 9
2 2 2xz% 2x%Vx
, 9 ) 9 9\/2
2 = — = —_ = —
/@) 2.222 82 16

¢) f'(x)=cos(3x—1)-3=3cos(3x — 1)
S'(2)=3cos(3 -2 —1)=3cos5
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724. a) De' 3 =e" D(x* -3)= e 2x=2xe"

b)
1
DV6-3x =D(6-3x)2

_1
- %(6—3x) 2.D(6-3x)
11

_2.—l.(_3)
(6—3x)2
3
26 —3x
1 2 1 2x
¢) DIn(x* +1)=——-D(x* +1)= 2x=
) ( ) x* +1 ( ) x* +1 x* +1
d) D Stanx = 5(1 + tan’x) = 5 + Stan’ x (= —>5—), x# -+ nn,ne’Z
cos” x 2
| l-xz—lnx-2x Irlnx®  1-21
e) Dn_zxzx 272 =%= an = 3nx’x>0
X (x9) X X
f)
1
D((3x—1v3x-1)=D((3x—-1)(3x—1)2)
3
=D3x-1)2
1
=3Gx-1)2 - DGx-1)

2

1
—33x-1)2.
—2(3x 1) -3
=%x/3x—1,x>%
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l-x—lnx-l 1-1
725, a) h(x)=*— == x>0
X X

1-In(2t) _1-1n2¢
(21)? 4¢*

h'(2t) =

cos x(2+ cosx) — (2 +sin x)(—sin x)
(2+cos x)2

b fi(x)=

_ 2¢0s X + cos> x + 2sin x + sin” x
(2 +cosx)*

1
—_——

_ 2cosx + 2sin x + sin? x + cos> x

(2 +cosx)*
_2cosx+2sinx+1
(2 +cosx)*

T T
f,(£)=2COSE+2smf+l:2-0+2-1+1:§
2

2+ cosg)2 (2+0)* 4

726. a) Nollakohdat ovat x ~—1jax~>5.
b) Kohtaan x = 3 piirretyn tangentin kulmakerroin on f(3) = 2.
¢) Funktio on kasvava, kun f"(x) > 0, eli valilla [-3, 5].
d) Adriarvokohdat ovat derivaatan nollakohtia, joissa derivaatan merkki
vaihtuu. Kohta x = 5 on funktion paikallinen maksimikohta, koska

derivaatan merkki vaihtuu positiivisesta negatiiviseksi. (Kohta x = —1
ei ole dédriarvokohta, vaan terassikohta.)
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727.  Suljetulla vililld jatkuva ja derivoituva funktio saa talld vililld suurimman
ja pienimmén arvonsa vélin paétepisteessi tai vélille kuuluvassa
derivaatan nollakohdassa.

f2)=2"-6-22-15-2+2=8~-24—-30+2=—44
f6)=6"—6-6>—15-6+2=0-90+2=—88

flx)=3x*—-12x—15
3x*—12x—15=01:3
¥ —4x—-5=0

4+ J16-4-1-(=5) 4+6
X = 2 =

2
x=—1taix=5

Vililla [2, 6] on nollakohdista x = 5.
f5)=5"-6-5—15-5+2=125-150—-75+2=-98

Suurin arvo on —44 ja pienin —98.
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728. a)
oy i S () = f(2)
S @)=l
2)l_X)l
_ 1 X 2
_JICIE; x—2
92—
. 2x
=1
x1—>n;x—2
i 2—=x 1
_;lcl—% 2x x—2
 lim —2).
12 2x(x=<72)
— lim =L
x%sz
N
2.2
__1
b)
4)L_x2)l 4_x2
2 4 2
: X T 4x
)lcl—% x—2 _)lcl—>n% x—2
2
— lim —2=X

24x% (x-2)
e —zx)(2 +x)
x=>2 4x7(x—-2)

) —(,x/Zf)(2+x)

:1 _—

2 4 (x=7)
=lim_(2+x)

x—>2 4x2
_—(2+2)
4.2
__4_ 1
T 16 4

Raja-arvo on funktion f{x) = % derivaatta kohdassa x = 2.
X



Juuri Kertaus * Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 20.9.2019

=1

729.  a) lim 280X _ jim szﬁ —lim—Ll -1 _1
x—0SIn2x x—>0}snﬁcosx x—>0cosx cosO 1

b)
cos’ x _ 1—sin® x
x%37nl+sinx )H%n 1+sinx
_ lim (1—sinx)(1+sifix)
L L4sifix

2
= lim (1-sinx)
x3%
2
i3
=1-sin >
—1-(-1)
=2
¢)
2 )
lim .cos2x — im SO8_ X —sin” x
)H%smx—cosx . sinx — cos x
~ lim (cosx¥=sin x )(cos x + sin x)
T —(cosx¥=sinx)
= lim (—cos x —sin x)
x>
4
= _cosE_qinl
=—cos - —sin,
__ 1 1
V2 2
__P 2
2
2
2
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730.

731.

a) D3 *—xIn3)=3In3-1-In3=3"In3-In3=(n3)3" - 1)

b) D(cos’(2x)) = D((cos(2x))?
= D(cos2x)’
= 3(cos2x)* - D(cos2x)
= 3(cos2x)*(—sin(2x) - 2)

= —6(cos” 2x)(sin2x)
¢) D2tan(3x)=2-—5—3=—F _—6.—1__6(tan?3x+1)
cos”(3x) cos”(3x) cos” 3x

Paraabelin huippu on derivaatan nollakohdassa.
DQ2x*+bx+3)=4x+b

4x+b=0
:_é
Ty
2) ;2 2
= D i o2 (D epcly 3 B 5 B
Kun x 4,n11ny—2( 4) +b-( 4)+3—8 4+3— 8+3
o S b b a_ 1, 1,2
Paraabelin huipun koordinaatit ovat (_Z’ -y +3)= (_Zb’ _§b +3).

Huippu on paraabelilla y = —2x* + 3, jos huipun koordinaatit toteuttavat
paraabelin yhtdlon:

ST IS S S S S S i
y=-2 (4) +3=-2 16+3— g +3.
Huipun koordinaatit (—%b, - %bz +3) toteuttavat yhtilon y = —2x* + 3,

joten vite on osoitettu.
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732.  a) Raja-arvo limM =1'().

x—1 x—1
Pisteet tulee asettaa siten, ettd saadaan mééritettyd tangentin
kulmakerroin kohdassa x = 1 mahdollisimman tarkasti.

by @)
y=f(z)
1 2 T 4

suoran yhtélé on y = —2.3z + 1.4

-3 -2 -1 0

S-S0,

I
xlg} x—1
b) Erotusosaméira w ilmoittaa kohtien x = 1 ja x = 2 vilille
piirretyn sekantin kulmakertoimen.
Y S

y = f(z)
| /\
o

|

IS

L 85 -1

-2

suoran yhtélé on y = —0.7z — 0.3

Erotusosaméairin likiarvo on —0,7.
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733.  Funktio on jatkuva kohdassa x = a tdsmélleen silloin kun
lim f'(x) = f(a). Maéritetddn siis raja-arvo lirln5 f(x).

I o2

2x x\2 _ g2
lim €—=25 2 |im () -5
x—h5 ¥ —§ x—>hs et —§

i €19) (e2<73)
=lim—-—=_-
x5 M

= lim (e" +5)

x—In5
=" +5
=5+5
=10

On siis méadriteltdva f{In 5) = 10.
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734.

Ratkaistaan kiiyrien 3x = 4y ja x* + 8x — 4y = 0 leikkauskohdat
e 3x=4y
yhtéloparista ¥ +8x—dy =0’
Sijoitetaan 3x yhtiloon x* + 8x — 4y = 0 lausekkeen 4y paikalle ja
ratkaistaan yhtilo:
X +8x—4y=0
X +8x—3x=0

X +5x=0

x(x+5)=0

x=0taix+5=0
x=-5

Paraabelin tangentit ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa, jos ne ovat
koordinaattiakseleiden suuntaiset tai jos niiden kulmakertoimien tulo on
—1. Tangentin kulmakerroin on derivaatta.

Ratkaistaan paraabelin yhtélosta y.
X' +8x—4y=0
4y=x"+8x ||:4

yzix2 +2x

Merkitidn f(x)= %xz +2x.

S =5 x+2

Leikkauskohtiin x = 0 ja x = —5 piirrettyjen tangenttien kulmakertoimet
ovat

f0)=2

f(—5)=%(—5)+2=—%+

1

(TN

Kulmakertoimien tulo on 2-(— %) =1, joten leikkauspisteisiin asetetut

tangentit ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa.
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735.

Koska x = —4 on nimittdjan nollakohta, raja-arvo tdssé kohdassa voi olla
olemassa, vain jos kohta x = —4 on my0s osoittajan nollakohta.

On siis oltava

a-(—4)* -6 - (—4) + 8 = 0. Tdmiin yhtilon ratkaisu on a = —2.

Talloin saadaan

0y —6xt8 . 2R _
lim 2GR~ lim =~ lim(-2x4 )= L0

Raja-arvo on siis olemassa kun @ = —2, ja talloin raja-arvo on 10.
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736.  Leikkauskohtaan piirrettyjen tangenttien kulmakertoimien arvot lasketaan
derivaattojen arvoina leikkauskohdassa. Ratkaistaan kilyrien y = kx” ja
y = k(x — 2)* leikkauskohta yhtilosti kx* = k(x — 2)*.

Jo? = k(x — 2)
Jo? = k(x> — 4x + 4)
Jo? = ko — dkx + 4k

Ao — 4k =0
4k(x—1)=0
4k=0taix—1=0

x=1

Jos k= 0 kéyrét ovat muotoa y = 0 ja y = 0. Téll6in kdyrat yhtyvét kuten
myos niiden kaikki tangentit. On siis oltava k # 0.

Kayrit siis leikkaavat kohdassa x = 1 vakion k # 0 arvosta riippumatta.

Madritetdén tangenttien kulmakertoimet leikkauskohdassa x = 1.
Tangentin kulmakerroin on derivaatta.

Merkitiin f{x) = kx* ja g(x) = k(x — 2)* = kx* — 4kx + 4k.

S'(x) = 2kx g'(x) =2kx’ — 4k
S'(1) =2k g'(1) =2k — 4k =2k

Tangentit ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa, jos ne ovat
koordinaattiakseleiden suuntaiset tai jos niiden kulmakertoimien tulo
on—1.

Koska & # 0, kumpikaan tangenteista ei ole x-akselin suuntainen.
Madritetdén milld vakion k arvoilla kulmakertoimien tulo on —1.

2k (2k)=-1
—4i2=—1 || : (—4)
1
k==
4
1
=+
k=2 2
Tangentit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan kun & =% tai k = —%.
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737.  Ratkaistaan kdyrien y = x> + x ja y = —x° + 3x” yhteiset pisteet.

X+ x=—x+ 3x°
-2 +x=0
x(?=2x+1)=0
x=0tai ¥*-2x+1=0
x=1

On siis osoitettu, ettd kéyrilld on kaksi yhteistd pistetta.

Leikkauspisteisiin piirretyt tangentit yhtyvét, jos niilld on sama
kulmakerroin. Tangentin kulmakerroin on derivaatta.

Merkitdin f{x) = x> + x ja g(x) = —x° + 3x*

ffx)=2x+1 gx)= —3x> + 6x
ro=1 2(0)=0
r(=3 g(1)=3

Tangentit siis yhtyvét kohdassa x = 1.

738.  Ohjelma antaa funktion arvoksi molemmissa kohdissa %, joten tutkitaan

asiaa derivaatan avulla.

Funktio f' on mééritelty kaikilla muuttujan x arvoilla. Jos funktio on
kasvava vililla [a, b], niin f{b) on suurempi. Jos funktio on véhenevi, niin
fla) on suurempi.

oo =2x(xt 1)
S W=y
f'x)>0kun0<x<1taix<-I.

fx)<0kun-1<x<O0taix>1.

Luvut a ja b ovat suurempia kuin 1. Koska f*(x) < 0, kun x > 1, niin
funktio f on viaheneva vililla [a, b]. Niin ollen luku f{a) on suurempi.
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739. a) Koska polynomifunktiot ovat kaikkialla jatkuvia, niin lim f(x) = f(a)

kaikilla muuttujan x arvoilla. Viite on siis tosi.

b) Viite on epitosi. Esimerkiksi funktio f(x) =% on

(médrittelyjoukossaan) jatkuva, mutta se ei ole jatkuva valilla [—1, 1].

¢) Funktion arvolla kohdassa x =2 ei ole vilid raja-arvon kannalta. Jos
arvot kaikkialla muualla ovat samat, niin myds raja-arvo kohdassa
x =2 ovat samat. Viite on siis tosi.

740. a) Kun n =7 saadaan
x—>2 2 _ 4
X
w0
0 i (~7)(x° +2x° +4x* +8x° +16x7 +32x +4)
= lim

X2 (x+ Z)M

X +2x° +4x* +8x° +16x* +32x+ 4

B !}E} x+2
=97
b) Koska lausekkeen %02_8 nimittdjan nollakohta on x = 2, raja-
x J—

arvo voi olla olemassa vain jos nimittéjén tekijé x — 2 supistuu pois.
Nain kéy vain, kun x = 2 on myos osoittajan nollakohta.

On siis oltava 2" — 60 - 2 — 8 = 0 eli 2" = 128. Tdmin yht&lon ratkaisu
on n = 7. Osoittajalla on siis nollakohta x = 2 vain ja ainoastaan kun
n = 7. Néin ollen raja-arvoa ei ole olemassa, kun n # 7.
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741.

Funktio f' on mééritelty, kun nimittéja
x> —2x + 1 # 0 mistd saadaan x # 1.
Rationaalifunktio fon siis jatkuva
véleilld [0, 1[ ja |1, 2].

Funktiolla f on nollakohta vélilla
[0, 1[, jos se saa tdlld vélilla seka
positiivisia ettd negatiivisia arvoja.

-2

Valitaan tarkastelukohdat kuvan perusteella.

f0)=1
£0,9)=-53,0...

Funktiolla f'on siis ainakin yksi nollakohta valilld ]0; 0,9[, joten silld on

nollakohta vililla [0, 2].
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742.

Sijoitetaan vektorit @ ja b lausekkeeseen.
¢ =ta+(1-1)b
=1(i +27 +3k)+1—-1)(27 +5k)
=17 +2t]+3tk +20 +5k —2¢7 -5tk
=Q2-0i+2t7+(5-20)k

Vektorin ¢, pituus on
Q=1+ Q1) +(5-2t) =N4—4t+1* + 46> +25-20¢ + 41

=/9¢% =241 +29.

Juuren arvo on pienin, kun juurrettava on pienin.
Koska 9¢* —24¢ + 29 on yldspiin aukeava paraabeli, se saa pienimmin
arvonsa huipussaan eli derivaatan nollakohdassa. Mééritadn derivaatan

nollakohta ja tutkitaan, onko se vélilld [-2, 2].

D(97> —24¢+29) = 18¢ — 24

18t—24=0
18t=24:18
24" _4_
t= THE =1,3...

Tama on vililla [-2, 2], joten vektorin pituus on siis pienin kun ¢ = %
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743.  Kdiyrin x = )” pisteet ovat muotoa (), ). Lasketaan kiyrin pisteen ja
pisteen (2, 0) vélinen etdisyys.

V@=y) +(0-2) =y =3y +4

Juuren arvo on pienin, kun juurrettava on pienin
Merkitiin f{y) = y* — 3)° + 4.
f'(y)=4y" -6y

J/'(»)=0kun y=%zl,22 taiy:-%z—l,22

N6, A6
2 2 ') | Merkki
FO =T+ T =T+ 15T 5 | -
S Ny / Ny / 1 > T
1 ) —
2 20 n

Niin ollen etdisyys on pienin kun y = —% tai kun y = @

Tillgin x = y* = (ig)2 =%.

Siis kdyrin pisteet (%,—%) ja (E,g) ovat ldhimpéna pistettd (2, 0).
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744.

Tutkitaan funktion f'kulkua derivaatan avulla.

) =2x—De™+ @ -x—5) e (-1)
=" (2x-1-(x*"-x—5)
=e™ (—x* +3x +4)

Derivaatan lausekkeessa ¢ on positiivinen kaikilla muuttujan x arvoilla,
joten derivaatan merkkiin vaikuttaa vain lausekkeen —x* + 3x + 4 arvo.
X +3x+4=0

_3+9+16 _ —3+£25 _ —3+5 -1 4
X = = = -
) ) ) ~
x=4taix=-1
0 4
> +3x+4 + -
/() + -
fx) N

Kulkukaavion perusteella jatkuvan funktion f'suurin arvo on
f4) =4 —4-5)*="7e"

Tutkitaan, onko funktiolla pieninti arvoa.

A0)=-5¢"=-5.

Kulkukaavion perusteella titi pienempié arvoja voidaan saada vain kun
x> 4.

Funktion lausekeessa (x* — x — 5) e * eksonenttifunktio ¢ * saa vain
positiivisia arvoja. Selvitetiin miti arvoja polynomi x* — x — 5 saa.

X—x-5=0
_1+£41+20  1£+21
X = =
2 2
x=-17... taix=2]7...

Polynomin x* — x — 5 kuvaaja on yléspiin aukeava paraabeli ja sen arvot
ovat positiivisia kun x > 2,7... ja siten my0s kun x > 4.

Néin ollen funktion f'arvot ovat kahden positiivisien luvun tulona
positiivisia, kun x > 4. Funktio f'ei voi saada arvoa —5 pienempid arvoja,
kun x > 4.,

Suurin arvo on siis 7e™ ja pienin arvo —5.
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745.

Funktio on mééritelty, kun x > 0.

Tangentti leikkaa x-akselin 60 asteen kulmassa, jos sen suuntakulma on
60 astetta tai -60 astetta. Suuntakulmalle a pitee tan a = k, missd k on
tangentin kulmakerroin.

Nyt siis & = tan60° =~/3 tai k = tan(—60°) = —/3 .

Merkitéén f{x) = xInx, x> 0.

Tangentin kulmakerroin on derivaatta. On siis ratkaistava milld muuttujan

x arvoilla f'(x) = /3 tai —/3.

f'(x)=lnx+1
Yhtiloén Inx+1=+/3 ratkaisu on x=¢""' ja
yhtilon Inx +1=—+/3 ratkaisu on x=e B

Tillsin f(e”)=e®"(B-1) ja fe =" (=3 -1).

Kysytty piste on siis (eﬁ’1 ,eﬁ’1 (V3 -1) ja (e’ﬁ’l,e’ﬁ’l (-3 -1)).
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746.

Merkitisn fx) = x> + 1.
f1)=1>+1=2, joten piste (1, 2) on kéyrilld y =x" + 1.
Piste (1, 2) on siis kdyrén ja sen tangentin leikkauspiste.

Tutkitaan, 16ytyyko muita leikkauspisteité.
Mairitetdédn tangentin yhtalo.

Tangentin kulmakerroin on derivaatta kohdassa x = 1.
S0 =32
f=3

Tangentin yhtélo on
y—2=3(x — 1), mistd saadaan
y—2=3x—3jaedelleen
y=3x—1.

Lasketaan tangentin ja y = x> + 1 leikkauspisteet.
r©+1=3x-1
¥ -3x+2=0
X¥-x—2x+2=0
x(F—1)-2(x-1)=0
xx+Dx—-1)-2x—1)=0
x—DEEx+1)-2)=0
x—DE*+x-2)=0
x—1=0taix*+x—2=0
_—1+V1+8 _ —1£49 _ —1+3
B 2 22
x=—"2taix=1

x=1 X

Lasketaan kohtaa x = —2 vastaava leikkauspiste:
f=2)=(2P+1=-8+1=—7.

Toinen leikkauspiste on (—2, —7).
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747.

748.

Elmerin ratkaisu on vadrin, silld hdan unohti sisdfunktion derivaatan.
Korjattu ratkaisu:

fix)=¢
S(x)=¢€"
g'(x)=4x

Joten h'(x) = g'(f(x)) - f(x) = 4" - & = 4>

Uolevin ratkaisu on véirin. Hin sievensi potenssin (e*)* védrin.

Korjattu ratkaisu:
h(x) = g(fix)) =2(e")* + 1 =2 + 1
h'(x) =2e* -2 =4e*

Marin ratkaisu on oikein, kuten ylla korjatuista ratkaisuista ndhdaan.
Huipun x-koordinaatti on derivaatan nollakohta.

S =x+b

f'x)=0,kunx=-b

Huipun y-koordinaatti on télloin
py=—Lp 3oL py
f(=b)= 2b +3 2( b)” +3.

Siis f(-b)= —%(—b)2 +3 eli muuttujan x avulla esitettynd
f(x)= —%xz +3.

Huippu piirtdd siis paraabelin y = —%xz +3.

Koska huippu piirtdé paraabelin y = —%xz + 3, niin ratkaistaan milloin

timi paraabeli leikkaa paraabelin y = x°.

—%xz+3»=x2
35302
5% =3 | 3
x’=2

x=+/2 tai x=-/2
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Koska alkuperdisen paraabelin huipun y-koordinaatti on —%bz +3, niin

huippu on paraabelilla y = x tdsmilleen silloin kun vakio b =+/2 tai

b=—/2.

Tarkistetaan tulokset dynaamisen matematiikan ohjelmalla.

V&

=2 -1 0 1 2 3
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749.  a) Kirjotetaan ympyrén yhtdlo ohjelman avulla keskpistemuotoon.
(x—1P2+@y-2a) =—a*—2a+1.

Témi yhtild esittdd ympyrii tismilleen silloin kun —a® — 2a + 1> 0.
Tamén epayhtilon ratkaisuksi saadaan ohjelman avulla

2 -1<a<2-1.

b) Ympyrin pinta-ala on suurin mahdollinen kun sen side v—a’ —2a +1
on suurin. Juuren arvo on suurin kun juurrettava —a* — 2a + 1 on
suurin. Lausekkeen —a® — 2a + 1 kuvaaja on alaspiin aukeava
paraabeli, joka saa suurimman arvonsa derivaatan nollakohdassa.

Nyt D(—a* = 2a+ 1) =2a - 2.
Derivaatan nollakohta on a = —1.

Ympyrén pinta-ala on suurin mahdollinen, kun a =—1:

Pinta-ala on tilldin my—(—1)’ —2-(—1)+1 =2m.
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750.  Funktio on médritelty, kun x* — x > 0.
¥ -x=0
x(x*—1)=0
x=0taix* ~1=0
x=1taix=-1

-1 0 1
X - - + +
2 r
x -1 + - - + 1— 1
x(x* = 1) - + - +

x® —x >0, eli funktio on méritelty kun —1 <x <0 tai x > 1.

Selvitetddn ddriarvot derivaatan avulla.
Merkitiin f{x) = In (x* — x).

fl(x): 1 .(3x2_1):3x2—1
- X

X3 X3 —X
2
X =X
3x°-1=0
3x*=1|:3
21
73
1
x=t—==0,6
NE)
Kohta x = % ei kuulu méarittelyalueeseen.
Derivaatan lausekkeessa nimittdji x* + x on koko méirittelyalueessa
positiivinen.

. 1
1 NG 0 1
3x° 1 + - + . y
X —x + + + 1 ~—_ "1
/@) + |- + | TA el
Sx) / N / v
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Funktiolla f'on paikallinen maksimi kohdassa x = — 1

+
f 5 =T I> (35

=In(- (f 3) T)

=1n(—F+3)\/1,)
F*ﬁ)

1n—

33

=In(—
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751.

f(x) = cos®x + sin x = (1 — sin® x) + sin x = —sin? x + sin x + 1
sin x on jaksollinen funktio ja sen perusjakso on 2w. Funktio f'saa siis
kaikki arvonsa valilla [0, 27x].

Derivoituva funktio saa suurimman ja pienimmén arvonsa vélin
padtepisteessd tai vilille kuuluvassa derivaatan nollakohdassa.
A0)=1

2y =1

f'(x)=(1—-2sin x) cos x

Vilille ]0, 2n[ kuuluvat derivaatan nollakohdat ovat

xz%, x=%, xz% ja x=37n
r&=2

r&=1

-3

FEE=-1

Viililla [0, 2x] ja siten myds koko reaalilukujoukossa funktion f'suurin

5. . .
arvo on - ja pienin arvo on 1.

Jatkuvana funktiona f'saa kaikki arvonsa suurimman ja pienimmén

arvonsa vililtd, joten sen arvojoukko on [—1, %].
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752.

Funktio f'on médritelty, kun x > 0. Funktio f'on jatkuva ja derivoituva

vililld [-,1], joten se saa suurimman ja pienimmén arvonsa vilin
e

péiéitepisteesséi tai vélille kuuluvassa derivaatan nollakohdassa.

f( )= —+1 —=%+lne"2=e—2z0,7
e 2
eT e
|
D= timi=1+0=1
S = it

1
f(x)=%+lnx=x 2+Inx

)C2
. 1 2.1 1 1 1 1
X)=—=x?+=—=- +==- +=
Sx) 2 X 2x% x  2xJx x
1 1
- +—==0
2xJx X
11
" [-2xvx #0
2x =1 |:2
_1
*/;‘2
x=1
4
| S U U 1.
f() \f ny l ny 2+1n4 0,6
2

Vililla [iz, 1] funktion suurin arvo on 1 ja pienin 2+ lnl.
e

Pienin arvo voidaan kirjoittaa halutessa eri muodoissa.

2+ln%=2+ln4" —2-In4=2-1n2>=2-2In2
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753.  Funktio f on mééritelty kaikilla muuttujan x arvoilla.
Tutkitaan funktion f'kulkua derivaatan avulla.

' _ 3x4—l
S ==y
() =0, kun x:—% (= —0,8) tai x=% (=0,8)
I S
BB X /(%) Merkki
S'x) - + - -1 -0,25 —
Sx) Ny / N\ 0 0,5 +
min.  maks. 1 —-0,25 -
427
f(_\/— - 8
7

f(%): 2

Kulkukaavion perusteella funktio f'voi saada minimiéan

Y27 . . 1 R .
— =——=" pienempii arvoja vain kun x >—=. Téll6in funktion
Al \/—) g P p ) 7
arvot ovat kuitenkin kahden positiivisen luvun osaméadrina positiivisia.
27

Funktion fpienin arvo on siis — A

4
Kulkukaavion perusteella funktio f'voi saada maksimiaan f (%) = §7

suurempia arvoja vain kun x < —%. Tall6in funktion arvot ovat

kuitenkin negatiivisen ja positiivisen luvun osamédrini negatiivisia.
27

Funktion f'suurin arvo on siis 2

Koska funktio f'on jatkuva, se saa kaikki arvot suurimman ja pienimmén

4 4
arvonsa valilti, eli vililta [~ §7, 57].
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754.

Funktio f(x)=+/3x ++15-3x on miiritelty, kun 3x > 0ja 15— 3x >0,
eli vdlilla 0 <x <5.

Suljetulla vililld jatkuva ja derivoituva funktio saa suurimman ja

pienimmén arvonsa vélin péétepisteessd tai vilille kuuluvassa derivaatan
nollakohdassa.

£(0)=~0++15 =15
F(5)=+15+0 =15

RO R N Y N
2 xJ=x+5

F1(x)=0, kun x = %
£)=30

Funktion suurin arvo on ~/30 ja pienin +/15.
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n

Kuvaajilla on yksi leikkauspiste, jos yhtélolla
—2x* +3x — 1 =x* = 2x* + 2x eli yhtilolld 3x° = 2x* —x+ 1=0on
tasmalleen yksi ratkaisu.

Selvitetdén yhtdlon ratkaisujen lukumaéiré tutkimalla funktion
h(x) = 3x* = 2x* — x + 1 nollakohtien lukuméirid derivaatan avulla.
h(x)=9x* —4x— 1

h'(x) =0, kun
4416436 _ 4++/52  4+/413 44213 2+413
xX= = = = = .
18 18 18 18 9
2-13 2++/13
9 9
' (x) + — +

h(x) / N /

Otetaan derivaatan nollakohdista likiarvot sijoittamisen helpottamiseksi.

2‘9JE ~-0,178 ja 2+9JE ~ 0,623

Madritetdén ndiden avulla funktion 4 dériarvot (likiarvot).
h(—0,178) =3 - (—0,178)* =2 - (—0,178)* — (-0,178) +1=1,0977>0
h(0,623) =3 - (0,623)’ — 2 - (0,623)* - 0,623 + 1 =10,326 >0

Kulkukaavion ja laskettujen arvojen perusteella kaikkialla jatkuvalla

213
=

funktiolla /% ei voi olla nollakohtia kun x >
h(—=10)=3 - (=10)’ =2 - (-10)* = (-10) + 1 =—-3189 <0

Niin ollen funktiolla 4 on ainakin yksi nollakohta vililla ]1-10, 2- Q/E
Kulkukavion perusteella funktiolla / on korkeintaan yksi nollakohta kun
2-13

5

[.

x <

Funktiolla / on siis tismélleen yksi nollakohta, joten yhtélolla
3x’ — 2x* — x + 1= 0 on yksi ratkaisu ja funktioiden fja g kuvaajilla on
tasmailleen yksi leikkauspiste.
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756. a) f(x)=—2
1+e"

, e -(l+e')—e"-e" ¢ 42 —e¥ ¥

f(x)= ( ) _e +e e _ e

(1+e")>? (1+e*)? (1+e°)

Kahden positiivisen luvun osaméérand derivaatta on aina positiivinen,
ja ndin ollen funktio f'on kasvava, kun x € R.

b) fix)=—-2"+x*
f'(x)=-2In2 +2x

2*>0jaln2>0, joten aina —2* In 2 < 0.

Kun x <0 myo6s 2x < 0.
Néin ollen vililld x < 0 pétee f'(x) =—2"In 2 +2x < 0.

Funktio f'on siis vdhenevi, kun x < 0.
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757.

Yhtdlon ¢ *¢ = x eli yhtdlon e "¢ — x = 0 ratkaisut ovat samat kuin
funktion f{x) = ¢' "¢ — x nollakohdat. Funktio ¢**“ — 1 on jatkuva funktio.
Tutkitaan funktion f'kulkua derivaatan avulla.

f=eti—1

f'(x)=0, kun x = —a.

—a
f'(x) - t+
fx) N |/

Funktion fpienin arvo saavutetaan derivaatan nollakohdassa ja se on
fla)=1+a.

Jos funktion f'pienin arvo on positiivinen, funktiolla ei ole nollakohtia.
Funktion pienin arvo 1 + a on positiivinen eli 1 + a > 0 kun a > —1.

Jos funktion fpienin arvo on 0, funktiolla on nollakohta.
Funktion pienin arvo 1 +aonOelil +a=0kuna=-1.

Jos funktion fpienin arvo on negatiivinen, funktiolla voi kulkukaavion
perusteella olla nollakohtia nolla, yksi tai enintéén kaksi.
Funktion pienin arvo 1 + a on negatiivinen eli 1 + a <0 kun a <-1.

Tarkastellaan nyt tapausta a < —1:

Funktiolla voi olla nollakohta vileilld x < —a ja x > —a.

Tarkastellaan ensin valid x < —a.

Kun a < -1, niin minimikohta x = —a on positiivinen. Tall6in kohta x =0
on vililld x <—a.

Nyt f{0) = *** — 0 = &%, joka on positiivinen, kun a < —1.

Funktiolla f on siis nollakohta valilld ]0, —a[, koska vélin padtepisteissa
jatkuvan funktion arvot ovat erimerkkiset. Funktiolla on siis tarkalleen
yksi nollakohta vililld x <—a.

Tarkastellaan sitten valid x > —a.
Koska a <—1, niin —a <—2a, joten x = —2a on vililld x > —a.

fi2a)=e*""—(2a)=e“+2a, kuna < 1.
Lausekkeen e + 2a merkkid ei voi méarittdd suoraan.
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Merkitédédn g(a) = (—2a) = e * + 2a ja tutkitaan néin saadun funktion g

merkkié derivaatan g avulla.

gay=—e+2

Selvitetdédn derivaattafunktion g 'merkki, kun a <—1.

g'(@)=0,kuna=-In2 (=-0,69...).

Derivaattafunktiolla ei ole nollakohtaa vililld a <—1, joten se on tilla

vélilla kaikkialla saman merkkinen.

Koska g’(-2) =-5,39 <0, niin funktio g on viheneva vililld a <-1.
-1

g: - |

g T |

Funktion g pienin arvo saavutetaan kohdassa x = —1.

Nytg(-1)=e " +2-(-1)=e—-2=0,718...>0

Koska funktion g pienin arvo on siis positiivinen, eli g(a) > 0, on siten
my0s f(—2a) > 0.

Koska f{—2a) > 0 ja fl—a) < 0, niin funktiolla f on nollakohta vililla
]—a, 2a[, kun a <-1.

Funktiolla f'on siis nollakohdat véleilld x < —a ja x > —a, eli funktiolla fon
kaksi nollakohtaa, kun a <-1.

Edelld olleen perusteella voidaan todeta, etti yhtilolld ' "¢ = x
- ei ole ratkaisuja, kun a > -1

- on yksi ratkaisu, kun a =—1

- on kaksi ratkaisua, kun a <—1.
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Kirjoitetaan funktion lauseke ilman itseisarvoja.
f(xX)=¢" —alx—1|

_{e"—a(x—l), kunx—-1>0

et —a(—=(x-1)), kunx—1<0

_{e* —ax+a, kunx =1

“le*+ax—a, kunx<1

ooy je —a, kunx>1
! (x)_{e" +a, kunx<1
Jotta funktio f'olisi jatkuva, kunx > 1 onoltavae* —a>0elie > a
kaikilla x > 1.
Koska ' on kasvava, niin vililld x > 1 kaikille ¢* pitee ' > e' eli
eli €' > e. Ehto &* > q toteutuu tilld vililld, kun a <e.

Kun x <1 on oltava ¢* + a > 0 kaikilla x < 1.

Jos a > 0, niin summa e* + a > 0.

Jos a <0, yhtdlolld e* + a = 0 on ratkaisu, joten epéyhtdlo e* +a > 0 ei
toteudu kaikilla x:n arvoilla.

Yhdistimalld edellé padtellyt ehdot saadaan 0 <a <e.
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759.

lon,OSI
H=—-%
f( ) e0,0St +4
o
i =—2—
t
(e® +4)°

Selvésti f'(¢) > 0 kaikilla ¢, eli se kasvaa kaikkialla.
Funktio kasvaa nopeimmin silloin, kun derivaatan /" arvo on suurin.

Tutkitaan, milloin nédin kdy funktion ftoisen derivaatan avulla.
TR
" —620 e20 -4
fr ===
10(e* +4)

F)=0,kunt=401n2=27.7...

40In2 1(2) Merkki
JQU) + - 20 | 0,001... +
S / N\ 30 | —00003... —

Derivaatta saa suurimman arvon, eli funktio kasvaa nopeiten, kun
t=40In2=27,7... eli 28. péivén aikana.

f'(40In2)= %z 0,125. Koska yksikkdnad on tuhannet yksilot, populaatio

kasvaa tdlloin 125 yksilda vuorokaudessa.
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760.  Muodostetaan pisteen (xo, yo) kautta kulkevan tangentin yhtilo.

fx)=x
Sf'x)=2x
S'(x0) = 2x0

Tangentin yhtild on siis
¥ — Yo = 2x0(x — Xo).

Muodostuvan suorakulmaisen kolmion Ay

kateetit ovat pisteen (1, 0) ja tangentin ja /
x-akselin leikkauskohdan vélinen jana

seka pisteen (1, 0) ja sen tangentin

. . IO 05 [0, Yo)
pisteen, jossa x = 1, vilinen etéisyys.
X
. - S 05 0 05 15
Ratkaistaan, missé tangentti leikkaa x-
akselin.
_ . _ Yo
0 — yo = 2xo(x — X0), mistd saadaan x =Xx, iy
X,
0

Koska vililld ]0, 1] paraabeli y = x* on kasvava, tangentti on nouseva
suora ja siten tdma leikkauskohta on kohdan x = 1 vasemmalla puolella.

Yo Yo
= )=1- =,
ZxO) %o o

0

x-akselilla olevan janan pituus on siis 1—(x, —

Kun x = 1 tangentille pétee y —yo = 2xo(1 — xo), misté saadaan
¥ =—2x¢" + 2xo + yo. Toisen kateetin pituus on siis —2xo® + 2xo + yo.

Kolmion pinta-ala on siis
(2x,> =2x, - ¥,)’
4x,

1 Yo 2
—(I-x,+=)(2x, +2x,+y,) =
2 0 2x0 0 0 0

Koska piste (xo, yo) on kiyrilld y = x?, niin yo = xo”. Niin kolmion pinta-
x,(x, —2)°

alan lauseke saadaan muotoon A(x,) = 4
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Etsitddn funktion suurin arvo derivaatan avulla.
(xo - 2)(3xo B 2)

A'(xo) = 4
A'(xo) = 0, kun x, :% tai kun xo = 2.
o 2 |
, 3 X0 A'( x0) Merkki
A'(x0) + - 03| 04... +
A(xo) / N\ 0,8 | —0,1... -

Pinta-ala on suurin kun x, = %
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761.  Muki on mahdollisimman kevyt, kun siihen kuluu

mahdollisimman vidhin materiaalia, eli kun sen -

pinta-ala on mahdollisimman pieni.

Pohjan pinta-ala on A4, =7’ (cm)

Vaipan pinta-ala on 4, =2nrh (cm). g

Mukin pinta-ala on siis
n + 2nrh.

Eliminoidaan toinen muuttujista » ja / sen tiedon avulla, etti tdlkin
tilavuus on 1 1= 1 dm’ = 1000 cm”.
wr*h=1000 |:mr’

5, = 1000

o’

Etsitéén siis funktion f(r)=mnr’" +2mr- 1000 _ wt + &FOO

2
r

pienin arvo

derivaatan avulla.

1) =27 — 2090
r
() =0,kun r=29 (~638..)
NE
o 10
n | /() | Merkki
JAG) - + 4 | —99.38... -
Ar) N | 7 | 3.1.. +
Pinta-ala on pienin kun r = 10 (~6,82...cm)
NE
e, 1000 10
Téalloin h = =—— (=6,82...cm).
we  Yx )
Mukin pohjan halkaisija on siis 2 -% ~13,65....~13,7 (cm) ja korkeus
T

10 _682.. ~6,8 (cm).

In
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762.  Olkoon r lierién pohjaympyrén séde ja 4 lierion korkeus. Lierion tilavuus
on tilldin V = mrh.

Koska pallon sisélld oleva kappale on suora ympyrapohjainen lierio, niin
Pythagoraan lauseen nojalla saadaan

(r+ry +h*=1+1)
Qr) + 1 =2

s _4-0
ro= 4 .
Lierion tilavuus voidaan nyt esittdd korkeuden /4 avulla:
2
V(h):n4_4h h, h>0.

Etsitddn tilavuusfunktion 7 suurin arvo derivaatan avulla.

Vi) = —(3h24— Hn

Vi(h)=0, kun (h = — 2\/—)ta1knh—2\/— (~1,15)

243
0 == 1
3 h V'(h) Merkki

V() nalll | 0. T

Vih A BN 12| —02... -
Tilavuus on suurin kun % = %

2

Talloin 7* _4 4h g joten r—% (tairz—@ ).
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Siis lierion korkeus on % ja pohjaympyréan side %

Lierion tilavuus on télloin V(% = 4n$/§ ja ympyrin tilavuus on
4 p24
Vy = 3 1 3T
413
Tilavuuksien suhde on — 2 = g =+/3:3.
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763.

Pohjien yhteispinta-ala on 4, =2m7*(cm®)

Vaipan pinta-ala on 4, =2mnrh (cm®). -
Pohjamateriaalin hinta 2 €/m? on kaksinkertainen h
verrattuna vaippamateriaalin hintaan 1 €/m?.

Tehtdvissi ei tarvitse madrittaa tolkin

materiaaleihin menevéd hintaa, joten riittad g
huomioida, ettd pohjien materiaali on kaksi kertaa

kalliimpaa kuin vaipan materiaali. Tutkitaan siis lauseketta
2 - 2m? + 2nrh = 4n + 2mrh.

Eliminoidaan toinen muuttujista » ja 4 sen tiedon avulla, etté t6lkin
tilavuus on 1000 cm’.

wr*h=1000 |: 7’

j— 1000
i
Etsitéin siis funktion f(r)=4mr’ +2rm- 10020 = 4qr? +@ pienin arvo
r

derivaatan avulla.

£(r)=8mr — 2000
f(r)=0,kun r= Si/; (=43..)

0 52
r f( Merkki
NAG) - + 2 | —449.7... -
S N |/ 5 | 456... +

Materiaalinhinta on pienin kun » = Si/z .
T

Tallsin / =1090 - 20§P.
s T

ECER
sz

Korkeuden ja pohjan halkaisijan suhde on tallom —=
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764.

Merkitéén etdisyyttd isommasta Dracosta
kirjaimella x, jolloin etéisyys Nidistd on . Draco
200 — x.

Koska tulisuihkun vaikutus on suoraan
verrannollinen lohikiirmeen kokoon ja ¢ - 200
kééntden verrannollinen etdisyyden kolmanteen

potenssiin vaikutuksille saadaan seuraavat 200- x
lausekkeet: ® Nid

2
Draco: —?
X

Nid: —%4—
(200-x)
missd a on verrannollisuuskerroin, a > 0.

Molempien tulisuihkujen yhteisvaikutusta voida kuvata funktiolla

2a a
X)="F5+——.
S ¥ (200-x)’
Selvitetdédn, milloin yhteisvaikutus on pienin derivaatan avulla.
' 3a 6a
X)=—"T"——+—
S (x-200)* x*
f'(x)=0,kunx = 108,6... taix = 1257,04...

, 0 108,6... 200 X /(%) Merkki
f'(x) - + 100 —3a

. 108 -
/) > A 150 1679?08 i

Tulisuihkujen vaikutus on pienin kun kulkijan etdisyys Dracosta on noin
109 kyynéraa.
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765.  Sektorin kaari on kartion pohjaympyran keha. Sektorin sédde on kartion
sivujana.

3
b
3 ;
Kirjoitetaan ensin kaaren pituus b kulman « avulla.
Kun kéytetddn kulman « yksikkoné radiaaneja patee o = b , mistd

3
saadaan b = 3a.

Koska tdmé on kartion pohjaympyran kehén pituus, kartion pohjaympyrin
siteeksi » saadaan

2nr=b |2=n
b
21
_3a
2’

Kartion korkeus saadaan Pythagoraan lauseen avulla:
h2 3 -

—9_ (3a
9o’

2

9-— (tai h=

2
n2 )

Kartion tilavuus on nyt
2

V(a)— = ) a 9a 4n

Selvitetddn, milloin kartion tilavuus on suurin derivaatan avulla.
Vi(a)= 9av4n’ —a® 90’
4n* 8n’Van® - o’
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V() =0, kun (a = —%) tai kun o = 0 tai kun a = 2n7/6 (=5,1).

3
o V'(a) Merkki
4 209... +
6 | —10,6... -
0 2“;/3 on
V(o) + -
V(o) AN

Kartion tilavuus on suurin, kun kulma « =

27/6
=
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766. a) Sovitetaan ohjelman komennoilla pisteisiin sinikdyrd ja kolmannen

asteen polynomi. Kertoimet on mééritetty 2 desimaalin tarkkuudella
(pyOristys 2 desimaalia).

- Funktio -
~® f(x) = 1+ 1.01 sin(1.37 x — 1.45)
@ g(x) = —0.22x3 4+ 0.64 x> 4+ 0.55 x
Piste
~ Piirtoalue

i C~

b) Lasketaan ohjelmaan tallennettujen funktioiden avulla kysytyt
kaarevuudet.

Sinikéyrélla saadaan ks(2,3) = 1,500...

Kolmannen asteen polynomilla saadaan kp(2,3) = 0,935...
» CAS

4| abs(f'(2,3)Vsqrt((1+(F(2,3))"2)"3)
~ 1.5004

2 | abs(g"(2,3)Vsart((1+(g'(2.3))"2)"3)
= 0.9358

Sinik&yrélla on siis suurempi kaarevuus.
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767.

Ratkaistaan yhtildsti 2x* + y* = 6 muuttuja y, jolloin saadaan
y=v6-2x" tai y=—v6-2x".
Koska niin halutaan méaérittda funktio y(x), jolle y(1) = —2, niin valitaan

y(x)=—V6-2x". Tallsin y(1)=—/6-2-1 =-2.

Tangentti kulkee pisteen (1, —2) kautta ja sen kulmakerroin on y'(1).
V2x
y'(x)=
N3—x?
ya=1

Tangentin yhtild on siis y — (=2) = 1(x — 1), misti saadaan y = x — 3.

Tangentti leikkaa x-akselin, kun y = 0:
Yhtélon 0 =x — 3 ratkaisu on x = 3, joten tangentti leikkaa x-akselin
pisteessi (3, 0).
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768.

Muuttujien a ja b vilille
saadaan yhteys
puolisuunnikkaan pinta-alan
avulla:

a+c
-h=15
2

Kuvan suorakulmaisesta
kolmiosta saadaan

cos45° :%, josta saadaan s =bcos45°=

b2
2

Sivun ¢ pituus on a + 2d. Téssd my0s d saadaan samasta suorakulmaisesta
kolmiosta.

b2
2

sin45° =%, josta saadaan d = bsin45° =

b2
2
suunnikkaan pinta-alasta saadaan yhtélo
5. b\2

2 b2,

2 2
Ratkaistaan ohjelmalla téstd yhtilosta a.
—(b* =30)\2
2b )

ja korkeus /4 on &, joten

2

Sivun ¢ pituus on siis a +2-

a+a+
5.

Saadaan a =
— 2 —_—
Nyt a+2b= (bz—zo)\/z

1(b)= W +2b,

+ 2b, joten virtausvastusta kuvaa funktio
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— 2 —
Etsitddn funktion f(b)= (bz—z())\/i +2b pienin arvo derivaatan
avulla.
—(b* (V2 -4)+30v2)
' b —
1'(b) Y%
f'(b)=0,kun b=-4,0... tai kun b = 4,0506...
0 4,0. .o b fl(b) Merkki
L) = - 2 | —40... -
fb) N | S 6 0,7.. +
Lausekkeen a + 2b arvo on pienin kun b = 4,0506... (dm).
2
a= w —~2,372... (dm)

Siis a = 23,7 cm ja b = 40,5 cm.
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SYVENTAVAT TEHTAVAT

769. Jos funktio fon derivoituva kohdassa x = a, niin raja-arvo

f'(a)= limw on olemassa.

xX—a

Funktio on derivoituva kohdassa x = —a, mikali raja-arvo

=—/(a)
lim M = lim M on olemassa.
x—-a X — (—a) x——a xX+a

Jotta padstaan kayttdmaian tietoa derivaatan f'(¢) olemassaolosta, tehdddn
muuttujanvaihto: merkitdén x = —y. Télldin x — —a tarkoittaa samaa kuin

y—a.
=/
lim f(x) + f(a) — llmf(_y) + f(a)
X—>—a x+a yoa —y +a
i =L+ f (@)
y—a -y +a
U 0) = S (@)
yoa —(y=a)
y—a y —da

—/f"(a)

=/'(a)

On siis osoitettu, ettd f'(—a) = liqi% = f'(a) eli etté funktio f

on derivoituva kohdassa x = —a ja f'(—a) = f'(a).
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770.  Koska kyseessé on toisen asteen yhtélo, on oltava a # 0. Yhtilon

—1+xv1—-a
a

ratkaisuksi saadaan tilldin ohjelmalla x =

Koska |a] < 1, niin tdll6in 1 — a > 0, ja yhtélolld on kaksi ratkaisua eli
juurta.

Lasketaan ohjelmalla yhtilon juurten raja-arvo kun a — 0.

lim=LtVl-a \/1 —a__1
a—0 2
hng —1-v 2 e raja-arvoa

Kun a = 0, yhtilé on muotoa 2x + 1 = 0, jonka ratkaisu on x = —%.

—1++l-a

Ratkaisun ———— raja-arvo on siis sama kuin arvoa a = 0 vastaavan
a

yhtélon juuri.
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771.

Funktio f'on jatkuva kohdassa x = b, jos f(b) = 1irE f(x)= lir? f(x).

fib) = ab*+ 3b
lim f(x) =5’ +a’b

lirgl f(x)=ab’ +3b

Funktio on siis jatkuva kohdassa x = b, jos ab® +3b=—b" +a’b.
Selvitetddn tistd ehto vakiolle b.
ab®* +3b=-b*+a’b
ab> +3b+b* —a’b=0
b(ab+3+b-a*)=0
b=0tai ab+3+b—a’=0
(a+D)b=a*-3

Jos a # —1, saadaan b ratkaistua yhtilosti (a + 1)b = a* — 3:
(a+Db=a’ -3 ||:(a+1)
a+1

Jos a =—1, yhtilosti (a + 1)b = a* — 3 tulee yhtild 0 = 2, jolla ei ole
ratkaisuja.

Funktio f on siis jatkuva, kun b = 0, jolloin a voi olla miké tahansa
2

reaaliluku, sekd kun b =4 =3
a+l

,missd a #—1.
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772.  a) Epéayhtdlo f(x) > 2 voidaan kirjoittaa myds muodossa fix) —2 > 0.
Merkitéédn g(x) = f{x) — 2 ja paételladn funktioksi g sopiva funktio.

Koska epéayhtdlon g(x) > 0 ratkaisu on —1 <x <0 tai 1 <x <2, niin
funktion g nollakohdat ovat x =—1, x =0, x = 1 ja x = 2. Erés funktio,
jolla on ndmé nollakohdat eikd muita, on (x + 1) x (x — 1) (x — 2).
Tehdddn tdimén funktion merkkikaavio ja katsotaan, kelpaako se.

-1 0 1 2
x+1 — + + + +
X — — + + +
x—1 - - - + +
x—2 - - - - +
g)  + | — |+ +

Merkit ovat juuri toisinpdin kuin mita haluttiin.
Voidaan siis valita
g)=—(x+Dx(x—1)(x-2)=—x"+2x>+ x> — 2x.

Talldin fx) = g(x) + 2 = —x*+2x° + x> = 2x + 2.
Tarkistetaan vield piirtdmalld funktion f'kuvaaja.

ly y=-z 423 L g2 2012

\a

Rationaalifunktio on funktio, joka voidaan esittdd kahden polynomin
osamaarand. Kaikki polynomifunktiot ovat myds rationaalifunktioita,
silld nimittéjdksi voidaan valita vakiofunktio 1. Funktio f on siis

pyydettya tyyppia.
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b) Koska funktio g ei saa negatiivisia arvoja, ja sen derivaatalla tulee olla
kaksi nollakohtaa, valitaan funktioksi g neljannen asteen polynomi,
jolloin sen derivaatta on kolmannen asteen polynomi.

Kokeillaan funktiota g(x) = x* + x%, joka selviisti saa vain ei-
negatiivisia arvoja.

Nyt g'(x) = 4x® + 2x = 2x(2x* + 1). Tilld on kuitenkin vain yksi
nollakohta.

Mietitddn sitten derivaatan g’ kautta:

Derivaatalla tulee olla kaksi nollakohtaa, joten valitaan esimerkiksi
g =x(x—1)=x-x".

Nyt derivaatan nollakohdat ovat x =0jax=1.

Nyt saadaan g(x) = %x“ —%x3 +C.

Murtolukujen vilttaimiseksi valitaan kuitenkin

g'(x) = 12x*(x — 1) = 12x° — 12x°, jolloin saadaan

glx)=3x" -4’ + C.

Valitaan vakio C siten ettd funktion g pienin arvo ei ole negatiivinen.

0 1
PO R N
W [N N[/

gH=3-4+C=-1+C
Voidaan siis valita esimerkiksi g(x) = 3x* — 4x® + 1.
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773.  a) Funktio g on derivoituva kohdassa x = 0, mikéli raja-arvo

hrr(}g ()= § ©) on olemassa.
g EO=EO) 2/ =01O I )y

Koska funktio f on jatkuva kohdassa x = 0, on lin(} f(x)=£(0).

Siis limM

x>0 X_O

=lim /(x) = £ (0)

On siis osoitettu, ettd funktio g on derivoituva kohdassa x = 0 ja etti

g'(0)=7(0).

b) Kohdan a mukaisesti:

e N L

Nyt, koska funktiosta f'ei tiedetd muuta kuin ettd —2 < f(x) < 2, niin ei
tiedetd, onko raja-arvo ling f(x) olemassa vai ei.
R d

Funktion g derivoituvuudesta kohdassa x = 0 ei siis voida sanoa mitdan
annettujen tietojen perusteella.

x—0 X — 0 raO xﬁO £1£1’(}(Xf()(f))

Koska =2 < f(x) <2 eli [f(x)| <2 kaikilla x, niin 0 < |x f(x)| < 2|x|
kaikilla x ja koska lin}) 2| x|=0, my0s lin}) | xf(x) |=0. Niinpa
x—> x—>

lin?)(xf (x))=0.

Siis lim
x—>0

PEZHO) _ i (1) = 0.

On siis osoitettu, ettd funktio /# on derivoituva kohdassa x = 0 ja etti
h'(0)=0.
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774.  Piirretddn ensin kuva. Kuvassa a > 0.

b

Suora s kulkee pisteiden (a, fla)) ja (—a, g(—a)) kautta ja kun a # 0, sen
kulmakerroin on

f(a)—g(=a) _ 24> -3a —g_3

a—(—a) 2a 2°

Madritetdén raja-arvo, kun @ — 0.

. 3 3
| —=)=-=.
lim(a=3)==3
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775.

Tutkitaan funktion f'kulkua derivaatan avulla.
f1(x) = 3x*+ 2ax —

Jos a =0, derivaatta f'(x) = 3x* on aina ei-negatiivinen ja silli on vain
yksi nollakohta x = 0, joten funktio f on kasvava. Talloin funktiolla f'ei voi
olla kolmea nollakohtaa.

Jos a # 0, derivaatan nollakohdat, eli yhtilon 3x% + 2ax — a* = 0 ratkaisut

saadaan ohjelmalla, jane ovatx =—a ja x = %.

Kulkukaaviolle on kaksi vaihtoehtoa riippuen siitd, onko luku a
positiivinen vai negatiivinen.

Tarkastetaan ensin vaihtoehto a > 0. Derivaatan /' kuvaaja on ylospéin
aukeava paraabeli, joten derivaatta on negatiivinen nollakohtiensa vélissi
ja positiivinen muualla.

- a
“ 3
fo [+ [ = [+
Sx) / hN /
—N=a+1i ay _ _i 3
flma)=a’+1]ja f(3) 1 74
Koska f'on kolmannen asteen polynomi, silld on kolme nollakohtaa, jos
f(=a)>0
r&<o.
Ohjelmalla tdmén epayhtéloryhmén ratkaisuksi saadaan
3
a>-—= (=175
NG ( )

Kaikki ndma luvut toteuttavat ehdon a > 0, joten funktiolla on kolme

nollakohtaa, kun a > %

g
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776.

Tarkastetaan sitten vaihtoehto a < 0.

—a

J(x) + - +
Sx) / N /

w(

f&)=1-2a jafi-a)=a’+ 1

Koska f'on kolmannen asteen polynomi, nollakohtia on nyt kolme, jos
f&)>0
f(=a)<O0.

Ohjelmalla tdmén epayhtéloryhmén ratkaisuksi saadaan a <—1.
Kaikki ndma luvut toteuttavat ehdon a < 0, joten funktiolla on kolme
nollakohtaa, kun a < —1.

Funktiolla f on siis kolme nollakohtaa, kun a <—1 tai a > %

Esimerkiksi funktio f(x) = x* on pariton ja kasvava:

f(x)= (20 = =" =~ (v)

f'(x) = 3x* > 0 kaikilla x ja derivaatta on 0 vain, kun x = 0, joten fon
kasvava.

Esimerkiksi sinifunktio on pariton, mutta ei kasvava:
sin (—x) = —sin x, joten sini on pariton funktio. Sini saa samat arvot aina

2m vélein, joten se ei ole kasvava.

Oletetaan, ettd / on pariton ja jatkuva. Télloin
lim £ (—x) = lim(~/ (x)) = ~lim(f (x))

%,—/
Q) S(0)

Yhtilostd £(0) = —f(0) saadaan 2/ (0) = 0 ja edelleen £(0) = 0.
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7717.

Yhtilon x” + x> + 6x = a eli yhtilén x” + x* + 6x — a = 0 ratkaisut ovat

samat kuin funktion f(x) = x’ + x* + 6x — a nollakohdat. Tutkitaan
funktion f’kulkua.

f(x)=Tx"+2x+6
Pakollisten kurssien tiedoilla derivaatan nollakohtia ei osata maarittaa.
Tutkitaan derivaattafunktion 1’ kulkua sen derivaatan /" avulla.

() =42x° + 2
Toisen derivaatan /" nollakohta on yhtilon 42x° + 2 = 0 ratkaisu.
2x°+2=0

[ 1
= 5~ —
X T 0,54

Sx) - + x> on kasvava

S 1 N |/

Tarkistetaan, miké on derivaatan merkki minimikohdassaan.
' 1 1 6 1
Sl—— V=7 . (5| —— oS ~
G 21) 7-( 21) +2-3 21+6 5,1>0

Koska derivaattafunktion f” pienin arvo on positiivinen, derivaatta saa

vain positiivisia arvoja. Néin ollen funktio f on kasvava ja ndin ollen silld
on enintdén yksi nollakohta.

Koska f'on seitseminnen asteen polynomifunktio, silld on ainakin yksi
nollakohta.

Koska funktiolla f'on nédin néytetty olevan tasan 1 nollakohta vakion a
arvosta riippumatta, yhtilslld x’ + x* + 6x = @ on aina yksi ratkaisu.
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778.

Tehtdvaannon perusteella tiedetddn siis seuraavat asiat:

S+ =fxy )
f0)=1
S(x)-f(0) _
x—0 =/

raja-arvo lim '(0) on olemassa.
x—0

Tarkastellaan sitten erotusosamiérén raja-arvoa kohdassa x = a.

i L) = (@)

x—a XxX—da

Jotta padstdadn kiyttdmaiin tietoa derivaatan f'(0) olemassaolosta, tehddin
muuttujanvaihto: merkitdén x = a + A. Talloin x — a tarkoittaa samaa
kuin & — 0.

SO = f(@) _ i [@+ )+ f(@)

lim
x—>a xX—a h—0 at+h-a
NGIORI0)
i L@ )1
i f(a)M
Koska 11m JSx ) f ©) = £'(0), nyt saadaan

an tim /(@)L LD 0 r10)= 110) £ (@)

x—a h—0

On siis osoitettu, ettd f on derivoituva kohdassa x = a ja
f'(a)=1"(0) f(a). Koska luvusta a ei oletettu mitdén, timén perusteella
funktio fon derivoituva kaikkialla ja f'(x) = f'(0)f(x) kaikilla x.

Mika tahansa muotoa a* oleva funktio (a > 0) toteuttaa tehtdvéinannon
ehdot. Valitaan vaikkapa f(x) = e":

e =¢ee

=1

ja e on eksponenttifunktiona derivoituva, kun x = 0.
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Toinen tapa:

Jx+h) = f(x)
. :

Kéytetddn derivaatan mairitelmin muotoa f'(x)= £1rr(}
o

f(X+h) S _im f(X)f(h) J ()

tim /(x )f(h) !
tim / (x )f(0+h) /)
- F(01'0)

Mikaé tahansa muotoa a* oleva funktio toteuttaa tehtdvanannon ehdot.
Valitaan vaikkapa f(x) = e":

&r=ee

=1

ja e on eksponenttifunktiona derivoituva, kun x = 0.
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779. a)

x _ 0
llmf(X)_f(0)=11m1+|x| 1+|O|
x—0 X — x—0 X

X

I

- x—0 X

_ 1

- x—0 1 + |.x|

1

“Tr0 )
Koska erotusosamairélld on raja-arvo, funktio f'on derivoituva, kun
x=0.

b) Kohdan a laskun perusteella /' (0) = 1.
5080 SISO L=

lim$
x—0 X — O x—0 X x—0
Muodostetaan derivaattaftunktion /' lauseke.
. %, kunx >0
S(x)= =y
1+|x| 2 kunx<0
1-x
Lk
—, kunx>0
(x+1)
f'(x)=11, kunx =0
1 -, kunx<0
(x=1)

Funktion g(x) = f"'(x) erotusosaméérin raja-arvo kohdassa nolla on siis
madritettdva toispuolisten raja-arvojen avulla.
1

-1
i SO _ iy S0, (= 1) 5
x—0- X — x—>0- x~>0—
#_1
U 2
i S0O=0) _ iy SO=1_ gy G4DT
x—0+ X — 0 x—0+ xa0+ X

Koska toispuoliset raja-arvot ovat eri suuret, erotusosaméérillé ei ole
raja-arvoa ja funktio g ei siten ole derivoituva kohdassa x = 0.
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Derivaatan médritelman mukaan f'(x)= 11“3%‘
Koska vililli —1 < x < 1 pitee f{x) = 1 + 2x + x*f{x?), saadaan
A)=1+0+0-£0)=1.
f@-fO) ST

x—0

x—0 X

Siis lim
x—0
Koska tarkastellaan raja-arvoa, kun x ldhestyy nollaa, rajoitutaan valille
—1 <x <1, jolloin saadaan
2 2
lirnf(x) 1 zlim1+2x+x f(x)—-1

x—0 X x>0 X
. 2x+xf(x?
2 ()

=1i
x—0 X
= 1in3(2 +xf(x*))

Koska lim f(x)=1 ja 1irr(}x2 =0, saadaan lingf(xz) =1.

Néin saadaan 1irr(}(2 +xf(x*)=2+0-1=2.

Siis £'(0) = 1ingw = lim(2 + /(")) = 2.
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781.

Oletetaan, ettd “mahdollisimman pieni” tarkoittaa, ettd pyramidi on
tilavuudeltaan mahdollisimman pieni.

C C
B A B

Pallon tilavuus on V,,,, =§

TR,

Kuvan merkinnéilld pyramidin tilavuus on V, %-(ZAB)2 -AC.

'yramidi =

Pyritdén ilmoittamaan pituudet 4B ja AC kirjaimen R avulla.

Kuvassa olevat kolmiot ABC ja DEC ovat yhdenmuotoisia, silld ne
molemmat ovat suorakulmaisia ja niissi on yhteinen kulma C.

Merkitddn AC = h. Télloin EC=h — R.
Pythagoraan lauseella saadaan kolmiosta EDC
EC*=DC* + ED?

DC*=EC* - ED?

DC*=(h—R’-R?

DC=~W —2hR (tai DC=—I* —2hR).

AB _ AC cli

Vastinosien suhteena saadaan ——
DE  DC

AB _
R 4/2_

AB =—————

Vh’ —2hR

, Josta edelleen
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Pyramidin tilavuus on siis
1 2 1 hR 2 4h*R*
L =T ZAB 'A =" 2— =
VPyr'd-lnldl 3 ( ) C 3 ( (hz _ 2—hR ) 3(2R _ h)

. _ 4R . . :
Etsitddn funktion V(h) = 30R—T QR-1) pienin arvo derivaatan avulla.
, 4h(h—4R)R’

V'(h)= An(hZAR)R )2
3(h—2R)
V'(h)=0,kun h = 4R tai h = 0.

0 4R h V'(h) Merkki
V(h) \n /l SR 20R? +
27
Pyramidin tilavuus on siis pienin, kun /# = 4R. T4ll6in tilavuus on
3
V(4R)= ”TR.
Pallon ja pyramidin tilavuuksien suhde on
4 3
VPallo _3T[R _E_n.S
—Palo -2 =g
VPyramidi 32R 8

3
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782.

Kuvan merkinnoilld halutaan siis =~
madrittdd kulma «<xEAD kun
janan 4B pituus on

mahdollisimman pieni.
100 m E

Kulmat «<EFB ja <ADE ovat
suoria, koska puun etéisyys 60m
kéytavistd mitataan aina
kohtisuorasti. c D A

Kolmiot DAFE ja FEB ovat yhdenmuotoisia, silld niissd on molemmissa
suora kulma ja kulmat 4 ja £ ovat samankohtaisina kulmina yhté suuret.

. BE _ 100
Vastinosien suhteena saadaan A= DA
DA saadaan Pythagoraan lauseen avulla.

DA? = EA? — 60?

DA=~EA>-3600 (tai DA=-—EA*-3600)

BE _ 100

Nyt siis === = ———————_ Ratkaistaan téstid BE:
EA JEA* 3600
BE-_ 100E4
VEA* =3600
Oikopolun pituus on nyt BE + EA=——90E4 | g4 missi E4 > 60.
EA* —3600

Merkitddan selvyyden vuoksi £4 = x, jolloin oikopolun pituuden kertoo
funktio
100x

f= Vx* =3600

+ X.
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Etsitdén tdmén funktion pienin arvo derivaatan avulla.
360000
f')=1- :
(x> =3600)~x* —3600
x)=0,kunx=-93,0... taix=93,0...
f'x)=0,k 93,0 ix=293,0

, 60  93,0... x /(%) Merkki
S'X) - + 70 | —6,6... —
Sfx) N /! 100 | 0,2... +

Oikopolun pituus on siis pienin,
kun x =93,0... (m).

Nyt kysytty kulma saadaan kolmiosta DAE sinin avulla.
. 60
EAD) =
sin(=£AD) =53 0.
XEAD =40,14...°
XEAD =~ 40°
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783.

Piirretddn funktion fkuvaaja. Piirretddn kuvaaja ensin yhdelld jakson
pituisella vélilld —1 <x <1 ja toistetaan titd molempiin suuntiin.

y y=f(z)

-4 -3 -2 =i @ 1 2 3 4

Funktio f'ei ole derivoituva kohdissa x = n, missd n on kokonaisluku,
koska niissd kohdissa funktion erotusosamairén toispuoliset raja-arvot
ovat erisuuret. Kuvassa tdmé nékyy siten, ettd funktion kuvaajassa on
ndissd kohdissa kulma: nouseva suora vaihtuu laskevaksi tai laskeva suora
vaihtuu nousevaksi.

Funktio g saa kohdassa x saman arvon kuin funktio f'saa kohdassa x + 1.
Funktion g kuvaaja saadaan funktion f'kuvaajasta siirtimalla sitd yhden
yksikon verran vasemmalle.

Myoskéddn funktio g ei ole derivoituva kohdissa x = n, missd n on
kokonaisluku.

Funktiota 4 varten tarkastellaan erikseen vilit—1 <x<0ja0<x< 1.
Muualla kuvaaja toistuu samanlaisena jaksollisuuden vuoksi.

Kun —1 <x <0, niin 0 <x + 1 <1, joten funktion % lausekkeeksi saadaan
fO+fx+D)=1+x+1-(x+1)=1.

Kin0<x<Il,niinl<x+1<2.

Vililld 1 <x <2 funktion f kuvaaja on nouseva suora, joka kulkee
pisteiden (1, 0) ja (2, 1) kautta, joten sen yhtdlé on y =x — 1.
Vililla 1 < x <2 funktion f arvot lasketaan siis lausekkeella x — 1.

Nyt saadaan vélilla 0 <x < 1 funktion / lausekkeeksi
JOFfa+D=>0-0+(+DH-D=1

Néin ollen A(x) = 1, kun —1 <x < 1, ja jaksollisuuden vuoksi 4(x) = 1
kaikilla x. Koska funktion / lauseke sievenee vakiofunktioksi, se on
derivoituva kaikilla luvuilla x.
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Hahmotellaan tilanteesta kuvia.

bb
AG:

Kuvan merkinno6illa kolmiot ABC ja DEC ovat yhdenmuotoisia, silld
niissd molemmissa on suora kulma, ja kulmat B ja E ovat samankohtaisina
kulmina yhté suuret.

AB _AC . 2,4 _ AC
Vastinosien suhteesta saadaan — DE - DC eh DE - DC

Kartion korkeus 4AC saadaan Pythagoraan lauseen avulla.
AC=4,0"-2.4
AC=3,2 (tai AC=-3,2)

2,4 32

Siis DE-DC

Merkitddn suorakulmaisen sarmién pohjanelion sivun pituutta
kirjaimella a ja sdrmion korkeutta kirjaimella /.
Nailld merkinnéilla DC = 3,2 — h.
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DE voidaan kirjoittaa kirjaimen a avulla, kun apuna
kiytetdén Pythagoraan lausetta. a /;._J

DEZ — 2 Q 2
a +( ) -
DE = (l\/_ a E
Néin ollen verrannosta 24 _32 24 __32
DE = DC a5 3.2-h
2
Ratkaistaan tdstd /4, jolloin ohjelmalla saadaan 7 = -2 -ga + %
Suorakulmaisen sirmion tilavuus on nyt ¥V(a)=a’ -h=— 2 \/g a +% a
Etsitddn timéin suurin arvo derivaatan avulla.
' 1 2
V'(a)=5(-10V5 a’ +32a)
V'(a)=0,kuna=0taia= 16-2£§z1,43...
0 1,43... X () Merkki
/') + - 1 1,9... +
) 7N 2 -5,0 -

Tilavuus on siis suurin, kun
a=1,43... (m).

Korkeus on tilloin #=1,0666... (m)
ja tilavuus V(1,432...)=2,184... (m?)

Suorakulmaisen sdrmidn pohjasédrmé on siis 1,4 m, korkeus 1,1 m ja
tilavuus 2,2 m’.
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8 Integraalilaskenta

8.1 Integraalifunktio
LUVUNS.IYDINTEHTAVAT

801. Funktio g on funktion /4 integraalifunktio, jos g'(x) = h(x) kaikissa
pisteissd x, joissa funktio /# on mééritelty.
g'(x)=D(4x +sin3x+2)=4+cos 3x - 3=3 cos 3x + 4 = h(x)

Funktio g on siis funktion / integraalifunktio.

802. a)
I(4x6 —2x7 +3x)dx
VRN SV RS ORI N
=4 7 2 1 +3 > +C
=%x7—%x4+%x2+C
4 1 3.2 N 1 3,3
D(7x 2x +2x +C)— 5 4x +2 2x+0

= 4x —2x* +3x

b) j(xz—l)zdxzj(x“—zxzﬂ)dx
1 s 1.3

=3 —2-§x +x+C
_1ls_ 25
=5X —3X +x+C
D(1 g gx +x+C)—— X —% 3 4140
=x*'-2x"+1

= (- 1)?
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0) J.(%+x/;)dxzj.(x3+x;)dx

1 2,23
=5 +3x +C
1
=—%-x%+%xx2+C
_ 1 2 Jx
=- +ZxVx+C
2% 3
. _pl.l 20
D( 2xz+3x\/}+C)_D( SRR +C)
“p-Lx2 12040
2 3
L4230
= 2(2)x +3 > +0
1
=x" +x?
-
X

d) j(2x+z)dx=2%x2+tx+C:x2+tx+C
D@ +tx+C)=2x+t

¢) I(2x+t)dt=j(t+2x)dt=%t2+2xt+C
d 1, ! _ _
-&{zt+2ﬂ+CU_§~%+2x+O_t+2x_2x+t
f) j(a+b+z)dt=j(z+a+b)dt:%z2+at+bt+c

DC%ﬂ4wn+bt+C)=%~2ﬁ+a+b+O

=t+a+b
=a+b+t



Juuri Kertaus ® Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 28.10.2018

803.  a) F(x)=]f(x)dr
= [(/x(x—2)dx
= [ (v- )

3 1
=_[(x2—2x2)dx
_25 5205
—Sx 2 3x +C
1 1
=%x2-x2 —%x-x2+C

:%XZJ;—%X\/;-FC

b) Madritetddn vakion C arvo tiedosta F(4) = 7.
%-42\/Z—§-4-JZ+C=7

%-16-2—%-2%‘:7
3)%— 5)%+C:7
%—%+C=7
%+C=7
15)

Kysytty integraalifunktio on siis F(x) =%x2x/; —%x-x/; +£.
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4x _l Lo _l 4x
804. a) je dx_4j4 Mdv=et +C

D(4 Loy o) =%De4x +DC

(e** -D4x)+0

et 4

X

m,,;'bl’_‘ .l;|>—~

b) j6s1nxdx 12}— sm(—x)dx
=12-(—cos§)+C
=—12005%+C

D(—12cos§+ C)= —12Dcos§+ 0

=-12+((-sin)-DJ)

_12. g X
=12 2sm2

Cfain X
—6sm2

0 j(4x—1)5dx=j%-4.(4x—1)5dx
=%j4-(4x—1)5dx
1 %(4x—1)"’ +C

_ L e
sp(4x=1) +C

D( (4x )° +C)—— 6(4x—-1)°-D(4x-1)+0
=§-(4x—1) -4
=ﬁ-(4x—1)5
=(4x-1)
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d) Ix2x+ldx=Ix(x2+l)"dx

1 2 -1
—§-I2x(x +1) " dx

_1
—21n| 0+1|+C

2
X
—
>

=%ln(x2 +1)+C

11
2 X +1
1

2

D(%ln(xz 1)+ C)= D +1)+0

-1 x x 4
e) I(;wazj.(e —1)(e" —x)*dx
:%(ex -x)"+C
1

=———=+C
3(e" —x)

D(-—L— +C)=D(—%(e" —0)7 40

3(e" —x)
= —1-(3)e 0 D" - ¥)

R S
_(e"—x)4 (-1

__e-1
(e" —x)*
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1
0 [ +x)Vat 4 +1de =20 +0)(x* +x* +1)2dx
1
:%.“2(2)63 +x)(x* + x> +1)2dx
1
:%.“(4363 +2x)(x* + x> +1)2dx
1 2

3
=§-§(x4 +x*+1)2+C

1
Z%(x4+x2 +D)'x*+x*+ D)2+ C

=%(x4+x2+1)\/x4+x2+1+C

D(%(ﬁ DV 1 414 0)
:D(%(x“ P2 1) (O +1)7) 40
=D+ £1)2)

:%D(x“ £xt41)?

1

=%-%(x4 +x7+1)2 D' + x> +1)
1

:%(x4 +x? D)2 (40 +2x)

:%-(4x3 +2x0)Vxt +x7 +1
=2x" +x)Vxt +x7 +1
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805. A:FuozjfuyuﬁxKJsz%f—x+c,mmna$ﬁmmmmf

(x) = x* — 1 integraalifunktio on F(x)= %x3 - X+
Siis A-II

B: Funktioiden F ja f'vililld on voimassa F’'(x) = f(x).
Nyt F'(x) = D(sin x) = cos x.

Siis B-1

c:Fuozjaﬁdx=x3+c

Koska F(0) = 1, niin C = 1. Kysytty funktion f{x) = 3x” integraalifunktio
on F(x)=x>+ 1.
Siis C-III

D: Integraalifunktion # muutosnopeus kohdassa x = 0 on
F'(0)=f(0)=¢" =¢° =1.
Siis D-III

E:fug:jj«xmx=ju+1mx=%x2+x+c

Tiedosta f{4) = 3 saadaan yhtilo %-42 +4+ C =3, josta ratkaistaan C:n
arvo:

1 42

Lgiar0=3

5 +4+C

%J6+4+C=3

C=-9
Koska funktio nyt f(x) =%x2 +x—9, niin f(2) =%- 2°4+2-9=-5.
Siis E-1
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806, [sin2xdr = _Cos2x | o

\f”:
N
%
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8.2 Maaratty integraali

807. a) j(ex—l)dx=Z(ex—x)=(el—1)—(e°—0)=e—1—1=e—2

s

[SY N

2
b) | (sinx+cosx)dx = (/)(—cosx +sin x)
= (—cos%+ sin%) —(—cos0+5in0)
=(-0+1)-(-1+0)
=1+1
=2
¢)
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d)
R P
J e o= [ (-5 (-2x0e ™ )dx
0 0

1
D P
= 2!( 2xe ™ )dx
_ 1 e
=724¢
_ 1. r
- 2(e )
(e =)
_ 1
=—3C-D
11
2e 2
¢)
(Lo L1
J1‘4x _!(4 x)dx
_1gl
_4!5‘“
1
—4{ln|x|
— (e[ ~In]1)
=%(lne—ln1)
1
=4(1-0)
1

4
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f)

J§V3x—2dx=j‘(3x—2)%dx

1
-3-(3x—2)2dx

Il
—
|>—~

— O = ey W

w[N

3. (3x—2)2dx

(3x—2)!

(B3x— 2)%

N w|»—‘ w|»—‘ wl»— -
uall\.)
e )

/((36 2)2 ((3-1—2)%)

_ < 2_ 2
—906 12)

2 0 13 4l 1h
=2(16'16> =1'-12)
=%a@Jﬁ—LJD
—2016-4-1.
= 2(16-4-11)

~2 (64—
=5 (64-D)

_126
9
=14
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808. a) Paraabeli leikkaa x-akselin kohdissa x = 4 ja x = —1. Paraabeli
y=(x—4)(x+ 1) =x*— 3x — 4 on yléspiin aukeva, joten paraabeli ja
x-akseli rajoittavat paraabelin leikkauskohtien valissa tasoalueen x-
akselin alapuolelle.

A=—i(x2—3x—4)dx

(G4 A =4 = (G () =3 (1) — 4 (D)

x> —4x)

——Losa_316-16)—(L..n-3.

= ~(5-64=3-16-16)~ (3 (-1 =51+ 4))

—(tea2am16)-(— LT3
3 37 2

— (84 a0y (-2_9

= (& -40)-(-2-2+4)

(64120, 11 24

(D

——- -

112 13

= )

—-(-1%)

_ 125

=76

b) Ratkaistaan suoran ja paraabelin leikkauskohdat yhtildparista.
y=x-1
y=—x>+2x+1

x—1==*+2x+1
xX—-x-2=0

lei\/(—l)2—4~1-(—2)
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Leikkauskohtien vilissé eli vélilld ]-1, 2[ alaspéin aukeava paraabeli
on suoran ylépuolella.

Kayrien rajoittaman tasoalueen pinta-ala saadaan méaarétysti
integraalista:

A=[ (=% +2x+1)— (x—D)dx

2
= [ (=" + 2x+1-x+ 1)dx
-1

.I%(—xz +x+2)dx

-1

= ;(—lx3 +lx2 +2x)
1 3 2
VD UL NN GPT NP S VDI S NS SR R S
—(32+22+22)(3(1)+2(1)+2(1))
D S P SV N S
—(38+24+4)(3(1)+212)

28 71091

Z(— §+2+4)—( §+ 5—2)
16 (2.3

=( 6+6) (6+6 2)
__&4_6_2_3

6 6 6?2
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809.

Madritetdén paraabelien leikkauskohdat.

Xox+1==x"+3x+1

2% —4x=0

2x(x—2)=0
2x=0 tai x—2=0
x=0 x=2

Leikkauskohtien vilissi alaspdin aukeava paraabeli y = —x* + 3x + 1 on
ylospéin aukeavaa paraabelia ylempénd, joten paraabelien rajoittaman
alueen pinta-ala saadaan maérétysti integraalista:

A=[((=x* +3x+1) = (x> = x +1))dx
=J.(—)c2 +3x+1-x" +x—1)dx

= | (=2x* + 4x)dx
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810. a) Ratkaistaan kilyrien y = x> — x* — 2x ja y = 0 (x-akseli) leikkauskohdat.

X=xX*-2x=0
x(x*—x-2)=0
x=0tai ¥*-x-2=0

lei\/(—1)2—4-1-(—2)

2-1
_1x+1+8
X=
19
YT
x:% tai xz%
x=2 x=-1

Kayrit leikkaavat toisensa kohdissax =-1,x=0jax=2.
Selvitetifin miten kiiyrd y = x* — x> — 2x sijaitsee x-akseliin nihden
viéleilld ]-1, 0[ ja 0, 2[.

Lasketaan vélin |1, O[ testikohdassa x = —% lausekkeen x* — x* — 2x
arvo:

1y 1.2 1 1 ., 1.2, 3 .5
(=) () -2:(3)=—5~ grl=—g-g*l=—%*l=%

Kun —1 < x <0, niin kilyrd y = x* — x> — 2x on x-akselin ylipuolella.

Vililla 10, 2[ kéyrd y = x* — x* — 2x on x-akselin alapuolella, silli
testikohdassa x = 1 lausekkeen lausekkeen x* — x* — 2x arvo on
negatiivinen:

P-12-2-1=-2.
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Kaksiosaisen alueen pinta-ala saadaan siis maaratyisté integraaleista
summana:

A= j.(x3 -x —2)6)(1x+(—j.(x3 — x> —2x)dx)

—/(—x - xz)—Z(%x“—%)f—xz)
7 SR AT SR SR ACAOS B LU S C R LA
=(0 (4(1) 3 D =D -((42 -327-2)-0)

=(—(l-l—l-(—l)—1))—((1-16—§-8—4)—0)

SIS T RN .
(- (—+——1)) (4———4)
)

_5 32

12 12

37
12

b) Ratkaistaan kilyrien y = 3x ja y = x* + 2x* leikkauskohdat.

x>+ 2x*=3x

X+2x2-3x=0

x(*+2x-3)=0
x=0 tai ¥’ +2x-3=0

24422 —4.1-(-3)

= 21
_ 2+4+12
2
_ 2416
2
_ 244 . 2-4
2 2
x=1 x=-3

Kayrit siis leikkaavat toisensa kohdissax =-3,x=0jax = 1.
Selvitetifin miten kiyrit y = 3x ja y = x° + 2x” sijaitsevat toisiinsa
ndhden viéleilld -3, 0[ ja 0, 1].
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Lasketaan vilin |-3, O[ testikohdassa x = —1 lausekkeiden 3x ja
x* + 2x* arvot:

3x:3 (-1)=-3
A2 ()P 2 ()P =-1+2=1

Kun -3 < x < 0, niin kilyrd y = x* + 2x” on kéiyrin y = 3x ylipuolella.

Lasketaan vilin ]0, 1[ testikohdassa x =% lausekkeiden 3x ja
X’ + 2x* arvot:
3.3
3x: 3 775
2)
3+22:l3 2-12=l 2_1.4_5
YHEE QNG =gt TR Ty

Kun 0 < x < 1, niin kdiyrd y = 3x on kiyréin y = x* + 2x* ylipuolella.
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Kaksiosaisen alueen pinta-ala saadaan siis maaratyisté integraaleista

0 1
summana J (x° +2x% =3x)dx + J-(3x —(x* +2x%)dx.
-3 0

0 1
A=[ (" +20" =3x)dr+ [ B — (" + 20" )dx
0

1 1 1 4
—/3(2)6 +2- gx —3 - )+/(3 - —Zx -
=(0—( (3427 ( 3) -3 ( 3)° )+(3

81 3 1 2

_T__'( 27)+— 9+3-2-2

0

0

246, 208

= _[(x3 +2x7 —3x)dx+j.(3x—x3 —2x%)dx

&+54+27+3 1 2

473727243
V82 Y52 30
4" 372

12 12
38

=—=—+15

12
1

=-3—-+15

6

-112

-1
6

6

2'%)63)
1
T4

=1

1

—2.=

3

-1' - 0)
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811. a) Vililla [-1, 2] fix) > 0, joten integraalin arvo on sama kuin funktion
kuvaajan ja x-akselin rajaaman alueen pinta-ala.

j f(x)dx=3.

b) Viililla [2, 6], fix) <0, joten integraalin arvo on funktion kuvaajan ja x-
akselin rajaaman alueen pinta-alan vastaluku.

If(x)dx:—4.
c) jlf(X)dx = jlf(X)dx +J26.f(X)dx =3+(-4)=-1
d) 2Tf(x)dx=2-8:16
e) j;f(X)dx=—ff(X)dx=—8

0 F0)-F@2)=[f()de=[ f(x)dx+]f(x)dx=—4+8=4

2 6
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812.  Lasketaan funktion f(x)=xvx+1 jax-akselin leikkauskohdat.

xNx+1=0
x=0 taivx+1=0
x+1=0

x=-1

Pyorahdyskappaleen, joka muodostuu funktion f'kuvaajan pyoréhtiessa x-
akselin ympéri vililla [a, b], tilavuus on madritty integraali

V= 7tj].f(x)2 dx.

Nyt
0
V=1t_[(xx/x+1)2dx
-1

= nj)‘xz(x+ I)dx

-1
0

=7IJ‘(x3 +x7)dx

-1

=7 ?(lx4 +lx3)
-1°4 3

=70~ (- (=" +3(=1)")
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813. a)

y
1 o/ 2

Kéyri x +1y* — 1 =0eli x =—”* + 1 leikkaa y-akselin, kun x = 0.
Yhtilén - + 1 = 0 ratkaisut ovat y = —1 tai y = 1.
Kysytyn alueen pinta-ala saadaan méairéttyné integraalina

1
A:jef+nw=g.
-1

b) Pyordhdyskappaleen, joka muodostuu funktion f'kuvaajan
pyorahtaessa y-akselin ympari vililla [a, b], on méiaritty integraali

V=r[f(»)dy.

1
Nyt Vzatj‘(—y2 +1)2dy=116—5n.
-1
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Luvun 8 vahvistavat ja syventavat tehtavat

VAHVISTAVAT TEHTAVAT

814. Funktio fon funktion F derivaattafunktio. Vileill4, joilla funktio F on
kasvava, on derivaattafunktion arvot negatiivisia ja derivaattafunktion 1
kuvaaja x-akselin alapuolella.

(&
y = f(z) y=F(z)
3 3
/ |
1 1
4 = =2 1 0 1 3 4 4 -3 1 1 2 4
-1 -1
2 .
-3 -3
-4 -4
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6
815.  A: Madritty integraali I f(x)dx kertoo kuvassa II esitetyn viritetyn
1

alueen pinta-alan, koska f{x) > 0 valilla [1, 6]. Siis A-II

3
B: Médritty integraali — I f(x)dx kuvaa funktion fkuvaajan vélilla [1, 3]

1
rajaaman alueen pinta-alan vastaluvun, koska talld vililld f{x) < 0. Valilla

6
[3, 6] médratty integraali I f(x)dx kuvaa ei-negatiivisen funktion f
3

kuvaajan rajaaman alueen pinta-alaa. Kuva I liittyy edelld kuvattuun
tilanteeseen. Siis B-I.

6
C: Madritty integraali — I f(x)dx kuvaa funktion f'kuvaajan vélilla [1, 6]

1
rajaaman alueen pinta-alan vastaluvun, koska télla vililla f{x) < 0. Kuva
T liittyy edelld kuvattuun tilanteeseen. Siis C-II1.

4
D: Maéritty integraali j f(x)dx kuvaa funktion fkuvaajan valilla [1, 4]
1
rajaaman alueen pinta-alan, koska tilla vélilld f{x) > 0. Vililla [4, 6]
6
madratty integraali — I f(x)dx kuvaa funktion fkuvaajan rajaaman alueen
4

pinta-alan vastaluvun, koska télla vililla f{x) < 0. Kuva IV liittyy edelld
kuvattuun tilanteeseen. Siis D-IV.
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816. a) J-(2x+1)(2x—1)dx =j(4x2 —2x+2x—1)dx

= [(4x* ~Ddx

:4-%x3—x+C

=%x3 -x+C

b)
J.sinxcos xdx = Icos x(sin x)'dx
- %(sin X +C

2
sSin x
=smx, o
2

Toinen tapa:

jsinxcosxdx:%.[Zsinxcosxdx

=lfsin2xdx

_11

=3 2“. 2 sm2xdx

RORRE
= % (—cos2x)+C

= —%cos2x +C

¢)

o1 EFDE D)
J.jchJrldx_J. A1 &
= [(* =D

=%x3 -x+C



Juuri Kertaus ® Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 28.10.2018

d)
J'(x+1)zdx:J'x2+2x+11
X x2
¥ 2x 1
=|(H+5+—=
Jes+ 3
=J.(1+2+l2)dx
X x
=I(l+2-%+x’2)dx
=x+21n|x|+(_l1-x*)

=x+21nx—%+C, x>0

817. F(x)=IF'(x)+C=J‘(l+%)dx=x+ln|x|+C=x+1n(—x)+C,x<0

Ehdosta F(—1) = 1 méiritetdén integroimisvakion C arvo.
F)=-1+In(-(-1)+C=-1+In1+C=-1+C

Koska F(—1) = 1, niin saadaan yhtélo -1 + C =1, josta C = 2.

Kysytty funktio F on siis F(x) =x + In (—x) + 2.

818. a) J(2x+a)dx=Z(x2 +ax)=a’+a-a-0=2a’
0
Ehdosta _[(2x +a)dx =1 saadaan yhtilé 2a* = 1, jonka ratkaisut ovat
0

a=L tai az—L.

72 N)
b) Jos funktio 4(x) on funktion g(x) integraalifunktio, niin on voimassa
' (x) = g(x).

h'(x) = Dsin’*x = D (sinx)? = 2sinx - cosx = sin2x.

Koska 4'(x) = g(x), niin funktio 4(x) on funktion g(x) integraalifunktio.
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819.

820.

Matti: Lisdtty kerroin 2, jotta on saatu sisdfunktion derivaatta, mutta ei ole
lisatty korjauskerrointa 2.

Teppo: Kerroin % on vaird, tulisi olla %
Oikea ratkaisu:
[x( + 1’ = % [2x- (2 + e
L L gy
_26u—ﬂ)+c

_ 1o 6
—12(x +1)’+C

a) Funktio F(x) on funktion f{x) integraalifunktio, jos on voimassa
F'(x) = flx).
Nyt
' 0-1-x)—-1-(-1 .
O
(1-x) (1-x)
sz'(x)zl'(l_x)_x;'(_l):1—x+.2X': 1 -
(1-x) 1-x)y (A-x)
joten molemmat funktiot F1(x) ja F(x) ovat funktion f
integraalifunktioita, kun x > 1.

b) F(0)-Fy) =it =1



Juuri Kertaus ® Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 28.10.2018

¢) Funktio f(x)= kun x > 1, saa positiivisia arvoja, joten

1
(1-x)*

5
kysytyn alueen pinta-ala saadaan méérittynd integraalina I f(x)dx.
2

Nyt

5 5 1

S ()= [ ——dx

! {(1—x)2
5
1
_él—x
-1 1
1-5 1-2
1
5D
11
_14
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821. a) Funktio v5—x on médritelty, kun 5—x>0elix <5.
Funktio vx+2 on maédritelty, kunx +2 >0 eli x > -2.

Kéayrdat y=+5—-x ja y=+x+2 rajaavat suoran y = 0 eli x-akselin
kanssa alueen vililld [-2, 5]. Lasketaan kdyrien y =v5—-x ja
y=~x+2 leikkauskohta yhtdlostd v5—x =vx+2.

Vililld [-2, 5] yhtdlon molemmat puolet ovat médriteltyjé ja ei-
negatiivisia, joten yhtélo voidaan korottaa puolittain nelioon.

Vi—x=+x+2
(V5-x) =(x+2)
S5-x=x+2
5-2=x+x
2x=3 || :2
3

72

Kayrit siis leikkaavat toisensa kohdassa x = %

Valilla [-2, %] kiyrd y =+/5—x on ylempéna kuin kdyrd y=+x+2,
silld esimerkiksi testikohdassa x = 0 on ~/5—0 =~/5 > ~0+2 =2.

Vililla [% , 5] kéyrd y=+/5—-x on alempana kuin kdyrd y=+vx+2,
silld esimerkiksi testikohdassax =3 on V5-3 =2 <3+2=+5.
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Lasketaan kdyrien y=+v5-x ja y=+vx+2 seké suorany =0

rajoittaman alueen pinta-ala kahtena alueena maaréttyjen integraalien
3

2 5
4= J‘x/x+2dx ja 4, :IVS—xdx summana.

-2 3

2

Il
—
~
=
+
N
~
&

o

,.\
o)
+
\)

N

5]

=

(x+2)' (x+2)

b=w L~ i ~olw [, ~fw

(x+2)Vx+2

(x+2)Vx+2
(( ) —+——( 2+2)V-2+2)

.‘\)\N\wwll\) W W W

Il\.) wlt\)
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5
A4, =[5 = xdx
3
2 1
= [(5-x)2dx
3
2

JED-G- x)de

N\w'—;m

= [ vids

5
5 3
__ 7202
==136-9
2
_ 52 I+~
-6
2
52 %
=-[306- x)'(5-x)
5
54(5 X)V5—x
5

— 2¢5-5+5-5-(10_3y/10 3

_ 2 717
———(O-I—E@

2T
zw
=i
32

Kysytyn alueen pinta-ala on summa 4 + A4,:

4sa T VT “14ﬁ:14ﬁ-ﬁ:1;f\/ﬁ:7m
ENIENG] N2 W22 37 3
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b) Lasketaan kiyrin y = 2x° + x* — 6x ja x-akselin leikkauskohdat
yhtildstd 2x° + x* — 6x = 0:
27 +x*—6x=0
x2x*+x-6)=0
x=0 tai 2x> +x—6=0

_—1+1?—4.2.(-6)

= 2.2
11448 —1+£+/49
X = =
4 4
Ry
4

Kaéyrén leikkaa x-akselin kohdissax =-2,x =10 ja x =%

Lasketaan lausekkeen merkki vilille ]-2, O[ testikohdan x =—1 avulla.
Kohdassa x = —1 lausekkeen arvo on

2- (1P + (1Y -6-(-1)=2-(-1)+1’+6=-2+1+6=5,joten
vililld [-2, 0] lauseke 2x° + x* — 6x saa ei-negatiivisia arvoja.

Vililla [0, %] lauseke 2x° + x? — 6x saa negatiivisia arvoja, silli

esimerkiksi testikohdassa x = 1 lausekkeen arvo on
2-P+1P-6-1=2-1+1-6=2+1-6=-3.

Kysytyn alueen pinta-ala saadaan siis méérittyjen integraalien

3
0

2
[(@x +x* —6x)dx ja —[ (22" +x* —6x)dx summana.
0

-2
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A= I (2x* +x* — 6x)dx + (—j‘ (2x° + x* = 6x)dx)

0

3
2
=j(2x3+x2—6xmx—j(zf-+x2—6xxu
)

—7@-Lx+1x3 ) - az—m 1o 6.1y
4 3 3 2
3
Sl 3x) K—x-+ X —3x%)
22 3 3
1 3.4

=(0- G+ (D +3(D =3 -G + 13 =33 -0)
_—0—16—m§—12) ( 4{%—8)27)
- @~ §—u)( 36 216

32 V)
§+12 (—-—

32) 3)
_ 8 799
=4t 3t 3

96)
_ 425 297
= 1779 "6
384 256 297
=796 96 " 96
_937

96

73

=936

=-8+
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822,

Paraabelin y = 9 — x* ja x-akselin leikkauskohdat saadaan yhtilosti
9 — x> =0, josta saadaan x = 3 tai x = -3.

Alaspiin aukeavan paraabelin y = 9 — x* ja x-akselin rajaaman alueen

3
pinta-ala on J (9 - x*)dx = 36.
-3

Paraabelin y = 9 — x* ja suoran x —y + 7 = 0 eli y = x + 7 leikkauskohdat
saadaan yhtilostd 9 —x* =x + 7, jostax =2 tai x = 1.

Viililld -2, 1] paraabeli on suoraa ylempana, silld esimerkiksi kohdassa
x = 0 on paraabelin piste (0, 9 — 0%) = (0, 9) kun suoran piste on
vastaavassa kohdassa (0, 0 + 7) = (0, 7).

Kéyrien rajaaman alueen pinta-ala saadaan siis maaritystd integraalista

J(©-x)=Gr7)dr=3.

Suoran y = x + 7 alapuolella olevan paraabelin ja x-akselin rajaaman
9

alueen pinta-ala on 36 —% = % Kysytty pinta-alojen suhde on

2 _1
63 7
2
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823.

Paraabelin yht&l6 on muotoa y = ax(x — 4). Paraabeli kulkee pisteen (1, 3)
kautta, joten tdmaé piste toteuttaa paraabelin yhtédlon.

a(l-4)=3
-3a=3
a=-1

Paraabelin yhtild on siis y = —x(x — 4) = —x* + 4x.

Suora y = kx + b kulkee pisteiden (1, 3) ja (2, 0) kautta.
Suoran kulmakerroin on % =-3.
Suoran yhtilo on
y—0=-3(x-2)
y=-3x+6.

Paraabeli y = —x* + 4x rajoittaa x-akselin kanssa alueen, jonka pinta-ala

4
saadaan médritystd integraalista ja se on _[(—xz +4x)dx = %
0

Vililla [0, 1] paraabelin ja x-akselin véliin jadvin alueen pinta-ala on

1

J.(—xz +4x)dx :% ja vililld [1, 2] suoran ja x-akselin viliin jdivin alueen
0

2
pinta-ala j(—3x +6)dx = %

1

. .32 5 3 _15
Kysytyn alueen pinta-ala on siis 3 3 5=,
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824.

Funktion f{x) = —2x + 4 integraalifunktiot ovat muotoa
_f(—2x +4)dx = —x* + 4x + C. Integraalifunktioiden kuvaajat ovat

paraabeleja, joten funktion suurin arvo saavutetaan paraabelin huipussa,
kohdassa joka on funktion derivaatan nollakohta.

Siis F'(x) = —2x + 4, josta F'{x) =0 kun x = 2.

Integraalifunktion suurin arvo saavutetaan kohdassa x = 2, joten nyt oltava
F2)=5.

224+4-2+C=5,jostaC=1

Kysytty integraalifunktio on siten F(x) = —x* + 4x + 1.
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825.

Ratkaistaan kéyrien y = sin x ja y = sin 2x vililla [0, n] olevat
leikkauskohdat.
sinx =sin2x
x=2x+n-2n tai xX=mw—2x+n-2n

x—2x=n-2mn X+2x=mm+n-2n
—x=n-2n ||: (-1 3x=mn+n-2xn ||:3
X=n-2m x=%+n-%,nez

Viililld [0, ] on nollakohdista ainoastaan kohta x = %
Selvitetddn vilin ]0, %[ testikohdan avulla, kumpi kdyristd on ylempana

vililla 10, g[. Valitaan testikohdaksi x = %.

sin 4 =7 ja sin(2 4) sm(z) 1, joten vililld ]O, 3[ kayrd

y = sin 2x on ylempéna.

Vililla ]%, n[ testikohdaksi voidaan valita esimerkiksi kohta x = %

Nyt sin% =1 ja sin(2 -%) =sin(m) =0, joten vililla ]g, [ kayra

y = sin x on ylempéna.

Kaksiosaisen alueen pinta-ala voidaan laskea méaérdttyjen integraalien

n

3 b3
I(sin 2x —sinx)dx ja J(sin x—sin2x)dx summana 4; + A4>.

0 n

3
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A = | (sin2x —sin x)dx

Il
W[E O —w|

= J sin 2xdx —

0

sin xdx

oe_.w‘;,

-sin 2xdx — j sin xdx

T

(—cos2x)— ;(— cos x)

7[

N | — I\)I»—
o~w|a o'—.w\:a

(cos2x)+ /(cos X)

= ——(005277r —cos(2-0))+ (cosg —cos0)

23n cos0) + cos§ —cos0

I
o ~~w|a

l\)|>—‘

——(cos
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AN
Il

(sinx —sin 2x)dx
sin xdx — J. sin 2xdx

-sin 2xdx

WA~ WE T W W —

(—cosx)—

w2
—_
=]
&
Nl’_‘ wla
Nl'—‘ wla '-—.::

7(— cos2x)
3

=—7cosx+%;cos2x

3 3

=—(cosm— cosl) + %(cos(2 -r) —cos(2- %)

=—Co0S n+cos§+ (cosZn - 00523—7[)

_ 1 1
== (—1)+§+§(1—(—§))
(1+—)

1

1
27
1
2 4

1
2
1

=1
tyty
ol
4

Kysytyn alueen pinta-ala on summa

1 1.9 10% 5
A T4 =24 2= =2
T4 = + 4747472 T2
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826.

j-x”dx+j-</;dx=j.x"dx+j.x%dx
0 0 0 0

1 1 1
1 1 =+1
=/ +1x”+1+/ x"
on ol 4
1 1 1.n
:/ 1 xn+1+/ x;*ﬂ
on+1 ol _ n
n n
1 1 n+l
:/ 1 xn+l+/ 1 X"
on+1 0on+
n

_ 1 n+1 n
_(/)n+1x +én+1

1 n+l1 n+l

_ n+1_ n+l n 7_ n
_n+1(1 0 )-i_}H-l(1 0")
__1 n_

n+1 1+n+11

1 n

n+1+n+1

1+n

n+l1
=1

Lausekkeen arvo on positiivisen kokonaisluvun » arvosta riippumatta aina
1.
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827. a)
f(x)=|x-1]+1
_|(x=D+1, kunx-120
_{—(x—1)+1, kunx—1<0
I EA kun x >1
|=x+2, kunx<1
b)

jf(x)dxzj(—x+z)dx+jxdx

=}(—lx2 4—2)5)—&-;1352

0o 2 12
:(—%-12 +2-1—0)+(%-22 —%-12)
=—%-1+2+%-4—%
=—%+2+2—%

=3
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828.

Puistoa rajaavat kiyrit y = —0,12x> + 1,09x + 2 ja
y=0,012x" - 0,19x° + x> — 1,3x + 0,6 seki suora x = 0 (y-akseli).

a) Kayrét leikkaavat toisensa kohdissa x = —0,472... jax = 6,766....
Naisti vain kohta x = 6,766... = 6,8 on 1. neljanneksessa.
Leikkauspisteen y-koordinaatti on arvo f{6,766...) tai g(6,766...).
Nyt f(6,766...) =3,881... = 3,9, joten leikkauspiste on (6,8; 3,9).

b) Kéyrien ja suoran x = 0 rajoittaman alueen pinta-ala on méaaritty
6,76...

integraali [ (f(x)—g(x))dx.

0

Nyt
6,76...
I (=0,12x% +1,09x +2—(0,012x* = 0,19x° + x* —=1,3x +0,6)dx
0
=14,056... (pinta-alayksikkoa)
Yksi pinta-alayksikkd eli ruudun pinta-ala on 10 m - 10 m = 100 m?.

Kysytyn alueen pinta-ala on siis
14,056... - 100 m* = 1405,6... m* = 1400 m*> = 14 a (14 aaria).
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829.  Vallin reunaa kuvaava paraabeli y = ax* + bx + ¢, a # 0, voidaan sijoittaa
koordinaatistoon esimerkiksi siten, etté kuvaajaparaabeli kulkee pisteiden
(=2, 0), (0, 3) ja (2, 0) kautta. Ndistd tiedoista saadaan yhtdloryhma ja sen
ratkaisuna tarvittavat kertoimet a, b ja c:

3
O=a-(-2)"+b-(-2)+c a==7
3=a-0°+bh-0+c , josta 4b=0
0=a-2>+b-2+c c=3

Paraabelin yhtild on siis y = —%xz +3.

Poikkileikkauksen pinta-ala on méérétty integraali

j (—%x2 +3)dx =8 (m?),

-2

Meluvallin tilavuus on télloin =8 m? - 75 m = 600 m>. Meluvalliin
600 m’

3 = 50 kuormaa.
12 m’ /kuorma

tarvitaan tidyttdmaata

830.  Tunnelin poikkileikkausta kuvaava paraabeli on muotoa y = ax* + bx + c,
a < 0. Paraabeli voidaan sijoittaa koordinaatistoon esimerkiksi siten, ettd
kuvaajaparaabeli kulkee pisteiden (-5, 0) ja (5, 0) kautta. Toisen asteen
polynomin nollakohtiensa avulla kirjoitettuna yhtilo on
¥y =a(x — 5)(x — (-5)), joka sievenee muotoon y = ax’ — 25a.

Koska tehtivinannon mukaan poikkileikkauksen pinta-ala on 25,0 (m?),

5
saadaan madritty integraali I (ax® —25a)dx = 25, josta saadaan a = —%0.
-5
i on siis =S —25. (— )= 2413
Paraabeli on siis y = 20" 25-( 20) 20" + 1

Koska nollakohdat ovat x = -5 ja x = 5, niin paraabelin huippu sijaitsee y-
akselilla (x = 0). Lasketaan huipun y-koordinaatti, joka on kysytty tunnelin

korkeus: y(0)= —% 0%+ %5 = % =3,75 (m).
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831. a)

t+1

j(x +x)dx—/(—x += x)
1

—(L 1 2y 131
—(3(t+1) +2(t+1)) (3t +2t)
=l(t2+2t+1)(t+1)+l(t2+2t+1)—lt3—%12
(l +£2+28 +2t+t+1)+§t +¢+%_%t3 étz
0 +3t+3r+D+—4 +l+1 11?—1ﬂ
Z/{+t +z+3x&+z+ //\L&
1.1
=1+ 2+ 3+ >
243
—t+m+6+6
5
= +2+>
+2+
Maéritetidn vakion ¢ arvo tiedosta ¢* + 2¢ + % = %
5 5
A+2=2
£+ t+6 6
*+2t=0
t(t+2)=0
t=0 tai t+2=0

=2

b) Miiritty integraalia kuvaa lauseke ¢ + 2¢ + %, jonka kuvaaja on

ylospéin aukeava paraabeli. Lausekkeen pienin arvo saavutetaan
derivaatan nollakohdassa:

D(t* +2t+ %) =2t + 2, joten ratkaistaan yhtélo 27+ 2 = 0.
2t+2=0

20=-2 |:2
t=-1
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832.

OP=(t+Di+1*j, —1<t<1
Pitepisteen P koordinaatit ovat (¢ + 1, 7). Paikkavektorin péitepisteen

=t+1
(x, ¥) koordinaatit ovat x t2+ . Koska vakion ¢ arvot ovat valilla [-1, 1],

niin x-koordinaatille on voimassa 0 <x < 2.

Yhtélostd x = ¢ + 1 saadaan ¢ = x — 1. Sijoitetaan yhtéloparin alempaan
yhtél66n £:n paikalle lauseke x — 1, jolloin saadaan
y=(x-1P2=x*-2x+1,kun0<x<2.

Vililld [0, 2] funktio x* — 2x + 1 saa ei-negatiivisia arvoja, joten kysytyn
alueen pinta-ala on méaérdtty integraali

2 2
J.(x2 —2x+1)d.>c=(/)(%x3 - X" +x)

0

_1 4352
—32 2°+2

8
==—4+2

3 +

8
==-2

3
_8 6

3 3
_2

3



Juuri Kertaus ® Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 28.10.2018

833. Koska g'(x) = f{x), niin funktio g(x) on funktion f{x) integraalifunktio.

D) [£(de=/g(x) = g(3)-g()=1-3=-2

b) [ f(r)dx=g(1)-g(0)=3-3=0
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834.  Kysytyn pyordhdyskappaleen tilavuus saadaan kaavasta

V= nj(smx)dx nIsm xdx.

T

Integrointia varten lauseke sin® x muokataan kaksinkertaisen kulman
kaavalla cos 2x = 1 — 2sin” x muotoon, josta integrointi ilman apuvélinetti
on mahdollinen:

cos2x=1-2sin’ x
2sin’ x =1-cos2x [|:2
1—cos2x

2

sin’ x =
Nyt
V=n| (sinx)dr

= nJ. sin® xdx

-7
n

1—cos2
—nf( cgs Xy

T

%J-(l cos 2x)dx
%J.ldx—— cos 2xdx

K

J.ldx—%-%jE 2-cos2xdx

SYEE|

n

_T T
= 27/nx 1 /nsm2x

=1 Zm—(-m)- —(sm(2 ) —sin(2- (—)))
= E(n +7)— Z(s1n(27t) —sin(—2m))

a

T T
=2 m)-1(0-0)

2
=T
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835. a)

j S (x)dx = jf(x)dx+ Jf(x)dx
(3 (1))2 8-3)+1

- 2 x ¢’
kolmion pinta-ala puolisuunnikkaan
pinta-ala
- 42,6
=Ty gl
=—4+6
=2
b)
j | f(x)dx = j | f(x)ldx + j S (x)dx
|- G- (1))2| @-3)+1 ,
- 2 2
kolmion pinta-ala puolisuunnikkaan
pinta-ala
4.2, .6
A
=|—4|+6
=4+6
=10

¢) Funktion fintegraalifunktio on kasvava vileilld, joilla sen
derivaattafunktio f'saa ei-negatiivisia arvoja. Nyt flx) > 0, kun
3<x<8.

d) Valilla [2, 3] funktion F derivaattafunktio f'saa ei-positiivisia arvoja.
Talla perusteella tdlld vlilld funktio F on vahenevé ja F(2) > F(3).

e) Kohtaan x =3 funktion f’kuvaajalle piirretyn tangentin kulmakerroin
on positiivinen ja kuvan perusteella se on noin 1. Vastaavasti kohtaan
x =7 piirretyn tangentin kulmakerroin on negatiivinen ja kuvan
perusteella se on noin —1. Siis vdite ' '(3) <f'(7) on epétosi.
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836.  Kysytty polynomifunktio on muotoa |a|(x — (—1))(x — 1) = a(x* — 1). Pinta-
alachdosta saadaan méédrétyn integraalin avulla yhtélo, josta esimerkiksi
vakion a voidaan maarittaa.

1
a|(x* =1)dx =5, josta a:—E tai azﬁ.
J 4 4
-1
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837. Ratkaisuissa kéytetddn kaavoja
sin®x + cos’x = 1 ja cos 2x = cos®x — sin’x.

% T[
I +1, =Icos xdx+.|.sm xdx
0
2
ZJ(COSZX+Sin2 x)dx
0
%
= [1dx
0
%
=/x
0
_n
2
2
I, - I, = | cos® xdx — J.sm xdx
0

(cos® x —sin® x)dx

Il
O V[ O [ O ——o S

(cos2x)dx

2-(cos2x)dx

sin2x

l\)|>—
o ~nla o'—.w\:

'_‘Nl’_‘

(sm(Z —) —sin(2-0))
= E(sm T —sin0)

1
23(0—0)
=0
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Integraalien summasta ja erotuksesta saadaan yhtilGpari, josta saadaan
ratkaistua integraalien /; ja I arvot.

L+Q:%
Tl -1,=0

Koska [; — L =0, niin I = I,. Siis 1, =1, =%

1
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838.

a) Funktiolla f on paikallinen maksimikohta kohdassa x = a, jos

derivaattafunktion merkki vaihtuu positiivisesta negatiiviseksi tdssé
kohdassa. Paikallisessa terassikohdassa derivaatan arvo on nolla, mutta
kohdassa derivaatan merkki ei vaihdu. Derivaatan merkki voi olla
kaikkialla ei-negatiivinen tai ei-positiivinen.

Haetun funktion fintegraalifunktiolla on paikallinen maksimikohta

x =1 ja terassikohta x = 2. Funktion fintegraalifunktion tapauksessa
kohdat ovat integraalifunktion derivaattafunktion nollakohtia eli nyt
funktion fnollakohtia. Ehdot tayttdva funktio f'voisi olla esimerkiksi
binomin 1 — x (kuvaaja laskeva suora) ja binomin nelién (x — 2)
(kuvaaja ylospédin aukeava paraabeli) tulo. Ndiden binomien
tapauksessa funktion f merkki vaihtuu positiivisesta negatiiviseksi
kohdassa x = 1, jossa laskeva suora y = —x + 1 leikkaa x-akselin.
Lisiksi funktion (x — 2)* merkki on kaikkialla ei-negatiivinen ja arvo 0
saavutetaan kohdassa x = 2, jossa ylospdin aukeava paraabeli sivuaa x-
akselia.

Ehdot tiyttdva funktio f'on esimerkiksi
) =1 -x)(x-2)=—(x-1)(x-2)" ="+ 55" - 8x + 4.

b) Vilin [-1, 1] pituus on 1 — (1) = 2, joten pinta-alaehto 20 toteutuu

suorakulmiolla, jonka kanta on 2 ja korkeus 10.
Erés ehdot tayttava funktio f on esimerkiksi f{x) = 10.

¢) Madiritty integraali yli vélin [1, 3] on 0, jos esimerkiksi sekd funktion

kuvaajan ja x-akselin alapuolelle ettd funktion kuvaajan ja x-akselin
yldpuolella jadvien alueiden pinta-alat ovat yhtd suuret. Jos funktion
kuvaaja olisi nouseva tai laskeva suora, niin funktion nollakohta olisi
tdlloin kohdassa x = 2.

Erés ehdot tayttava funktio fon flx) =x — 2.
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839. Paraabelin y= %xz ja suoran y = 2 rajoittaman alueen pyorahtiessa

suoran y = 2 ympéri syntyneen pyOrdhdyskappaleen tilavuus on sama kuin
1

pyordhdyskappaleella, joka syntyy paraabelin y = Exz —2 jasuorany =0

rajoittaman alueen pyorahtéessd suoran y = 0 eli x-akselin ympari.

Paraabeli y = %xz leikkaa suoran y = 2 kohdissa x =2 jax = 2.

Vastaavasti paraabeli y = %xz —2 leikkaa suoran y = 0 my0s kohdissa

x=-2jax=2.

Syntyvén pyorahdyskappaleen tilavuus saadaan kaavasta

128

2
1 > 2

V=n|(zx" -2)dr=-—~m.
-‘;2 15
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840. Paraabelin y* = 4x ja suoran 4x — 3y = 4 leikkauspisteet saadaan
2 _
yhtéloparista {Zx B §; _4

- _1
Yhtiloparin ratkaisu on {* 4 tai {4 .
y=4 =_1

U

Paraabelin ja suoran rajoittaman alueen pinta-ala voidaan laskea
helpommin integroimalla muuttujan y suhteen. Ratkaistaan kummankin
kdyrén yhtdlo muuttujan x suhteen eli ilmaistaan muuttuja x muuttujan y
avulla:

paraabeli: y2 = 4x, josta x = %yz

suora: 4x — 3y =4, josta x=%y+1

Integroimisrajat muuttujan y suhteen integroitaessa ovat y=—1jay =4,
Valitaan vililtd [-1, 4] testikohdaksi y = 0 ja selvitetdén testikohdan avulla
kumpi funktio muuttujan y suhteen saa suurempia arvoja valilld [-1, 4]:

paraabeli: x = % 0°=0

suora: x:%-0+1:1
Paraabelin ja suoran viliin jdévén rajoitetun alueen pinta-ala on

4
3 1 125
2y+1-= =122 -5208...~5,21.
[(4y+ 1 )y = ,
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841.

842.

15

1)2 saa tarkasteluvalilla x > 0

Funktio f(x)=1+15(x+1)" =1+
positiivisia arvoja, joten koordinaattiakselien, suoran x = 4 ja kdyrén

15 _
(x+1)° M =16

4
y=1+ rajoittaman alueen pinta-ala on I a+

15
+1)°
Alue voidaan jakaa kahteen pinta-alaltaan yhtd suureen osaan (8 pinta-
alayksikkoa ja 8 pinta-alayksikko6d) ddrettdomén monella tavalla.

Jaetaan alue kahteen pinta-alaltaan yhtd suureen osaan y-akselin
suuntaisen suoran x = @, @ > 0 avulla:

j (1+

Suora x =2+/6 —4 jakaa alueen kahteen pinta-alaltaan yhti suureen
osaan.

=-2J6-4<0 tai a=2/6-4.

Koska kédyra pyorahtda y-akselin, on kdyran yhtalo
y=2In(x+1),0<x<e- 1, saatava muotoon x = g(»).

¥y
y=2In (x + 1), josta saadaan x =e? —1.

Mairitetdén muuttujan y suhteen tapahtuvan integroinnin rajat tiedosta
0<x<e-—-1.

Kunx=0,niiny=2ln(0+1)=2In1=0.
Kunx=e—1,niiny=2In(e—1+1)=2lne=2.

Kysytyn pyordahdyskappaleen tilavuus on
Ty
V= nj (e2 —=1)*dy
0
=(e’ —de+5)n

=4,762...
~4,76.
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843.  Funktion sin x kuvaaja leikkaa x-akselin vililla [0, 27] kohdissa x = 0,
x=mjax=2mn. Vililla [0, t] on sin x > 0 ja vililla [x, 2] sin x < 0.

Vililla [0, w] kdyrd y = f{x) + sin x on ylempéna kuin kdyra y = f(x), joten
télld valilld kdyrien rajaaman alueen pinta-ala on

[(f () +sinx— f(e)dx = [sinxdx =2.

0 0

Vililla [&, 2] kdyrd y = f{x) on ylempana kuin kdyrd y = f{x) + sin x, joten
télld valilld kdyrien rajaaman alueen pinta-ala on

[ ()= (£ (x) +sinx))dx = [ (~sinx)dx = 2.

Vililla [0, 2x] kdyrien rajaaman alueen pinta-ala on siis 2 + 2 = 4.
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Hahmotellaan tilanteesta mallikuva.

4ly

y=3¢2+0,25
3

N

X

1 21 |
y=322-0,25

-1 of g 1 2 3

Lasimaljakon ulkopinnan muodostaman pydrahdyskappaleen tilavuus on

3
T j 2(y)*dy. Kirjoitetaan yhtilo y = 3x* — 0,25 suoraan muotoon
0

= g0

y=3x"-0,25
y+0,25=3x" ||:3

,  y+0,25

T3

Ulkopinnan muodostaman pyordhdyskappaleen tilavuus on siis

+O 25 7
I =G

Maljakon sisdpinnan kdyrd kohdassa x = 0 on pisteessé (0; 0,25), joten
3

sisdpinnan muodostaman pydrahdyskappaleen tilavuus on 7 I g(y)’dy.
0,25

Nyt y = 3x? + 0,25, josta saadaan x* = Y g 25

Siséipinnan muodostaman pyordhdyskappaleen tilavuus on siis

y-0 25d _12In
3 96

0,25
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845.

Maljakon lasiosan tilavuus on siis In_121n _A7m _ 1,53... tilavuuden

4 9 96
yksikkod. Koska koordinaatiston yksikko on 10 cm, niin tilavuuden

yksikkd on (10 cm)* = 1000 cm® = 1 dm’.

Maljakon lasin tilavuus on siten 1,53... dm® ja maljakon massa
2,5kg/dm’ - 1,53... dm®> = 3,84... kg ~ 3.8 kg.

Funktion fintegraalifunktiot F ovat muotoa
F(x) =J(x+1)dx=%x2 +x+C.

Integraalifunktion F kuvaajalla y = %xz + x+ C ja funktion f'kuvaajalla

y=x+ 1 on sivuamisen myo6té yksi yhteinen piste. Tdmé sivuamiskohta

on yhtélon %xz +x+C =x+1 ainoa ratkaisu. Toisen asteen yhtilolla

%xz +x+C=x+1 eli yhtilolla %xz +C —1=0 on yksi ratkaisu, kun

diskriminantti on 0.

Nyt D =0’ —4%(C—1):—2C+2, joten D=0, kun C= 1.

Haettu integraalifunktio on siis F'(x) = %xz +x+1.
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846.

Kiyrin y = x* + 1 yhtild on kirjoitettava y-akselin suuntaisen
pyordhdyksen takia muotoon x = g(y).

Nyty=x>+1,josta x=3/y—1.

Kéayrdn x =3/y—1 pyo6rdhdys suoran x = 3 ympdri ja ndin muodostuvan
pyordhdyskappaleen tilavuus on yhtd suuri kuin kiyrén x=3/y—1-3
pyOrahdys suoran x = 3 — 3 = 0 eli y-akselin ympéri.

Integroimisrajat muuttujan y suhteen ovat y=0jay =9, joten
muodostuvan pyorahdyskappaleen tilavuus on

J‘(F 3) dy _33375.
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847.

Hahmotellaan tilanteesta mallikuva.
7

6

On huomattava, ettd muodostuva pyordhdyskappale on ontto, silld
kappaleen keskelld on ympyrélierion muotoinen ontto tila.

l’( . . eeqes Lee lx
Kéyrdn y=e? jasuoran y = e leikkauskohta saadaan yhtélostid e? =e,

ja yhtdlon ratkaisu on x = 2. Kéyran pyordhdys x-akselin suuntaisen

1, )
suoran ympdri tapahtuu vililld [2, 4]. Kdyrdn y =e? pyorahdys vililla
[2, 4] suoran y = 2 ympéri muodostaa pyordhdyskappaleen, jolla on sama

L
tilavuus kuin pyordhdyskappaleella, joka syntyy kdyrdn y=e? —2
pyorahtdessa vililla [2, 4] suoran y =2 — 2 = (0 ympdri.

4
Nyt TEJ(@Z —2)*dy = (e* —9¢* +8e+8)m.
2

Lasketusta pyordahdyskappaleesta on viahennettdva onton osan tilavuus,
joka saadaan kaavalla n(e — 2)* - (4 —2) =2(e — 2)°n.

Tehtdvanannon mukaisen pyordahdyskappaleen tilavuus on siis

(' —9¢* +8e+8)n—2(e—2) ' m= (' —11e* +16e)m.
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848.

a) Esimerkiksi:

Funktio

o f(x) = 0.0000069683 x* — 0.001128925 x* + 0.0435446756 x’ + 0.8120686551 x

Piste
O A= (14.60?32368, 17.9520435254)
O B = (39.05?9902359, 47.09723806)
O E = (74.071344744, 50.0313180467)
@ P=(00
@ Q=(90, 60)
1222 |

b) Olkoon a-kohdassa mééritelty funktio f{x).
90
Joen pituus on Hl +(f'(x))’dx =117,44... (m).
0

Koska koordinaatiston yksikkd on 10 m, on joen pituus
10-117,44.. m=1174,4... m = 1200 m.
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SYVENTAVAT TEHTAVAT

849.  Asetetaan aluetta rajaavat pisteet koordinaatistoon ja sovitetaan
kolmannen asteen polynomi pisteisiin.

0
Alueen pinta-ala saadaan médrittyna integraalina j f(x)dx.
—600
Integraalin arvo on 334 666,66..., joten alueen pinta-ala on noin
330 000 m?.

800

(-150, 6830)
(0, 600)

334666.6667

-600 -400 -200 0 200 )i)

Vastauksesi kelpaavat myds muut jarkevélld sovituksella saadut arviot.
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850. a) Vililla [0, 1] funktio kulkee pisteiden (0, 0) ja (1, 1) kautta, ja timén
1-0

=0~ 1. Kéyran yhtilo on siis y = x.

puolisuoran kulmakerroin on & =

Vililla [1, 2] funktio saa vakioarvon 1, joten tilld valilld kdyrin yht4lo
on siis y = 1.

Vililla [2, 4] funktio kulkee pisteiden (2, 1) ja (3, 0) kautta, ja timén
puolisuoran kulmakerroin on £ = g_;é =—1. Puolisuora on osa suoraa,
joka kulkee pisteen (3, 0) kautta ja jonka kulmakerroin on —1. Kéyrén
yhtélo onsiisy—0=—(x—-3) eliy=—x+3.

Derivaatan f”(x) lauseke vililld 0 < x <4 on siis
X, kun 0<x<1

f'(x)=<1, kun 1< x<2.
—x+3, kun2<x<4

b) Integroimalla funktion f” lausekkeet, saadaan funktion flauseke

osavaleittdin.
%x2+C1, kun 0<x<1
f(x)=1x+C,, kun 1< x<2.

—%x2+3x+C3, kun2<x<4

Koska integraalifunktio on jatkuva ja lisdksi f{0) = 0, niin néilla
tiedoilla médritetddn integroimisvakioiden Cj, C; ja Cs arvot.

kohta x = 0:
f0)=0,joten C; =0
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kohtax=1'

Lol
f(l)— +C—§ O—2
lim(yx) =5

lim(x+C,)=1+C,
x—1*
Funktiolla f on raja-arvo kohdassa x = 1, jos — 2 =1+ C,. Yhtilon

ratkaisu on C, = —%. Funktio on my®s jatkuva kohdassa x = 1, silld

lim £ (x) = /(1.

kohta x = 2:
1, 3
f(2)=2+C2=2+(_§)=§
I RN
limGr3)=3

)}3}(—5.22 +3:2+C,)=4+C,

3

Funktiolla f on raja-arvo kohdassa x = 2, jos 5= 4+ C,. Yhtélon

ratkaisu on C, = —%. Funktio on my®s jatkuva kohdassa x = 2, silla

lim £ (x) = /(2).

Funktion f{x) lauseke vililld 0 <x <4 on siis

%xz, kuin0<x<1
f(x)= x—%, kun 1<x<2.
| ) 5
4 -2 <
2x +3x 2,kun2<x_4
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851.

¢) Funktio fon derivoituva vililld 0 <x <4 ja f"(x) = 0 vain, kun x = 3.
Funktion f mahdolliset dériarvokohdat vililla 0 < x < 4 ovat suljetun
valin péatepisteet x = 0 tai x = 4 tai vélille kuuluva derivaattafunktion

nollakohta x = 3.

£0)=0

_3

f@=3
f3)=2

Funktion farvoista suurin arvo on 2 ja pienin arvo 0.

Kirjoitetaan lauseke |t — 1| osavéleittdin ilman itseisarvomerkkejé.
1—1]= t—1, kun¢t-120 {(r-1, kunt>1
C|=(t-1), kunt-1<0 |-¢+1, kunz<1

Mairitetdédn integraali osissa.

Kun 0 <x <1, niin j(—t+1)dt =—%x2 +x.
0

X 1 X
Kun 1 <x <2, niin j|t—1|dt=J.(—t+1)dt+.|.(t—1)dt=%x2—x+1.
0 0 1

—lx2+x, kun 0< x<1

f(x)=

Exz—x+1, kun 1<x<2
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a) Sinifunktion kuvaajan perusteella voidaan todeta, ettd

m 2n

jsin tdt = —j sinzdz.

0 T
T 2n T 2n

Koska [sintds =~ [ sintdz, niin [|sine(de = [|sinzdz.
0 T 0 T

Nyt f (n)=j| sin¢ [d¢, joten tdmén perusteella saadaan
0
b 2n b
f@m)=|sint(de+ [|sint(de = 2| sint de =2 f (m).
0 T 0

b) Tarkastellaan vali [0, 2xt] osavileina [0, «t] ja [, 27].

Vili 0 <x <m,jolloin 0 <¢<mja|sin ¢ =sin ¢.

Vilin <x <2m, jolloin ® < ¢<2m ja |sin #| = —sin ¢.

Madritty integraali vélilla [0, ©t] on I |sint|df = I sintdt =1—cos x.
0 0

Kun x on vililld [n, 2xt], niin

J.| sinz |z = fsintdt+_[(—sint)dt =3+cosx.
0 0 m

_ <x<
Funktio f{x), kun 0 <x <2m,on f(x)= {; +CC(())SS);’ 15332;;; 72Tn'
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853.

Funktio f(x)= Jf’(x)dx = J(l + %)dx =x+In|x|+C. Kohdassa, jossa
funktion kuvaaja sivuaa suoraa y =2, on voimassa f (x) = 0.

Sivuamiskohta saadaan yhtdlostd 1 +% =0, jostax =-1.

Koska funktion kuvaaja sivuaa suoraa y = 2, niin on oltava f{—1) = 2.
Tadmaén tiedon perusteella saadaan yhtilo —1 + In |-1| + C = 2, josta C = 3.

Kysytty funktion flauseke on siis f{x) =x + In |x| + 3.

a) j f(O)dt=F@)-F(1)=1-(-1)=2

b) Funktio f{x) on vakio, kun sen integraalifunktio on lineaarinen eli
integraalifunktion kuvaaja on suora. Kuvaajan perusteella
integraalifunktion F kuvaaja on suora valeilld [2, 3], [3; 4,5] ja
[10, 12].

¢) Funktion F(x) kuvaajalle kohtaan x = a piirretyn tangentin
kulmakertoimelle on voimassa: kt = f(a).

Funktio f{x) on aidosti vdhenevi, kun tangentin kulmakertoimen arvot
pienenevit. Kuvaajan perusteella tangentin kulmakertoimen arvot
pienenevit eli funktio f{x) on aidosti vdheneva, kun 6,2 <x < §,8.

Huomautus: Tehtidvéssd on kaytetty termié “aidosti kasvava” samassa
merkityksessé kuin Juuressa kéytetddn termié “kasvava”.
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n

Olkoon juustopalan suoran sivun pédtepisteet (0, r) ja (0, —). Juustopalan
pohjana oleva puoliympyré kulkee pisteiden (0, »), (0, —) ja (7, 0) kautta.
Madritetdédn juustopalan tilavuus integroimalla suorakulmioiden, joiden
kanta on y-akselin suuntainen, pinta-aloja. Suorakulmioiden korkeudet
ovat télloin valilld [0, /], kun suorakulmion etéisyys y-akselista on vélilld
[0, r].

Madritetddn suorakulmion kannan pituus a
etdisyydelld x Pythagoraan lauseen avulla.

(SR

rr=x +(%)2, josta a=2r’ —x*.

Madritetddn suorakulmion korkeus b verrannon avulla yhdenmuotoisista
suorakulmaisista kolmioista.

h_b . hx
Nyt ===, josta b=—.
ywo =21 -
I h
Suorakulmion kannan a pituus on muuttujan x : B '
funktio aivan kuten suorakulmion korkeus b. I
A
X r

Nyt suorakulmion pinta-ala on muuttujan x funktio:
A(x)=2r" = x* -};—x, jossa0<x<r.

Juustopalan tilavuus on _[A(x)dx = IZ\/ rt—x % = %rzh.
0 0
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856.

Tarkastellaan rakennusta siten, ettd rakennuksen pohjaympyrin keskipiste
on O. Pohjaympyrén tietyn halkaisijan suuntainen taso erottaa
pohjaympyrastd halkaisijan suuntaisen janteen AB. Olkoon janteen AB
keskipiste C. Olkoon suorakulmion kannan pituus 24, jolloin AC = a.

Muodostetaan suorakulmio, jonka kanta on janan 4B suuntainen ja se on
etdisyydelld x, 0 < x <9,85, pohjaympyran keskipisteestd. Tehtdvanannon
mukaan suorakulmion korkeus on puolet kannasta.

Pythagoraan lauseen avulla saadaan 9,85% = x> + a?, josta a =+/9,85" —x°
ja edelleen suorakulmion kanta 2a = 2+/9,85° —x*. Suorakulmion

korkeus on tilloin a =+/9,85* —x*.

Suorakulmion pinta-ala 4 etdisyydelld x ympyran keskipisteestd saadaan
lausekkeesta 24/9,85% — x* /9,857 — x> =2(9,85> — x*). Suorakulmion
pinta-alaa kuvaa siis funktio 4(x) = 2(9,85* — x%), 0 <x < 9,85.

Integroimalla pinta-alan lauseke yli vélin [0; 9,85] saadaan tuloksena
puolet rakennuksen tilavuudesta. Koko rakennuksen tilavuus saadaan

madrdtyn integraalin tuloksesta kertomalla se luvulla 2:
9,85

V=2 [ 29,85 —x*)dx =2548,45... (m*) ~ 2550 (m’).

0
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9 Lukujonot

9.1 Lukujono

901. a) Aritmeettisessa lukujonossa perdkkiisten jdsenten erotus on aina sama
vakio. Nytd=7-4=3.

Lukujonon sadas jésen @100 saadaan, kun ensimmaéiseen jdseneen 4
lisatddn 99 kertaa luku 3:
aio=4+99 - 3=301

Lukujonon yleinen jésen a,:
an=ar+(m-1)d=4+m-1)-3=3n+1.

Selvitetién, onko luku 100 jasenend lukujonossa eli onko a, = 100
jollakin positiivisella kokonaisluvulla #.

a, =100
3n+1=100

3n=99 ||:3

n=33

Luku 100 on siis lukujonon 33. jésen, eli se on lukujonossa.

b) Geometrisessa lukujonossa perdkkéisten jasenten suhde on aina sama

vakio. Nyt g = g =2.

Lukujonon ensimmadinen jasen a; = 3 ja suhdeluku g = 2, joten yleinen
jisena,=a; - ¢"' =3 - 2"\
Selvitetddn yhtilon 3 - 2" = 49152 avulla, kuinka mones lukujonon

jdsen on 49152:
3-2"1=49152 ||:3
2"'=16384
2n—1 :214
n—1=14
n=15

Lukujonon (a,) = (3, 6, ...) 15. jasen on 49152.
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902. a) Lukujono on aritmeettinen, jos sen perdkkiisten jasenten erotus
an+1 — a, on vakio eli ei riipu jérjestysnumerosta 7.
i —an=02-3n+1)-2-3n=2-3n-3-2+3n=-3

Perdkkiisten jasenten erotus —3 on vakio, joten lukujono on
aritmeettinen.

an+l

b) Lukujono on geometrinen, jos sen perdkkdisten jasenten suhde on

a

n
vakio eli ei riipu jirjestysnumerosta n.

(n+1)-1 n
a1 — —4-5 _ 5 = 5)1—()1—1) — 51 =5

a —4.5"" 5"

n

Perédkkéisten jdsenten suhde 5 on vakio, joten lukujono on
geometrinen.
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903. a) Aritmeettisen lukujonon tapauksessa tutkitaan perdkkéisten jisenten

erotuksia:
2) 3)
_ o7 7_ 14 21_ 7
LThT YT 4T TR 12
V7 V714 21 7

ay—a,= — — e

9 6 18 18 18
Perédkkéisten jdsenten erotus ei ole sama vakio, joten lukujono
(777 ) o ole aritmeet
(a,)= ( 169 ,) el ole aritmeettinen.

Geometrisen lukujonon tapauksessa tutkitaan perdkkdisten jasenten

suhteita:

A
4H_6_74_2
a 7 67 3

4

7
4 _9_76_2
a, 7 97 3

6

Perékkaisten jasenten suhde néyttéisi olevan sama vakio, joten

lukujono (a,) = (%,%,%,j voisi olla geometrinen.

Jos lukujono on geometrinen, niin lukujonon ensimmaéinen jésen on

2
a, 2% ja suhdeluku g = 3 jolloin yleisen jdsen kaavalla a, = a; - ¢"

_7.(2)"
saadaan a, = (3) .
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b) Aritmeettisen lukujonon tapauksessa tutkitaan perékkaisten jasenten
erotuksia:

2w A~

Q
[
Q
Il
|
Il
20 o

Q| AW

S
w
|
]
[\ ]
Il

Perdkkaisten jasenten erotus ndyttiisi olevan sama vakio, joten
lukujono (a,) = (%,%,%,) voisi olla aritmeettinen.

Geometrisen lukujonon tapauksessa tutkitaan perdkkiisten jasenten
suhteita:

3
4 _7_37_34
a 1 71
7
5
4 _7_57_5
a, 3 73 3
7

Perdkkaisten jasenten suhde ei ole sama vakio, joten lukujono

135 . .
(a,)=|=,=,=,... | ei voi olla geometrinen.
777
Jos lukujono on aritmeettinen, niin lukujonon ensimmaéinen jdsen on
1 2
a, = 7 ja erotusluku d = - jolloin yleisen jésen kaavalla
an= a1 + (n— 1)d saadaan
1 2
—+=n
7 7

2 2 1
Lt
T 7

1 2
a=—+n-1)-—= .
==l Z
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904. a) Lukujono on aritmeettinen, jos sen perdkkiisten jdsenten erotus
an+1 — a, on vakio.

Nyt

w—ar=x-2ja

as—a, =8 —x,

joten erotuslukujen yhtdsuuruudesta saadaan yhtilo x —2 = 8 — x.

Ratkaistaan luku x yhtédlostd x —2 = 8 — x:

x—-2=8-x
x+x=8+2
2x=10|:2
x=5
b) Lukujono on geometrinen, jos sen perdkkiisten jasenten suhde Dt o
ai’l

vakio.

Nyt

2

a, x . a

a 27 a,

. . 8
joten suhdelukujen yhtidsuuruudesta saadaan yhtélo 22
2 X
. ar o X8
Ratkaistaan luku x yhtélosti 5 =—:
X
x_8
2 x
x’=2-8
x* =16

x=\/E tai x=—\/ﬁ

x=4 x=—4
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90s.

a) Lukujono on aritmeettinen, joten yleinen jasen on a, = a; + (n — 1)d.

Lukujonon jasenten a3 = -3 ja a5 = 6 tiedoilla saadaan yhtdlopari ja
sen ratkaisuna a; ja d.

a,=a,+3-1)d =a,+2d _ a,+2d=-3 .
eli ny , josta ratkaisuna
as=a,+(15-1)d =a, +14d a,+14d =6
9
a,=——
saadaan 3 2.
d==
4
Yleinen jdsen on a, = —2+ (n-1) 2 zén —2.
2 4 4 4

Toinen tapa:
Koska lukujono on aritmeettinen, lukujonon jésen saadaan lisadmalla
edelliseen sama vakio d.

Siis ai1s = a3 + 12d 2eli 6 =—3 + 12d. Tasta saadaan d zé.

4
3 9
Nyta1=a3—2d=—3—2-zz—§.
. _ 9 n.3_3 21
Yleinen jdsen on nyt a, = 2+(n 1) 1=

n—1

b) Lukujono on geometrinen, joten yleinen jdsen on a, = a; - q

Lukujonon jédsenten a, =% ja ag =g tiedoilla saadaan yhtilopari ja

sen ratkaisuna a; ja q.

9
. a, q=-—
{az a-q o elinyt 1 4 4 josta ratkaisuna saadaan
ag=a,-q al.q5:§
27 27
G )T w
tai .
_2 - 2
=3 9==3
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Toinen tapa:
Koska lukujono on geometrinen, lukujonon jédsen saadaan kertomalla
edellinen samalla vakiolla g.

Siisa6=a2-q4elii=2-q4. Tastd saadaan qzig.
6 4 3
9
Jos q=%, niin g, =%=%=%.
3
9
2 hiing=%-4 __27
Jos g= 3‘,nunal—q__g_ g
3
L 27 (2\7 .. __2.(_2)”‘1
Yleinen jésen on siis joko a, = 5 ( 3) tai a, = 5 3

906. a)
a =1
a, =1+3a, =~1+3-1=+4=2
a, =[1+3a, =J1+3-2 =7
a, =J1+3a, =V1+3 N7 =V1+3J7

b)

1
2
2.64575
2.98952
3.1573
3.23603
3.27232
3.28892
3.29648
3.29991
11 3.30148

W o~ O g W D=

-
o

Lukujonon 11. jdsen on ensimmaéinen, joka ylittdd luvun 3,3.
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907.

Ensimmadinen vilille [999, 9999] sijoittuva luvulla 7 jaollinen
1001

kokonaisluku on 1001, silla = 143.

Kaikki Iuvulla 7 jaolliset vélilla [999, 9999] olevat kokonaisluvut voidaan
esittdd muodossa a, = 1001 + (n — 1) - 7=Tn + 994,

Selvitetddn, kuinka mones lukujonon (a,) jdsen ei vield ylitd lukua 9999
hakemalla epdyhtdlon 7n + 994 < 9999 suurin positiivinen
kokonaislukuratkaisu.

Epédyhtilon ratkaisu on x < 1286,42... Suurin timén ehdon tayttava
kokonaisluku on siis 1286, joten lukujonon 1286. jasen on suurin vélille
[999, 9999] sijoittuva luvulla 7 jaollinen kokonaisluku

(1286 =7 - 1286 + 994 = 9996).

Vililla [999, 9999] on siis 1286 luvulla 7 jaollista kokonaislukua.
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908.

Olkoon isoimman nelién sivun pituus 2r
2r, r> 0, jolloin isoimman ympyrin sdde on
r ja sen pinta-ala mr°.

Isoimman ympyrén, jonka séde on 7, sisélle
piirretyn nelion sivun pituuden puolikas
x, x > 0, saadaan Pythagoraan lauseen avulla:

x> +x* =r?, josta xzﬁr.

2

Nelion sivun puolikas on samalla nelion
sisélle piirretyn ympyréan side.
Toiseksi isoimman ympyrin pinta-ala

V2

on siis n(Tr)2 =

7U"2

Koska kuviota toistetaan tdsmilleen 2
samanlaisina, ympyrdiden pinta-alat
muodostavan geometrisen lukujonon

2 71',7"2 TU‘2

e, T g jonka suhdeluku

_1

n—-1
. . .. 51
Lukujonon yleinen jdsen on siis a, = nr (3) .

1 2

Selvitetddn, mikd on pienin kokonaisluku n, jolla a, < 1000000 ™" -

n—1
Rasastaan n o o (1 =1
atkaistaan 7 yhtalosta - -( 3 1000000

ratkaisusta pienin ehdot tayttiva kokonaisluku.
Yhtdlon ratkaisu on n = 20,93..., josta pienin ehdot tayttdvd kokonaisluku
on 21.

-mr’ ja paitelldin yhtilon

Siis 21. ympyra on ensimmdinen, jonka pinta-ala on alle miljoonasosa
alkuperdisen ympyrén pinta-alasta.
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9.2 Summa

LUVUN 9.2 YDINTEHTAVAT

909. a) Yhteenlaskettavat ovat aritmeettisen lukujonon a, =—2n +5
ensimmadiset jasenet 3, 1,—1,-3, ...,-2n+5, ... ja3113.

Selvitetddn yhtdlon —2n + 5 =-3113 avulla, kuinka mones
aritmeettisen lukujonon (3, 1, -1, 3, ...) jasen luku 3113 on.

2n+5=-3113
—2n=-3118 ||: (-2)
n=1559

Summassa on siis 1559 ensimmaisté aritmeettisen lukujonon
an=—2n+ 5 jésenta.

Summa3+1-1-3—...+(2n+5)+...-3113 onsiis
Sies =1559~wz—2 424 245.

b) Yhteenlaskettavat ovat geometrisen lukujonon a, =3 - 2"
ensimmaiset jasenet 3,3 - 2,3 -2%3-2% ..., 3-2"" .. ja3-2"

3-2

Lukujonon suhdeluku ¢ = 5= 2.

Selvitetiisin yhtilon 3 - 2" = 3 - 2'° avulla, kuinka mones geometrisen
lukujonon (3,3 - 2,3 - 22,323, ...)jasen luku 3 - 2% on.
3-271=3-219:3

2nfl=210
n—1=10
n=11

Summassa on siis 11 ensimmdisti geometrisen lukujonon a, =3 - 2"

jésenté.

Summa3+3-2+3-2243-22+ ... +3-2"14+ . +3-290nsiis
_ 11

S, =M=6141.

1-2
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Toinen tapa:
Yhteenlaskettavat ovat geometrisen lukujonon a, =3 - 2"
ensimmiiset jdsenet 3,3 - 2,3-2%,3-2%, ...,3-2"' ... ja3-2"

Lausekkeesta 3 - 2" niihd#n, etti ¢ = 2.
Koska3+3-2+3-22+3-2°+ . +3-2"'+  +3.21°
=3-2043-2+3-2°+3-2°+ . +3-2""+ . +3-2
nihdién, ettd yhteenlaskettavia on 11.

Summa3+3-2+3-2243-23+ . +3-2"1+  +3-2%0nsiis

3.(1-2"

e ) _6141.

910.

=3+2+1+%+%+%
—4+%+%+ﬁ%+“%
=4+%+%%+%%
—6+%%+%%
—6+%%

1
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911. a) Yhteenlaskettavat ovat aritmeettisen lukujonon (5, 7,9, ...)
ensimmaiset jésenet.

Lukujonon ensimmdinen jasen a; = 5 ja erotuslukud =7 — 5 =2.
Lukujonon yleinen jdsenona,=5+(n—1)-2=5+2n—-2=2n+3.

Summassa on 15 yhteenlaskettavaa.
Summa voidaan kirjoittaa ) -merkkié kéyttiden siis muodossa

i (2n+3).

Aritmeettisen summan kaavalla saadaan

S, =15 5+233 = 285.

b) Yhteenlaskettavat ovat geometrisen lukujonon (1, 3, 9, ...) ensimmaiset
jésenet.

Lukujonon ensimmainen jasen a; = 1 ja suhdeluku ¢ = 3. Lukujonon
yleinen jésen on siis @, = 1 - 3" =3"",

Selvitetdin yhtilon 3" = 3% avulla, kuinka mones geometrisen
lukujonon (1, 3, 9, ...) jisen luku 3%° on.

3n—1:320
n—1=20
n=21

(tai 1 +3+9+...32°=3"+3"+32+ .. 3% joten summassa on 21
yhteenlaskettavaa)

21
Summa voidaan kirjoittaa ) -merkkié kéyttden siis muodossa Z 3",
n=1
Geometrisen summan kaavalla saadaan
11— 3%

Sy ==7-3=5230 176 601
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912. a) Kaikki luvuilla 2 ja 3 jaolliset luvut ovat jaollisia luvulla 2 - 3 = 6.
Ensimmaéinen kolminumeroinen luvulla 6 jaollinen luku on 102, silld
102

T=17

Luvulla 6 jaolliset kolminumeroiset luvut ovat siis muotoa
a, =102+ 6(n—1)=6n+96.
Selvitetddn epayhtilon avulla, mikd on suurin kokonaisluku, jolle
6n + 96 < 999.
61+ 96 <999
6n<903 ||: 6
n<150,5

Suurin epéyhtilon toteuttava kokonaisluku on siis 150, joten
kolminumeroisia luvulla 6 jaollisia lukuja on 150.

Lukujonon a, = 6n + 96 150. jdsen on ajso =6 - 150 + 96 = 996.

Ehdot tiyttivien lukujen summa on siis S5, =150 % =82350.

b) Summassa1l+2+3+4+ ...+ 1000 on 1000 ensimmaéisté positiivista
kokonaislukua ja tdimé aritmeettinen summa on

S,000 = 1000 -% = 500500.

Summassa 1 +2 +3 +4 + ... + 1000 on viidell4 jaolliset luvut 5, 10,
15, ..., 995 ja 1000. Ndmai luvut voidaan esittdd muodossa a, = 5n.
Luku 1000 on lukujonon (a,) 200. jasen, silld azoo =5 - 200 = 1000.

Viidelld jaollisten lukujen 5, 10, ..., 995 ja 1000 aritmeettinen summa
on Sy, =200 .w =100500.

Jéljelle jadavien yhteenlaskettavien summa on siis
500500 — 100500 = 400000.
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913.

914.

a) Summa-1+2+5+...+3n—4=146 171 on aritmeettisen lukujonon
(-1,2,5,...,3n—4, ...) n:n ensimmaéisen jdsenen summa.

Ratkaistaan lukujonon jésenten lukumaéiré »n, n > 0, aritmeettisen

summan kaavalla S, =n R T
n-w:M&ﬂ, jostan =313 (tain=-311,3...)

b) Summa4 + 16 + ... + 4" =89 478 484 on geometrisen lukujonon
(4,16, ..., 4", ...) n:n ensimmdisen jdsenen summa.

Lukujonon suhdeluku on g = % =4.

Ratkaistaan lukujonon jasenten lukuméérd n, n > 0 summakaavasta

g _4 “(1-4")
n 1_ q N
Yhtilon % =89 478 484 ratkaisu on n = 13.

Sailyketolkit kerroksittain muodostavat aritmeettisen lukujonon
(1, 2,3, ...), jossa lukujonon yleinen jdsen on a, = n.

Summakaavasta S, =n -a]JrTa” saadaan yhtélo »- 1;” =1000, jonka

ratkaisuna saadaan kerrosten lukumaéara n, n > 0.

Yhtilon ratkaisut ovat n =44,22... (tai n =—45,22...).

Sailyketolkeistd voidaan pinota siis 44 kerrosta.

1+44
2

Téahéan rakennelmaan menee yhteensi S,, =44- =990 tolkkia, joten

tolkkeja jad yli 10.
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915.  Vuosittaiset hiilidioksidipddstot muodostavat geometrisen lukujonon.
Valitaan jonon ensimmdiseksi jaseneksi vuoden 2018 hiilidioksidipéadsto
0,95 - 56 (milj. tonnia).

Lasketaan taulukkolaskentaohjelmalla vuosien 2018-2050
hiilidioksidipadstot ja ndiden kokonaissumma, kun paistot vihenevit 5 %
vuodessa, eli tulevat 0,95 .kertaisiksi.

¥ Taulukkolaskenta
L «|BEE|=av B~
A B |
1 Vuosi = Hiilidioksidip&éstdt (milj. tonnia) 20 2036 21.13
2 | 2018 332 | 21 | 2037 20.08
3 | 2019 5054| | 22 | 2038 19.07
4 | 2020 4801 1 23 | 2039 18.12
5 | 20 4561 124 | 2040 17.21
6 | 2022 4333 o5 | 2041 16.35
7 2023 AT T g | 2042 15.53
8 2024 39.11
27 | 2043 14.76
9 2025 37.15
28 | 2044 14.02
10 | 2026 35.29
11 2027 3353 | 29| 2045 13.32
=R o026 3185 | 30 | 2046 12.65
13| 2029 3026 | 31 2047 12.02
14 | 2030 0875 | 32 | 2048 11.42
15 | 2031 2731 | 33| 2049 10.85
16 2032 25.94 34 2050 10.31
17 | 2033 2465 | 35
18 2034 23.41 36 Vuosien 2018-2050 p&&stét yht.
19 | 2035 2224 | 37 868.2

Vuoden 2050 hiilidioksidipaastot ovat 10,3 miljoonaa tonnia, jos
pééstdjen viheneminen jatkuu samalla tavalla.

Vuosien 2018-2050 péastdt ovat yhteensd 868 miljoonaa tonnia.
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Toinen tapa:

Vuosittaiset hiilidioksidipadstot muodostavat geometrisen lukujonon.
Valitaan jonon ensimmdiseksi jaseneksi vuoden 2018 hiilidioksidip&&sto
0,95 - 56 = 53, 2 (milj. tonnia).

Nyta,=53,2-0,95""".
Vuonna 2050 paistot ovat
as =53,2-0,95=10,305... = 10,3 miljoonaa tonnia.

Vuosien 2018 -2050 pééstot ovat yhteensa
53,2(1-0,95")

Sy = 1-0.95 =868,19... ~ 868 miljoonaa tonnia.
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916. a) Aritmeettisen lukujonon 12. jasen a, voidaan esittdd lukujonon 3.
jésenen a3 ja erotusluvun d avulla:
an=az+9deli 166 =13+ 9d, jostad = 17.

an=a3+9deli 166 =13 +9d, jostad = 17.
Koska as =a; +2d, niin 13 =a; +2 - 17 mistd a; = - 21.

Lukujonon yleinen jisen a, = a; + (n — 1)d on siten
an=—"21+m-1)-17=17n-38.

Lukujonon (a,) jasenten ais, ais, ..., azo summa voidaan laskea
lukujonon summien S3 ja Si4 erotuksena. Lasketaan summissa
tarvittavat lukujonon jasenet aso ja ais:
ax=-21+30-1)-17=472

ais=-21+(14-1)-17=200

Sy —30.21+472 _ ¢765

2
S, =14-w: 1253
Lukujonon (a,) jdsenten as, ais, ..., s summa on siis

S30 — S14 = 6765 — 1253 = 5512.

Toinen tapa:

Koska lukujono on aritmeettinen, lukujonon jasen saadaan lisidmalla
edelliseen vakio d.

ap=az+9deli 166 =13+ 9d, jostad = 17.

Nytais=ain+3d=166+3-17=217ja
axp=ann+18d=166+ 18 - 17 =472.

Summan ensimmaéinen yhteenlaskettava on a;s = 217, viimeinen
az =472, ja yhteenlaskettavia lukuja on 16.
Aritmeettisen summan kaavalla saadaan

16-W=5512.
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b) Geometrisen lukujonon yleinen jisen on a, = a; - ¢"', joten tiedoista
as =163 840 ja ajo = -5120 saadaan yhtéildpari ja sen ratkaisuna a; ja

q.
a,-¢*" =163 840
a-q""=-5120"

josta a1 =2 621 440 ja g =—%.

Lukujonon (a,) jasenten ais, ais, ..., azo summa voidaan laskea
lukujonon summien Sz ja Si4 erotuksena:

2 621 440-(1—(—%)30) 2 621 440-(1—(—%)‘4)

S30 - S14 - ) 1 ) 1
() ()
_ 109225
1024
_ 681
=106 1024
Lukujonon (a,) jasenten ais, aie, ..., a3 Summa on siis

S30 — S14= 6765 — 1253 = 5512.

Toinen tapa:
Koska lukujono on geometrinen, lukujonon jisen saadaan kertomalla
edellinen vakiolla g.

aw=as- ¢’ eli 5120 = 163840 - &', josta g =—1.

Nyt @, =a,-q° :—5120-(—%)5 =160.
Summan ensimmainen yhteenlaskettava on a;s = 160,

yhteenlaskettavia lukuja on 16 ja g = —%.

Geometrisen summan kaavalla saadaan
1416
160(1-(-3)"*)

1-(-3)

109225 681
© 1024 ‘1061024‘
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Luvun 9 vahvistavat ja syventavat tehtavat

VAHVISTAVAT TEHTAVAT

917. a) Aritmeettisesta lukujonosta tiedetddn a3 = 6 ja as = 12. Lukujonon
viides jdsen saadaan, kun kolmanteen jdseneen lisdtddn erotusluku d
kaksi kertaa: as = az + 2d.

Nyt 12 =6 + 2d, josta 2d = 6 ja edelleen d = 3.

Lukujonon kolmas jdsen saadaan, kun ensimmaéiseen jaseneen lisdtdan
erotusluku d kaksi kertaa: a3 = a1 + 2d.
Siis6=a;+2 -3, jostaa; =0.

Lukujonon toinen jisen saadaan, kun ensimmaéiseen jdseneen lisitdin
erotusluku d: a» = a, + d.
Siisa,=0+3=3.

Loput puuttuvat lukujonon jasenet ovat
aw=azt+d=6+3=9
as=as+d=12+3=15
ar=a¢+d=15+3=18.

Siis 0,3, 6,9,12,15,18, ...

Aritmeettisen lukujonon yleinen jasen a, = a; + (n — 1)d on siten
a,=0+(n-1)-3=3n-3jaa =3 -10-3=27.
Lukujonon kymmenen ensimmaéisen jisenen summa on

S, =10- 0““227 ~135.
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b)

Toinen tapa:

Aritmeettisesta lukujonosta tiedetddn a3 = 6 ja as = 12. Lukujonon
viides jdsen saadaan, kun kolmanteen jdseneen lisdtddn erotusluku d
kaksi kertaa: as = az + 2d.

Nyt 12 =6 + 2d, josta 2d = 6 ja edelleen d = 3.

a2=a3—d=6—3=3
a=a—d=3-3=0
as=a3+d=6+3=9
as=as+d=12+3=15
ar=a¢+d=15+3=18.

Siis 0,3, 6,9, 12,15, 18, ...

aw=a7+3d=18+3-3=27.
Lukujonon kymmenen ensimmaéisen jisenen summa on

szlo-%:lss.

Geometrisesta lukujonosta tiedetddn az = 6 ja as = 12. Lukujonon
viides jisen saadaan, kun kolmas jdsen kerrotaan suhdeluvulla ¢ kaksi
kertaa: as = a3 - ¢°.

Nyt 12 =6 - ¢ josta ¢> = 2 ja edelleen g =~/2 tai g=—/2.

Tapaus g = V2

Lukujonon kolmas jasen saadaan, kun ensimmaéinen jasen kerrotaan
suhdeluvulla ¢ kaksi kertaa: a3 = a1 - ¢°.

Siis 6 =g, {(V2)%, josta 6 = a; - 2 ja edelleen a; = 3.

Lukujonon toinen jésen saadaan, kun ensimmadinen jisen kerrotaan
suhdeluvulla ¢: a> = a; - g.

Siis @, =3-v/2 =3v2.
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Loput puuttuvat lukujonon jésenet ovat
a,=a,-q=6-v2=6v2
a,=a,-q=12-v2=1242
a,=a,-q=12N2 -2 =24.

Siis 3, 3v/2, 6, 652, 12, 1242, 24, ...

Lukujonon kymmenen ensimmaéisen jisenen summa on
¢ _30-(2)")
10 1 _ \/E
_30-((2))
1-42
_3(1-2Y)
1-
_3(1-32)
1-2
- 93
~(V2-1)
-3
V2-1

S

Tapaus g = —~2:
Lukujonon kolmas jasen saadaan, kun ensimmaéinen jasen kerrotaan
suhdeluvulla ¢ kaksi kertaa: a3 = a1 - ¢°.

Siis 6 =g, «(—/2)?, josta 6 = a; - 2 ja edelleen a; = 3.

Lukujonon toinen jidsen saadaan, kun ensimmaéinen jésen kerrotaan
suhdeluvulla ¢: a> = ai - gq.

Siis a, =3-(—/2)=-3+/2.

Loput puuttuvat lukujonon jésenet ovat
a,=a,-q=6-(—2)=—6:/2
ag=as-q=12-(—2)=-1272

a, =a,-q=—122-(—/2)=24.

Siis 3, =332, 6, =652, 12, 1242, 24, ...
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Lukujonon kymmenen ensimmaéisen jasenen summa on
_301-(=v2)")
Y 1-(—V2)
_30-((=v2)")’
O 1+2
_3(1-2Y)

T 142
3(1-32)

1+~2
_ 93

V2 +1
_ 93

V241

Toinen tapa:
Geometrisesta lukujonosta tiedetddn az = 6 ja as = 12. Lukujonon
viides jdsen saadaan, kun kolmas jdsen kerrotaan suhdeluvulla ¢ kaksi

kertaa: as = as - qz.
Nyt 12 =6 - ¢°, josta ¢* = 2 ja edelleen ¢ =2 tai ¢=—2.

Tapaus g = V2

V2)
a 6 _6V2
=2= 2=2£-32
“7Yy V22

a, _3J2
a:—:—:3
1 q \/5
a,=a,-q=6-v2=6v2
a6=a5-q=12-x/§=12\/§
a, =a,-q=1232 72 =24.

Siis 3, 3v/2, 6, 65/2, 12,1242, 24, ...
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Lukujonon kymmenen ensimmaéisen jasenen summa on
_3(0-(2)")_ 93 93 93

WITIVE Iz () T
Tapaus q=—\/§:

a =a3'q=6'(_\/§)=_6\/§
a,=a;-q=12-(~2)=-12V2
a, =a,-q=—122-(—/2) =24.

Siis 3, —3v/2, 6, =652, 12, 1242, 24, ...

Lukujonon kymmenen ensimmaéisen jisenen summa on
g _30=(v2)")_ 93 _ 93
O I—(2) 1442 V240
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918.

A: Jos lukujono on aritmeettinen perdkkéisten jasenten erotus on vakio,

joka ei riipu jarjestysnumerosta 7.
apm—an=3B3-(n+1)-B-n=3-n-1-3+n=-1

Perdkkiisten jasenten erotus on vakio, joka ei riipu
jarjestysnumerosta n. Lukujono a, = 3 — n on siis aritmeettinen.

Jos lukujono on geometrinen, niin perdkkédisten jasenten suhde on
vakio, joka ei riipu jérjestysnumerosta 7.

a4y _3-(n+l)) _2-n

a 3-n 3-n

n

Perdkkaisten jdsenten suhde riippuu jarjestysnumerosta n. Lukujono
a, =3 —n ei siis voi olla geometrinen.

Koska lukujono on aritmeettinen ja erotusluku d = —1, niin lukujono
a, =3 — n ei voi olla vakiojono.

Siis A-1

: Aloitetaan tutkimalla perdkkéisten jésenten erotusta

an+1 — ay = sin (n(n + 1)) — sin (nn) = sin (km) = 0
Perdkkaisten jdsenten erotus on vakio 0, joka ei riipu
jérjestysnumerosta 7.

Lukujono a, = sin (nn) on aritmeettinen.

Koska lukujonon a, = sin (7n) jokainen jasen on 0, ei perdkkéaisten
jasenten suhdetta voi maarittdd. Lukujono a, = sin (nn) ei siis voi olla
geometrinen.

Lukujono a, = sin (rtn) on vakiojono (0, 0, 0, 0, ...).

Siis B-1, III
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C: a1 —a, = "' — €, joka riippuu jérjestysnumerosta n. Lukujono

a, = €" ei voi olla aritmeettinen.

a en+] |

n+l _
n
a’l e

Perikkiisten jdsenten suhde on vakio eli sen arvo ei riipu
jarjestysnumerosta n. Lukujono a, = €" on siis geometrinen.

Lukujono on e, €%, €’, ... ei voi olla vakiojono.

Siis C-I1I

100
e @ . i
D: Osamaérd on —% =5/—7 =70 =7 =7

ag,  §-7”
Siis D-I1
Toinen tapa:
Lausekkeesta a, = 5 - 7" ndhdéén, ettd lukujono on geometrinen ja

g = 7. Néin ollen perékkéisten jasenten aioo ja 9o suhde on 7.

E: Erotus aipo —ae=(5+7-100) - (5+7 - 99)
=5+7-100-5-7-99

=100-7-99 -7
= (100 - 99) - 7
=1-7

=7.

Siis E-II

Toinen tapa:
Lausekkeesta a, = 5 + 7n ndhdéén, ettd lukujono on aritmeettinen ja
d = 7. Néin ollen perdkkdisten jasenten aioo ja ag erotus on 7.

F: Summa 1 +2 + 3+ ... + 99 + 100 on aritmeettisen lukujonon
(1,2,3,...,99, 100, ...) sadan ensimmaéisen jasenen summa.

S, =100- 1+21°0 = 5050.

Siis F-I11
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919. a) Lukujono (5, 10, 15, 20, ..., 5r) on aritmeettinen. Maaritetaan n:n,
n > 1, arvo summakaavan S, =n % jatiedon S, = 1050 avulla.

n-%ﬂoso -2

n(5+5n)=2-1050
5n* +51-2100=0 || :5

n +n—420=0

n_—li\/12—4-1-(—420)
a 2-1
_ —1++/1681
n_—

2
e

2
_—1+41 . _-1-41
n=—y (tai n= 5 )
n=20

b) Kirjoitetaan yhtdlon vasemmanpuolen lauseke tulomuotoon:
+2-3+3-34+4-3+...+30-3"=1+2+3+...+30) 3"

Summal+2+3+...+30o0n
1+30

S, =30- >

3+2-3+3-34+4-3"+...+30-3"=15-31-81

voidaan kirjoittaa muotoon

465 - 3*=15-31 - 81 josta saadaan 3" = 81.

=465, joten yhtilo

Koska 3* = 81, niin yhtilon ratkaisu on x = 4.
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¢) Geometrisen lukujonon ensimmadinen jésen a, = 3 0 ja suhdeluku

100
3
_10 _3 100 _

9="3 =193 10

100
Geometrisen lukuj onon yleinen j éisen on

_ 9 n-1 __ n 1 _ n, L — 3 . n

& = 100 10 100 107107 100 ‘10 10 1000 10°.
Selvitetddn kysytty n:n arvo yleisen termin I 030 0 -10" avulla.

Funktio 10" on kasvava funktio, joten lausekkeen EEEN T arvot

1000
kasvavat tuntemattoman n kasvaessa.
3 9 _ 3 a0 _ e
Koska 1000 10" =3 000 000 ja 1000 10~ =30 000 000, niin pienin

ehdot tayttdva kokonaisluku # on 10.

Toinen tapa:
Geometrisen lukujonon

3
ensimmédinen jésen a, = 3 0 ja suhdeluku ¢g = % =10.
100

100

()

Lukujonon yleinen jésen on siis a, = % 10"
Selvitetdadn kysytty z#:n arvo yhtidlon avulla.

310" =3 000 001 |-190 100

100
107! = 300000100
3
300000100
n—lzlogm#
n—1=8,0000001....
n=9,0000001...

Koska lukujonon jisen saadaan kertomalla edellistd luvulla 10,
lukujonon jésenet ovat sitd suurempia mitd suurempi # on. Siis
ensimmadisen luvun 3000001 ylittdva jasen on lukujonon 10. luku.
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920. a) Kolmion kaksi muuta kulmaa ovat 100° + d ja 100° + 24.
Koska kolmion kulmien summa on 180°, saadaan yhtlo
100 + (100 + d) + (100 + 2d) = 180, josta d = —40.

Kysytyt kulmat ovat siis
100°, 100° — 40° = 60° ja 100° — 2 - 40° = 20°.

Toinen tapa:
Kolmion suurin kulma on 100°, joten kolmion kulmat ovat 100° — 2d,
100° — d ja 100°.

Koska kolmion kulmien summa on 180°, saadaan yht&lo
(100 —2d) + (100 — d) + 100 = 180, josta d = 40.

Kysytyt kulmat ovat siis
100° —2 - 40° =20°, 100° — 40° = 60° ja 100°.

b) Kolmion kaksi muuta kulmaa ovat ?—;t q ja ?;t e

Koska kolmion kulmien summa on &, saadaan yht&lo
9t 9= o

_ __4 1
13+13q 3q =T, josta g 3talq 3

Koska kulmat positiivisia, niin g = 1

3
9n 9n 1_3m . 97: 1V _9n 1 _m
Kysytyt kulmat ovat == 3 133127 (3) 39-13
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Toinen tapa:

9n _9-180° _ 124,6...°, joten on on kolmion suurin kulma.

13 13 13
9t 9n
Kolmion kulmat ovat siis 13 13 , ja on

13°

Koska kolmion kulmien summa on &, saadaan yht&lo

9t 9nm
13 13 9_n . _
q2 13 =T, josta g = 3.
In In

13 _ @ E 3n . 9n
Kysytyt kulmat ovat siis —5- 213 3 13 ja I
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921. a) Nyta;=-5jaa,=as,1+2,josta a, — a,1 = 2. Koska perdkkiisten
jasenten erotus on vakio, joka ei riipu jarjestysluvusta », lukujono on
aritmeettinen. Lukujonon yleinen jésen on siis
ap=-5+m-1)-2=2n-17.

b) Lueteltujen jdsenten perusteella juurrettavana oleva luku on edellinen
juurrettava kaksinkertaisena.
Siis
a =1
a,=~2-a, =N2-1=+2
a, =2 a, =N2-v2 =22
a,=2-a, =N2-2v2 =222,

joten rekursiokaavaon @, =1jaa, =+/2-a, ,, n=2,3, ...

n
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922. a) Lukujonon jasenten osoittajat niyttdisivit olevan aritmeettisen
lukujonon (1, 2, 3, ...) jésenid ja nimittdjdt aritmeettisen lukujonon
(3,5,7,...) jasenia.

Osoittaja: Lukujono on muotoa a, = n.

Nimittdja: Ensimmdinen jdsen on a; = 3 ja erotuslukud =7 - 5= 2.
Lukujonon yleinen jasenona, =3+ (n—1) - 2=2n+1.

Lukujonon (a,) =( ) analyyttinen séanto on

esimerkiksi a, = il
n

. — _ 100 _100

Lukujonon 100. jésen on tilloin a,, = 510051 201"

b) Lukujono (2, 0, 2, ...) voidaan kirjoittaa muotoon
(1+1,1-1,1+1,1—1...),jolloin ndhdéén, ettd jokaisessa jdsenessa
on ensin luku 1, johon sitten joko lisdtddn tai vihennetdédn luku 1,
Luvut 1,-1, 1, -1, ... ovat lukujonon (—1)”’1 jasenid.

Lukujonon (a,) = (2, 0, 2, 0, ...) analyyttinen sdint0 on esimerkiksi
a, =1+ (-1)"".

Lukujonon 100. jasen on tilldin
ao=1+D""""=1+ )’ +1=1-1=0.
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923. a) Lukujono on geometrinen, jos sen perdkkiisten jasenten suhde on
vakio, joka ei riipu jérjestysnumerosta n.
31

a e . e e
Nyt L = ‘31”71 = %, joka ei riipu jérjestysnumerosta 7.
a

n

47!

n—1

Lukujono a, =34—n, n=1,2,3, ... on siis geometrinen.

Ensimmdinen jésen, joka alittaa luvun 0,001 saadaan epéyhtilon
3n—l
4”
Siis jasenestd 21 alkaen kaikki lukujonon jésenet ovat pienempid kuin

0,001.

< 0,001 avulla. Epdyhtélon ratkaisu on n > 20,19...

21. jasen alittaa ensimmaéisend luvun 0,001.

b) Lukujono on aritmeettinen, jos sen perdkkiisten jdsenten erotus on
vakio joka ei riipu jarjestysnumerosta 7.

Nyt api1 —a, =3 +2(n+1))—(3+2n) =2, joka ei riipu
jarjestysnumerosta 7.
Lukujono a, =3 +2n,n=1, 2, 3, ... on siis aritmeettinen.

Lukujonon ensimmdinen jasen a; =3+2-1=5jad=2.

Lasketaan perdkkéisten jasenten a»s, azs, ..., 9o Summa summien Soo ja
S»4 erotuksena.

Nytag= 3+2-90=183jaax= 3+2 - 24=751,joten

S,y =902 +21 83 _8460 ja 5, =242 +251 =672, joten perikkiisten

jésenten as, ase, ..., ao Summa on Soo — S4 = 8460 — 672 = 7788.
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924.

925.

Toinen tapa:
Lukujono on aritmeettinen, jos sen perdkkéisten jdsenten erotus on
vakio joka ei riipu jarjestysnumerosta n.

Nyt a1 —a, =B +2(n+ 1)) - (3 +2n) =2, joka ei riipu
jarjestysnumerosta 7.
Lukujono a, =3 +2n,n=1, 2, 3, ... on siis aritmeettinen.

Aritmeettisessa summassa das + ax + ... + a9 ensimmaiinen
yhteenlaskettava on a>s = 3 + 2 - 25 = 53, viimeinen yhteenlaskettava
on ag =3 + 2 - 90 = 183 ja yhteenlaskettavia lukuja on 66.

Summa on siis 66- 53*—2183 —7788.

Olkoon P(x)=ax + b, a # 0.
Osoitetaan, ettd perdkkdisten jdsenten P(x + 1) ja P(x) erotus on aina
vakio, kun x on positiivinen kokonaisluku.

NytP(x+1)=a(x+1)+b=ax+a+bjaP(x)=ax+ b, joten
Px+1)-Px)=(ax+a+b)—(ax+b)=ax+ta+b—ax-b=a.

Koska a on jokin reaaliluku eli vakio, niin lukujono P(1), P(2), P(3), ...
on aritmeettinen.

Kun rekursiokaavan yhtiloé a, = -2 - a,-1 kirjoitetaan muotoon —2— = -2,

n—1
nidhdiéan perakkiisten jasenten suhteen olevan jérjestysnumerosta
riippumaton vakio —2.

Lukujono (a,) on siis geometrinen ja sen ensimmaéinen jésen a; = 3 ja
g =—-2. Lukujonon yleinen jisen on a, =3 - (-2)"".

15 15 L 3-(1—(=2 15
;aﬁ;&(—z) :%:32769.
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926.

a) Lasketaan tilanne istutuksen jilkeen, lisdaamalla istutusta edeltdvaan
tilanteeseen 150 taimenta. Ennen istutusta taimenista on jéljella

kolmen neljannesta eli 75 %.

Taimenia on siis juuri ennen 10:t4 istutusta 416.

b) Ennen toista istutusta taimenia on

0,75 - 150

ja istutuksen jilkeen 0,75 - 150 + 150.

Ennen kolmatta istutusta taimenia on
0,75 - (0,75 - 150 + 150) = 0,75* - 150 + 0,75 - 150

¥ Taulukkolaskenta
SlL k|EIEE =~ |EH
A \ B c
1 |Istutuksen numero Taimenia ennen istutusta Taimenia istutuksen jélkeen
2 1 0 150
3 2 1125 2625
4 3 196.88 346.88
5 4 260.16 410.16
6 5 307.62 457.62
7 6 343.21 493.21
8 7 369.91 519.91
9 8 389.93 539.93
10 9 404.95 554.95
11 10 416.21 566.21

ja kolmannen istutuksen jilkeen 0,75% - 150 + 0,75 - 150 + 150.

Ennen neljétté istutusta taimenia on
0,75 - (0,75% - 150 + 0,75 - 150 + 150)

=0,75%- 150+ 0,75% - 150 + 0,75 - 150.

Koska taimenten lukuméirin laskeminen jatkuu samalla tavalla,
yhteenlaskettavat voidaan ajatella geometrisen lukujonon

(0,75 - 150, 0,75% - 150, 0,75% - 150, 0,75* - 150, ...) jéseneksi.

Huomaa, ettd ensimmaéinen yhteenlaskettava on téssd 2. vuoden

taimenkannan suuruus ennen 2. vuoden istutusta.



Juuri Kertaus ® Tehtdvien ratkaisut ¢ Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 26.10.2018

Geometrisen summan kaavalla voidaan muodostaa lauseke taimenten

lukumaéaéréksi, jossa lukujonon #:s jésen on taimenten lukumééré juuri

ennen 7 + 1:ttd istutusta:
_0,75-150-(1-0,75"

) 450 450). () 757
a, =073 — 450-450-0,75".

Nyt taimenten lukumaééra juuri ennen 10:ttd istutusta on
a, =450-450-0,75" =416,2...

Taimenia on siis juuri ennen 10:tté istutusta 416.

927. a) Lukujono (a,)=(1,3,5,...)onmuotoaa,=1+(n—1)-2=2n-1.
Lukujonon (b,) 10. jisen on bjo =2*10"1=2' =524 288,

Osoitetaan, ettd lukujonon (b,) perdkkiisten jasenten suhde on vakio
jarjestysnumerosta z riippumatta:
b

n+l

bn 2 - 22}171 _22}171

2(n+1)- 2
2 mh=l pansl — 92nH-@n-l) _ p2nel-2nsl _ 92 _ gy

Lukujonon (b,) perdkkéisten jasenten suhde on jérjestysnumerosta n
riippumaton vakio 4, joten lukujono on geometrinen.

b) Aritmeettisen lukujonon (x,) yleinen jdsen on x, = x; + (n — 1)d.
Osoitetaan, ettd lukujonon (y,) perdkkiisten jasenten suhde on vakio
jérjestysnumerosta z riippumatta:

yn+1 kx1+(n+l—l)d
yn kx]+(rz—1)d

Koska k#0ja d € R, niin k? on nollasta eroava vakio. Siis lukujonon
(ya) perdkkdisten jasenten suhde on vakio jérjestysnumerosta n
riippumatta, joten lukujono (y,) on geometrinen.
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928. a) Huomataan, ettd seuraava kolmio saadaan, kun edelliseen kolmioon
lisdtddn uusi rivi.

L] LN L L L B

a1=1

a=1+2=3
az=1+2+3=6
as=1+2+3+4=10

Kolmioluku on aritmeettisen lukujonon ensimmadisten jasenten summa
1+2+3+4+5+... Jossalukujonon jdsen a, = n.

Nyt n:s kolmioluku voidaan esittdd summana
1+2+3+4+5+...+n,jossaon n yhteenlaskettavaa.
Aritmeettisen summan kaavalla saadaan

S, =100 1+2100 =5050 ja
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Toinen tapa:

Hahmotellaan kolmiolukujen sédnt6jé pisteiden avulla.

Kun n = 2, niin pisteitd on kolme. Sijoitetaan pisteet toisella tapaa ja
lisdtddn kuvioon samat pisteet toisella varilla:

Kun n = 3, niin pisteitd on kuusi. Sijoitetaan pisteet toisella tapaa ja
lisdtdan kuvioon samat pisteet toisella vérilla:

Kuvioiden perusteella ndhdéén, etti pisteiden méaré on puolet
muodostuvan suorakulmion pinta-alasta. Suorakulmion kanta on n + 1
ja korkeus n.

21_4

Kun 7 = 2, niin pisteiden méérd on =—— >

Kun n = 2, niin pisteiden mééri on % =3.

Kun n = 3, niin pisteiden mééri on % =6.

(n+Dn _ n(n+1)
22 7

100:s kolmioluku on siten

n:s kolmioluku on
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b) Nelioluvut voidaan nihdd summina oheisten kuvien mukaisesti.

eov00
Q0ee BISIeT ]
oo 0O00® elelele] )
(o) 5] O0e olelel | slelele] ]
1®@ 400 2000 160000 2500000
ai =1
an=4=1+3

a;=9=1+3+5
as=16=1+3+5+7
as=25=1+3+5+7+9

Nelioluku on aritmeettisen lukujonon ensimmaéisten jdsenten summa
1+3+5+7+9+ ...
Lukujonon yleinen jasen a,=1+3+5+7+9+ ...+ (2n—-1).

Nyt n:s nelidluku 7* voidaan esittdi summana

1+3+5+7+9+...+(2n—-1),jossa on n yhteenlaskettavaa.
1+2n-1) _ 2n_

Aritmeettisen summan kaavalla saadaan S, = n—————=n-=n

929.  Olkoon aritmeettisen lukujonon kolme perékkaistd jédsentd a — d, a ja
(a—d)+(a+d) =2—a=a

2 2 '
Siis kahden muun jésenen keskiarvo on yhté suuri kuin keskimmadisin
Jjasen.

a+d. Nyt jasenten a — d ja a + d keskiarvo on

930. Summassaln2+In4+In8+...+mn2"+ ... +1n2' on yhteensi 100
yhteenlaskettavaa.

In2+In2>+mn2*+...+In2"+...+In2'%
=1"ln2+2 - n2+3-n2+...+n-In2+...+100-1n2
—(1+2+3+...+n+...+100)In2

= (100- 1+2100)1n2=50501n2
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931.  Lukujono on aritmeettinen, jos perdkkéisten jasenten erotus on vakio.
Ehdosta saadaan yhtdlo In 3*=3)—In3=In (3" +3) —In (3" - 3).
Ratkaistaan tasta x.

In(3* -3)—In3=In(3" +3) - In(3* - 3)

1n(3)‘—3):1n(3u3)
3 3" -3
3* -3 :3"+3
3 3" -3
(3" =-3)(3"-3)=3(3"+3)
(3")2 -2.3.3+3°=3-3"4+9
32x _2‘3x+1 :3x+1
32x :3x+1 +2‘3x+1

32): :3‘3x+1

32x:3x+2

2x=x+2
x=2

Toinen tapa ratkaista yhtilo:
In(3* -3)—In3=In(3" +3) - In(3* - 3)

ln(3"—3):m(3"+3)
3 37 -3
3*-3_3"+3
3 3-3
(3" =3)(3* =3)=3(3"+3)
(3 -2-3-3+3*=3-3"+9
(3)’=6-3"-3-3"=0

(3)-9-3 =0
3"(3*-9)=0
3 =0 tai 3*-9=0
ei ratkaisua 3*=9

3" =37
x=2
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932.

a) Koska jokainen uusi kierros on yhté paljon edellistd pidempi, on kehén

pituudet, kuten myds halkaisijat aritmeettisen lukujonon jésenia.

Ensimmadisen kierroksen halkaisija on 24 (cm) ja kuudennen
kierroksen 76 (cm). Halkaisijat ovat aritmeettisen lukujonon
ensimmadinen jisen a; ja kuudes jdsen as.

Nyt as = a; + 5d, eli76 =24 + 5d, josta d = 10,4 (cm).

Letkun pituus on summan - 24 + - 344 + ... + - 76, joka voidaan
laskea aritmeettisen summan kaavalla.

S, :6-W = 3007 =942, 4...

Letkun pituus on siis 942.4... cm = 942 cm.

b) Ulkoympyrén kehén pituus on & - 110 (mm) ja sisdympyréan kehén

pituus 7 - 45 (mm).

Jokaisella kierroksella olevan paperin pituus lyhenee saman verran,
joten kierrosten paperin pituudet muodostavat aritmeettisen lukujonon.
Paperin yhteispituus on 12,3 m = 12 300 mm.

Aritmeettisen summan ensimmainen yhteenlaskettava on 1107 ja
viimeinen 457. Summa on 12 300, joten summakaavalla saadaan

n .W =12 300, josta n = 50,5.

Paperirullassa on noin 50 kierrosta paperia.
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933. a) Koska lukujono on aritmeettinen, lukujonon jisen saadaan lisidmalla
edelliseen vakio d.
Nyt aio=as+ 5d eli 2 =10 + 5d, mistd saadaan d = —1,6.
Nyt jasen a;; = 2 — 1,6 = 0,4 on viimeinen positiivinen, silld
an=04-1,6=-1,2.

Lukujonossa on siis 11 positiivista jasenta.

b) Funktio 2- (%)” on kasvava, koska eksponenttifunktion kantaluku

11 . :
> >
10 1 ja kerroin 2 > 0.

Selvitetiddn, mikd on jirjestysnumeron pienin luku 7, jolla lukujonon

jdsen a, =2- (—Oj on arvoltaan suurempi kuin 10. Epayhtalon

2 G—OJ >10 ratkaisuna saadaan x > 16,88.... Ensimméiinen

lukujonon jésen, joka on suurempi kuin 10, on 17. lukujonon jésen.

Vastaavasti epayhtdlon 2 - (%) <100 ratkaisu on x <41,04... Suurin

epayhtélon toteuttava positiivinen kokonaisluku on 41. Lukujonon
jasenten lukumaiérastd 41 vihennetdin ne 16 jdsentd, jotka eivit toteuta
kaksoisepayhtélod. Ehdot téyttédvid lukujonon jésenid on siis

41 — 16 =25.

Toinen tapa:

Epéiyhtilon 10<2- (%)" <100 ratkaisu on 16,8... <n <41,94....

Tamain ehdon toteuttavat luvut positiiviset kokonaisluvut ovat
17,18, ... ja 41, joita on yhteensd 41— 16 = 27.
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934 X1 = 2 A

X =2 tai taulukko- L 5
X3=x-x1=2-2=0 laskennassa 5 5
X4:)C3—XQZO—2:—2 3 0
Xs=x4—x3=—2-0=-2 A 5
X5=)C5—X4=—2—(—2)=0
x7=x6—x5=0—(-2)=2 2 -2
Xg:)C7—x6:2—0:2 6 0
7 2
Xo=xg—x7=2-2=0 & 2
X10=x9—x3=0-2=-2 9 o
Xi1=Xi0—Xo=—2-0=-2 10 -2
X12 = X11 —X10=—2—(—2):O 11 -2
xi3=xp—-x1=0-(-2)=2 12 0
X4=x3—x2=2-0=2 13 2
Xi5=X14—x3=2-2=0 14 5
Xie=x15—x14=0-2=-2 = 0
Olkoon x| =x; = a, jolloin e 2
X1=a
X2=a

x3=xx—-x1=a—-a=0
xa=x3—x2=0—-a=-a
Xs=x4—x3=—-a—0=-a
Xe=xs—xs=—a—(—a)=0
x7=x6—xs=0—(—a)=a
xs=x7—x¢=a—-0=a

Témén jilkeen kierto alkaa alusta, silléd lukujonon jésen lasketaan kahden
edellisen perusteella, ja nyt kaksi perdkkaisté jasentd ovat tdsmalleen

samat kuin alussa,

IImio eli x; = x7, x2 = X3, X3 = X9, ... toteutuu siis aina kun x; = x.
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Jos x1 # x2, niin merkitidn x; = a ja x, = b missd a # b, jolloin
xX1=a

X2:b

x3=x2—x1=b-a

xw=x3—x2=b—a-b=-a

Xs=xs—x3=—-a—(b—a)=-b
Xe=Xs—Xxs=—-b—(—a)=a->b

xX7=x¢—xs=a—-b—(-b)=a

xg=x7—-xe=a—(a—b)=5b

Tamaén jalkeen kierto alkaa alusta, silld lukujonon jasen lasketaan kahden
edellisen perusteella, ja nyt kaksi perdkkaisté jasentd ovat tdsmélleen

samat kuin alussa,

[Imid eli x1 = x7, x2 = x3, X3 = Xo, ... toteutuu myos, jos X1 # x».
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935. Ratkaistaan tehtiva laskemalla luvut taulukkolaskentaohjelmassa.

¥ Taulukkolaskenta
Sl k|EEE=v B
A B \ z
1 | Talletusvuosi Talletus vuoden alussa | Talletus vuoden lopussa
2 1 4000 4120
3 2 8120 8363.6
4 3 12363.6 12734.51
5 4 16734.51 17236.54
6 5 21236.54 21873.64
7 6 25873.64 26649.85
8 7 30649.85 31569.34
9 8 35569.34 36636.42
10 9 40636.42 41855.52
11 10 45855.52 47231.18
12 11 51231.18 52768.12
13 12 56768.12 58471.16
14 13 62471.16 64345.3
15 14 68345.3 70395.66
16 15 74395.66 76627.53
17 16 80627.53 83046.35
18 17 87046.35 89657.74
19 18 93657.74 96467.47
20 19 100467 .47 103481.5

Vuoden alussa tililld edellisen vuoden lopussa olevaan summaan lisdtdan
4000 euroa.

Vuoden lopussa tililld vuoden alussa oleva rahasumma kasvaa 3 % eli
tulee 1,03-kertaiseksi.

Sadstosumma kasvaa kymmenen vuoden kuluessa saldoon 47231,18 €.
Sadstosumma on kasvanut 100 000 €:n suuruiseksi 19 vuoden kuluttua.
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936.

Koska kolmio on tasasivuinen, taulukosta 16ytyvien kaavojen perusteella
a3

sen sisille piirretyn ympyrén sdde on i

af 1 )

Isoimman ympyrén pinta-ala on siis 4, =n-(——)" =—-na".

Taulukosta 16ytyvien kaavojen perusteella tasasivuisenkolmion, jonka

sivun pituus on x, ympdri piirretyn ympyran side on 5 Ensimmadisen

o o e aN3 . . . .
ympyrén, jonka sidde siis on W sisélld olevan toiseksi suurimman

3 a3

tasasivuisen kolmion sivun pituus x saadaan yhtilostad = "6 jonka

. a
ratkaisu on x = 5

: o L . a .. -
Koska toisen tasasivuisen kolmion sivun pituus on > niin sen sisélle

5P B

BT Toiseksi isoimman ympyrén

piirretyn ympyrin séde on

pinta-ala on tdlloin 4, =x- (i) i-na2 :l.i.naz :l.Al_
48 4 12 4
%,—/

4

Seuraavat kolmioiden sivut, ympyrdiden séteet ja pinta-alat saadaan
samalla paittelylld. Ndin ollen ympyrdiden pinta-alat ovat
y 1 11

10
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. . 1 1 .
Kyseessd on geometrinen lukujono (4,, ZAI, EAI, ...), jossa A; on

1
isoimman ympyrén pinta-ala ja g = S Sadan suurimman ympyrén pinta-

alojen summa saadaan geometrisen summan kaavalla

1
1=y
1 R l100
zlz-na (1 (4)
1
! 4
% 5 1100
= aa0-[g]
4
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937.

Jos louhintatahti on a tonnia/vuosi, niin nykyiselld louhintatahdilla
kivihiilivarat olisivat riittdneet 50 vuotta. Siis kivihiilivarat ovat vuoden
2015 alussa 50a tonnia.

Jos madraa lisiatddn vuosittain 2,5 % edellisen vuoden louhintaméiraan
verrattuna, niin ensimmaisten vuosien louhintamééarét olisivat

Vuosi Louhintaméara Louhintamééara
vuoden lopussa yhteensi
2015 a a
2016 1,025a a+1,025a
2017 1,025%a a+1,025a + 1,025%a
2015 +¢ 1,025'a a+1,025a+1,025%a+ ... + 1,025

Louhintamééri yhteensd on geometrinen summa, jossa a; = a ja ¢ = 1,025.
Koska summa on oltava 50a, niin geometrisen summan kaavalla saadaan
yht&lo ja sen ratkaisuna haettu #:n arvo.

1-1,025 .
ald-1,025) =50a, jostat=32,84...

1-1,025
Laskennallisesti ajankohta olisi vuonna 2015 + 32,84... =2047,84...
Kivihiilivarat loppuisivat vuoden 2047 aikana.
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SYVENTAVAT TEHTAVAT
938. a)
15
D (25 +2k)
k=1
=" +2-D+ (22 +2-2)+...+ (2" +2-15)
=2'+22 4+ 42 4+2142-2+...+2-15
=2' 422+ 42" +2(14+2+...4+15)
geometrinen summa, aritmeettinen summa,
jossaa =2 jag=2 jossa a;=1 jaa;5=15
2(1-2% 1+1
_20220) s 2D
1-2
_ 2(=32767) 2120
=65 774
b)

20
Z(zk _ 2k71)
k=1
— (21 _2171) + (22 _ 2271) + (23 _2371) 4.+ (219 _21971) + (220 _22071)

= (2 =2+ (R A2+ (222 4.+ Q2%+ (2¥ 20
=20 42%
1048 575

100

D (k= (k=1))

=_(13 1=+ 2 =2=1)+..4(99° = (99 -1)*) + (100° — (100 —1)*)
(¥ 0P 2T FOR 4 1997 o8} 1100° 997

=100’

=1 000 000
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939.

Geometrisen lukujonon (a,) yleinen jisen on a, = a1g\""' ja geometrisen
lukujonon (b,) yleinen jésen b, = big,"", missd g1 # 0 ja g2 # 0.

Tulojonon (c,) = (asbx) yleinen jésen on

Cn = @by = a1q" ' b1g" " = (ar1b)) 1" ' ¢! = (a1b1)(q192)" .

Merkitdan a1b1 = ¢ ja q1q2 = g # 0, jolloin tulojonon (c,) yleinen jdsen on
¢x = cg"'. Tulojono (c,) on siis geometrinen.

Osamaéérajonon (d,) = (a./b,) yleinen jasen on
_ e n—1
g 94 _a g :ﬂ.(ﬁj
’ blqg_l b, q;_l b \ 4,

9

9,

Merkitddn a1b) = d ja [ J =g #0, jolloin osamiirdjonon (d,) yleinen

jésen on d, = dg""'. Osamiirijono (d,) on siis geometrinen.
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940.

a) Korkotekija on ¢ = 1,015.

Tammikuun alussa talletettu summa kasvaa korkoa koko vuoden eli
talletuksen tuottama korko on 0,015 - 200 (€).

. 11
Helmikuun alussa talletettu summa 200 (€) kasvaa korkoa o osan

11
vuoden korosta eli talletuksen tuottama korko on ey 0,015-200 (€).

Samalla tavalla jatkuen marraskuun alussa talletettu summa 200 (€)

kasvaa korkoa 3 —osan vuoden korosta eli talletuksen tuottama korko
12
2 ..
on o 0,015-200 (€) ja joulukuun alussa talletettu summa tuottaa

korkoa % -0,015-200 (€).

Yhden vuoden aikana korkoa kertyy kaiken kaikkiaan
1— 0,015- 2OO+1— 0,015-200+.. +1 -0,015- 200+1— 0,015-200

12 11 2
=5+, ...+—+—) 0,015-200
12 12
_78.0,015-200
12
=19,5 (€).

Yhden vuoden aikana talletetaan 12 - 200 € = 2400 €, joten yhden
vuoden aikana talletuksista kertyy pddomaa 2419,50 €.

Merkitéén tatd pdfomaa kirjaimella K.

Ensimmaéisen vuoden jélkeen tililld oleva pddoma K kasvaa vuosittain
korkoa korolle 1,5 % 17 vuoden ajan, joten 18 vuoden kuluttua tdma
ensimmiisen vuoden aikana séistetty pisioma on 1,025 - K

Toisen vuoden loppuun mennessa sind vuonna tehdyista talletuksista ja
korosta kertynyt pddoma K on pojan tayttdessd 18 vuotta ehtinyt
kasvaa korkoa korolle 16 vuotta eli toisen vuoden aikana sdéstetty
pisoma on tilldin 1,025' - K.
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Jokaisen vuoden aikana kertyy ensimmaéisen vuoden tapaan pddoma K
joka kasvaa korkoa seuraavat vuodet siihen saakka, kun poika tiyttad
18 vuotta.

Kun poika tayttdd 18 vuotta, on tililld rahaa kaiken kaikkiaan
1,015"7 - K+ 1,015 - K+ 1,015 - K+ ...+ 1,015' - K+ K
=(1+1,015+...+1,015° + 1,015 + 1,015'")K

18
_la-1,015%)

1-1,015
_1(1-1,015")
~ 1-1,015
=49574,044...
~ 49574,04 (€).

-2419,50

b) Kaksion hinta 135 000 € edellyttdd n vuoden siddstdaikaa. Ratkaistaan
1(1-1,015" .
n yhtélosté =(11’—015)-2419,50 =135 000, josta n =40,84... = 41.

Aikaa tarvitaan siis 41 vuotta.
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941. a) Koska lukujono (a,) on geometrinen, niin perdkkaisten jasenten suhde

. . a . a
on vakio eli -, kuten myds —*.

n n—1

a a .
Koska suhdeluku ¢ =~ =—"-_ niin a,> = @, 1an+1.
a

n n-1

Koska lukujonon kaikki jédsenet ovat positiivisia téstd saadaan

an = \Y} an—lan+l N

Toinen tapa:
. . . a, .
Koska lukujono (a,) on geometrinen, niin a,—1 = —* ja @,+1 = aq,
q

missi g Z0kunn=2,3, ...

a [
Nyt Van—l 'an+2 = j.anq = an2 :|an|=an'

b) Koska b, = /b, b,.,, ja koska lukujonon kaikki jésenet ovat

positiivisia, niin b, = (\/b, \b,.,)’ =b, ,b,,,. Muokataan titd yhtdlo.

b2 =b, b |:bb,y %0

n—1 n-n-1

b b
b b

n—1 n

+1°

Koska perdkkaisten jasenten b, ja b, (tai b,+1 ja b,) suhde on vakio,
lukujono on geometrinen.
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2
942. Lasketaan lukujonona;=2ja a,=—a,  +1, kunn=2,3,4, ...

ensimmdisid jasenia:
a=2
az—za1+1=%-2+1
3 3
2
a3=z- g-2+1 +1= zj -2+2+1
33 3 3
2 3 2
a4=%' (E] 2+—+1 +1=(gj «2+(—) +—+1
3 (\3 3
3 2
aszg- 2 2+ 2 +§+1 +1
3 (\3 3 3
4 3 2
= z) -2+(gj + 2 +2-1+1
3 3 3 3
2 n-1 2 n-2 2 n-3 2 3 2 2 2
a,=|—=| 24+|=| +|=| +.H| |+ | +=+1
3 3 3 3 3 3

. . 2. .
geometrinen summa, jossa a; =1, q:E ja yhteenlaskettavia on n—1

2 n—1
R
= (gj 2+ —3
3
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943.  Geometrisen lukujonon ensimmaéinen jdsen on ai, toinen jasen a = aiq,
kolmas jisen as = a1q* ja neljis jisen as = aiq’.

Tehtdvanannon tiedoista saadaan yhtélopari
{al +aq=1

R , _» Jostasaadaan
a+taqt+aq +aq =5

1

Cl1=—1 . al:—

ta1 3.
qg=-2

10-(2)") _ o

Kuna;=-1jaqg=-2,niin §; =

1-(-2)
1 10-29
Kun a, =— jag =2, niin §, ==———=85.
1 3J q 8 )
1 (1Y ' o 1 1.
944. Summa —+|— | +..+| = | on geometrinen, jossa ¢, =—, g=— ja
3 3 3 3 3

summassa on n yhteenlaskettavaa. Summakaavalla

1. (1Y
-l =
3 (3)) 3" -1
S = S
1 2.3"

1——
3

3-1_3"-1 3"-1
> = .
2.3;1 33}1 3n+1

Koska 0 <2 -3"<3 - 3"=3""1 qiin

3 -1 3 -1

< .

2-3" 3"

3-1 3"-1 3"-1
< <

3n+1 23n 3n

n_ 2 n n_
3 11<l+(lj ++(lj <3 ! n=1,2,..).
33 3 3 3"

Koska 2 - 3" > 3" >0, niin

Kaksoisepayhtdlona saadaan eli
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10 Todennakoisyyslaskenta ja
tilastot

10.1 Todenndkoisyys ja kombinatoriikka

LUVUN 10.1 YDINTEHTAVAT

1001. a) Ensimmaéisen nopan heitossa on kuusi alkeistapausta, joista
tapahtumalle suotuisia on yksi. Kysytty todennikoisyys on siten
1

c
b) Ensimmaéisen nopan heitossa tapahtuman “silméluku on viisi”

todennikoisyys on % Toisen nopan heitossa tapahtuman “silméluku

on viisi” todennédkdisyys on myods % Tapahtuma “kummankin nopan

silmdluku on viisi” tarkoittaa ensimmaéisen nopan silmélukua viisi ja

toisen nopan silmélukua viisi. Kertolaskusédénnon perusteella kysytyn

I 1 1_1

tapahtuman todennikéisyys on —-—=—.
P YYSORE6 " 36

Toinen tapa:

Kummassakin heitossa on kuusi alkeistapausta, joten heitoissa on

yhteensd 6 - 6 = 36 alkeistapausta. Suotuisia alkeistapauksia

tapahtumalle “kummankin nopan silméiluku viisi” on ainoastaan yksi,

joten kysytty todennékdisyys on %
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¢) Taulukoidaan kaikki kahden nopan tulosvaihtoehdot ja poimitaan
ndistd suotuisat alkeistapaukset.

6| x| x| x|Xx X

5

4| x | x| x|Xx X

3| x | x| x|x X

2| x| x|x|Xx X

1| x| x| x|Xx X
112(3|4|5 1|6

Suotuisia alkeistapauksia on kaiken kaikkiaan 25, joten kysytty

. 25
todennikdisyys on 36

d) Tapahtuman "ainakin yhden nopan silméluku on viisi" vastatapahtuma
on "kummankaan nopan silmiluku ei ole viisi", jonka todennidkdisyys
laskettiin c-kohdassa. Kysytty todennékoisyys on

25 36 25 _ 11

komplementtisddnnén mukaan 1— 3636 3636

Toinen tapa:
Taulukoidaan kaikki kahden nopan tulosvaihtoehdot ja poimitaan
niistd suotuisat alkeistapaukset.

6 X

X X X X X X

X

X

5
4
3 X
2
1

X

12|34 |5]|6
Suotuisia alkeistapauksia on kaiken kaikkiaan 11, joten kysytty

) s 11
ki —.
todenndkdisyys on 36
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1002.

1003.

e) Taulukoidaan kaikki kahden nopan tulosvaihtoehdot ja poimitaan
ndistd suotuisat alkeistapaukset.

6781910 11]12
516 819 [ 10|11
41516718910
3(4(5]6|7]8]9
2134|5678
112(3|4|5]|6]|7
1{2(3[4|5 1|6
Suotuisia alkeistapauksia on kaiken kaikkiaan 10, joten kysytty
todennékdisyys on % = %

a) P(molemmat toimivat virheettomasti) =0,75-0,92 = 0,609.

b)

P(vahintddn toinen toimii virheettomasti)
=1—P(kumpikaan ei toimi virheettomasti)
=1-0,25-0,08)
=0,98

Palloja on yhteensd 3 + 4 + 5 = 12, joista nostetaan kaksi palloa.

P(nostetut kaksi palloa ovat samanvériset)

= P(kumpikin pallo on punainen tai kumpikin pallo on sininen tai
kumpikin pallo on musta)

= P(kaksi punaista) + P(kaksi sinistd) + P(kaksi mustaa)

32 43 5 4
BT RTRE TR
_19
=66
= 0,287...
~0,29
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1004. Piirretddn tilannetta havainnollistava kuva.

Nelion ympdri piirretyn ympyran sdde r, » > 0, saadaan Pythagoraan
lauseella:

¥ =12 +1%, josta r=+/2.

Koko kuvion pinta-ala on ympyrin pinta-ala -’ = n(\/i ) =2m.
Tapahtumaa vastaavan alueen pinta-ala on nelidn pinta-ala 2 - 2 = 4.

Kysytty todennékdisyys on siis 4

2_0,636...~0,64.
2T 0w
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1005. a) Piirretdén tilannetta havainnollistava kuva.
Yy = 23

/ 0 1
Lasketaan tapahtumaa “piste kilyriin y = x° alapuolella” vastaavan
alueen pinta-ala:

1 1
31 4 1
.([xdx—é4x =7

Koko kuvion eli suorakulmion pinta-ala on 1 - 2 =2, joten kysytty

-1
1

[\SFFN

todenndkdisyys on

b) Kiyrin y = x* pinta-ala on nolla, joten P(piste on kiyrilld y = x*) = 0.
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1006. Tulkitaan 20 kappaleen tutkiminen toistokokeeksi.
Toistokokeessa jokaisen yksittdisen toiston todennékdisyys pysyy samana
eli nyt P(virheellinen yksil6) = 0,02.
Toistoja on siis 20 ja virheellisen tuotteen todennékdisyys on 0,02.
Todenndkoisyyslaskurilla saadaan P(X <2)=0,992...=0,99.

/| Binomijakauma v

n |20 p 002
HIEIE

P(X<|p )= 09929

Toinen tapa:

Tulkitaan 20 kappaleen tutkiminen toistokokeeksi.

Toistokokeessa jokaisen yksittdisen toiston todenndkoisyys pysyy samana
eli nyt P(virheellinen yksil6) = 0,02.

Toistoja on siis 20 ja virheellisen tuotteen todennikoisyys on 0,02.

Tapahtuma “enintdén kaksi virheellistd yksilod™ sisdltdd tapaukset O
virheellistd yksilod, 1 virheellinen yksild ja 2 virheellistd yksiloa.

Olkoon satunnaismuuttuja X virheellisten yksildiden lukumééra.
Lasketaan jokaisen satunnaismuuttujan X arvon todennikoisyys
binomitodennékoisyyden kaavalla.
P(X<2)=P(X=0)+P(X =1)+P(X =2)

= (200)0,020 -0,98% 4—(20)0,021 -0,98" +(20)0,022 -0,98'"

1 2
=0,992...
~ 0,99
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1007.

a) Puheenjohtaja voidaan valita kaikista yhdistyksen 23 jasenesta.

Puheenjohtajan valinnan jélkeen sihteeri voidaan valita kaikista jéljella
olevista 22 jdsenesta.

Sihteerin valinnan jédlkeen jdljelld on 21 jdsentd, joista kuka tahansa
voidaan valita rahastonhoitajaksi.

Valinta voidaan tehdd tuloperiaatteen mukaan 23 - 22 - 21 =10 626 eri
tavalla.

b) Kaupungissa asuvista puheenjohtaja voidaan valita 17 jasenen

joukosta.

Puheenjohtajan valinnan jélkeen sihteeri voidaan valita jdljelld olevista
16 kaupunkilaisjdsenesta.

Sihteerin valinnan jélkeen jdljelld on 15 kaupungissa asuvaa jdsentd,
joista kuka tahansa voidaan valita rahastonhoitajaksi.

Kaupunkilaisten kesken valinta voidaan tehdi tuloperiaatteen mukaan
17 - 16 - 15=4080 eri tavalla.

4080 _ 630
10626 1771

Kysytty todennédkoisyys on siis =0,383...~0,38.
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10.2 Jakauma
LUVUN 10.2 YDINTEHTAVAT

1008. a) Jakauman todennékoisyyksien summa on 1.
PX=2)=1-0,35-0,1-0,25=0,3

b)

0,354 "

-

=~

oo -
b
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¢) Satunnaismuuttujan X pienin arvo on 1, joten kertyméafunktion F arvo
on nolla kaikilla x < 1. Kertyméfunktion arvo kasvaa hyppéyksittdin
kohdissax=1,x =2, x =5 jax ="7. Kertyméfunktion arvo on vakio
nédiden kohtien valill.

F(1)=P(X<1)=P(X=1)=035
FQ)=P(X<2)=P(X=1)+P(X=2)=035+0,3=0,65
F(5)=P(X<5)=0,35+03+0,1=0,75
F(7)=P(X<7)=035+03+0,1+025=1

Lisidksi kaikilla x > 7 on F(x) = P(X < x) = 1, koska satunnaismuuttujan
X arvo on korkeintaan 7.

0, kunx<l
0,35, kun 1<x<?2

Kertymifunktion lauseke on siis F(x)=40,65, kun 2<x<5.
0,75, kun 5<x <7
1, kun x>7

0,94
0,84 y=F(x)
0,74
0,6

0,54

0,34
0,2

0,14

d) F(2)=P(X<2)=0,65.
F(3)=P(X<3)=0,65.
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1009. a) Taulukoidaan alkeistapaukset eli silmalukuparit, joita on yhteensi
4 - 4 = 16. Merkitdén kunkin kohdalle silmélukujen summa.

5 718

(o)

4
3
2
1

(9]

6
41516
31415
2134
1 (2 |3

£ N

P(X=x)
1/16 = 0,0625
2/16=0,125
3/16 =0,1875
4/16 =0,3125
3/16 =0,1875
2/16=0,125
1/16=0,0625

0O ~1 &y U0 o W MR

3 3
b) E(X)= 2+16 3+ 4+16 5+16 6+16 7+168 5

D(X)=

\/ (2- 5)+ = (3-5) +. +—(7 5)+—(8 5)°
_@
2
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1010. a) Havainnollistetaan satunnaismuuttujan X jakaumaa
todennikoisyyslaskurilla.

| |

0 1 2 3 4 5 6 1 8 g 10

Toinen tapa:

Lasketaan satunnaismuuttujan X arvojen todennikdisyyksid
binomitodenndkdisyyden kaavalla ja piirretddn havainnollistava kuva
ndiden perusteella.

_ 0 _ 59049 -
P(X=0)= ( )( )( ) =1048576 =0,056...~0,05

P(X =1)= (10)( Ly (—) - 59284421858 ~0,187..~0,19

P(X =2)= (120)(%)2 (%)8 % ~0,281...~ 0,28

P(X =3)= (130)(%)3 (%)7 1%21800752 ~0,250...~ 0,25

P(X = 4) = (lf)(%) (—) _ 5723524858 0,145...~ 0,15

P(X =5)= (150)(%)5 (%)5 _ 21652310494 —0,058...~ 0,06

P(X =6)= (160)(%)6(%)4 _ 5§ig§;8 0,016...~0,02

P(X =7)= (170)(%)7 %)3 = 341%57 5 =0,0030...% 0,003
P(X =8)= (180)(%)8 (%)2 =% =3,86...-107 ~ 0,0004
P(X =9)= (190)(%)9(%)' - 2}58 <=2,86..-10" ~0,00003

(10 10,30 _ _ w
13()(_10)_(1 ()() 1048576 =9,53...-107 ~0,0000010
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0.3
0.25 ()

0.2
0.15

0.1

0059 T
® .

®
\ 7~

@
©@®

=)

b) Todennékdisyyslaskurilla saadaan

c)

P(3< X <5)=0,454...~ 0,46.

1| Binomijakauma v

n 10 p 0.25
18 E
P(3 =X=5 )= 04547

Toinen tapa:
PBLX<L5)=P(X=3)+P(X=4)+P(X =5)
_ 32805 + 76545 N 15309
131072 524288 262144
_ 238383
524288
~ 0,45

=0,454...

mm:wzm%:m

4
=2,5
1 1
DO == p) = 10-1.a -1y =30
=1,369...

~1,37
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1011.

Tiheysfunktiolle f'on voimassa

1) fix)=0

2) funktion fkuvaajan ja x-akselin viliin ja&véan alueen pinta-ala on 1.

2
Ratkaistaan ohjelman avulla vakion a arvo yhtdlosta I a(x+3)dx=1.
-2

Yhtilon ratkaisu ona = L.

12

Epéayhtilon %(x +3) 2 0 ratkaisu on x > —2, joten télld vakiolla funktio f

on kaikkialla ei-negatiivinen.

Siis f on tiheysfunktio, kun a = %

1
Lasketaan pyydetty todenndkoisyys. P(X <1)= I%(x +3)dx==

-2

Satunnaismuuttujan X kertyméfunktio F on funktion fintegraalifunktio,

joten F(x)= I—(x+3)dx —x + Al‘x+ C.
Kohdassa x =2 on kertymafunktlon F arvo 1, joten saadaan yhtélo vakion

C madrittdmiseksi:

1 2,1 _2
F(2)— 27+ 4 2+C—3+C
§+C=1

_1
C‘3

Viililld x < -2 kertyméfunktion F arvo on 0 ja valilld x > 2
kertyméfunktion F arvo on 1.

0, kun x < -2
Kysytty kertyméfunktio on siis F(x) = 21—4x + 411x + 3 kun —2<x<2.

1, kunx>2
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1012.

a) Ohjelman avulla saadaan P(32 < X' <40) = 0,38.

» Todennakdisyyslaskuri X

Jakauma Tilastot

0 10 20 30 40 50 60 70
u=35 o=8
/" Normaalijakauma v
p 35 o8
1H B
P( 32 =X =40 )= 0.3802

Toinen tapa:

Normitetaan arvot ja kdytetddn normitetun normaalijakauman
todenndkdisyyksien taulukoituja arvoja.

P(32< X £40)

_532-35_,_40-35
=P(Eg < Z< T
_p(—3<z<2
=P(-3<Z<3)

=P(-0,375< Z <0,625)
~ ®(0,63) — D(-0,38)

= ®(0,63) - (1- ®(0,38))
= ®(0,63) -1+ ®(0,38)
=0,7357—1+0,6480
=0,3837

~0,38
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b) Ohjelman avulla saadaan P(X<25) = 0,11.

» Todenn&kdisyyslaskuri X

Jakauma Tilastot

0 10 20 30 40 50 60 70
H=35 o=8
_/" Normaalijakauma v
M |35 o8
HIHE
P(X <25 )= 0.1056

Toinen tapa:
P(X £25)

_pz< 2= 35)

= P(Z < —?)

=P(Z <-1,25)
=®d(-1,25)
=1-d(1,25)
=1-0,8944
=0,1056
~0,11
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¢) Ohjelman avulla saadaan a =~ 43,3.
Jakauma Tilastot

0 10 20 20 40

p=35 o=8

/| Normaalijakauma
P35 o |8
118

P(43.2915 =X)= 015

Toinen tapa:
P(X2a)=1-P(X <a)=0,15
P(X<a)=0,85

P(Z < “‘735) ~0,85

(4 —835) =0,85 || @(1,03) ~ 0,8485 ja ®(1,04) ~ 0,8508

a—35
~1.04
2 ,0
a~43,32
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1013.

Kyseessé on toistokoe, jossa toistoja on 15 ja jokaisessa heitossa jokaisen

silmiluvun, myos silmiluvun kuutonen, todennikoisyys on %

Merkitéédn satunnaismuuttujalla X kuutosten lukumééri, jolloin
X ~Bin(15, %). Todennékoisyyslaskurilla saadaan
P(X>4)=0,231...=0,23.

| Binomijakauma v
n |15 p 01667
1 HH
P <X)= 02316

Toinen tapa:
Kyseessé on toistokoe, jossa toistoja on 15 ja jokaisessa heitossa jokaisen

silmédluvun, my6s silmiluvun kuutonen, todennikoisyys on %

Tapahtumaan 15 heitossa kuutonen tulee neljasti tai useammin” kuuluu
kuutosten lukumairit 4, 5, 6, ..., 14 ja 15.

Lasketaan tapahtuman todennikoisyys tapahtuman komplementin avulla.
Tapahtuman komplementti on 15 heitossa kuutonen tulee enintddn kolme
kertaa”.

Merkitddn satunnaismuuttujalla X kuutosten lukumaara.
P(15 heitossa kuutonen tulee enintdén kolme kertaa)

— P(X = 0)+ P(X = 1)+ P(X =2) + P(X =3)

15) 1y0,5vs (15}, 1y 5y (15}, 12,55 (15}, 13,52
()b Pl S)rdr+(S)dre
=0,768...
~0,77

Kysytty todenndkoisyys on
P(15 heitossa kuutonen tulee neljésti tai useammin) = 1 — 0,768... = 0,23.
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10.3 Tilastot

1014. Tulokset suuruusjirjestyksessé ovat 1, 2, 3 ja 5. Heittoja on lopulta kaiken
kaikkiaan viisi, joten suuruusjérjestyksessd keskimmaisin eli 3. tulos on
mediaani.

Jos viidennen heiton tulos on 1 tai 2, ovat heittojen tulokset
suuruusjérjestyksessd joko 1, 1,2, 3 ja S tai 1, 2, 2, 3 ja 5, ja talldin
kummassakin tapauksessa mediaani on 2.

Jos viidennen heiton tulos on vahintdin 3, on keskimmaisin tulos 3 ja
mediaani on téll6in 3.

Pienin vaihtoehto viidennelle heitolle on 1. Tilloin tulosten keskiarvo on
1+5+43+2+41_12 _5 4
5 5 >

Suurin vaihtoehto viidennelle heitolle on 6. T4lloin tulosten keskiarvo on
1+5+3+2+6 17 34

5 5
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1015. a)

Arvosanat

SR WEWL G000

b) Koska aineisto on luokiteltu, siirretdén luvut matematiikkaohjelmaan ja

8

9 10

lasketaan moodia lukuun ottamatta pyydetyt arvot siella.

Moodi on 7.
Mediaai on 8.

Keskiarvo on 7,7.

Keskihajonta on 1,67... = 1,7.

¥ Data-analyysi
725
Tilastot ; O0
n 34
Keskiarvo | 7.7059 5
c 1.6721
s 1.6972 71
X 262
x2 2114 61 -
Min 4
Q1 7 5
Mediaani |8
Q3 9 41 —
Max 10
3] -
2]
11
J

10
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Toinen tapa:

Moodi on 7.

Mediaani on suuruusjérjestyksessa olevista arvosanoista 17. ja 18.
arvosanan keskiarvo. Nyt 16 ensimmaistd arvosanaa ovat 4—7 ja 17. ja
18. jésen ovat arvosanoja 8. Mediaani on siis 8.

Keskiarvo on
1-4+3-5+4-6+8-7+5-8+7-9+6-10 _ 262
1+3+4+8+5+7+6 34

=17,70...=7,7.

Keskihajonta on

\/1,(4 262) 13.(5- 262) L4-(6- 262) Fo+6-(10— 262)
34

=1,67...
~1,7.
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1016. a) Koska aineisto on luokiteltu, siirretdén luvut matematiikkaohjelmaan
ja lasketaan tyyppiarvoa lukuunottamatta pyytetyt arvot siella.
Tyyppiarvo saadaan suoraan katsomalla ainoiston yleisin arvo.

Tyyppiarvo on 41, mediaani 41, keskiarvo 41 ja
keskihajonta 1,96... =2,0.

¥ Data-analyysi
==
: »
Tilastot - - ‘ Pylvaskaavio 00
n
Keskiarvo [40.97
a 967 -
57769
[
> X2 168241 20
in 3
Q1 39 ]
Mediaani |41
Q3 42 15
Max 45 []
10
5
0 H
6 38 40 42 44 46

Kengannumerot

M 38
39
B 40
41
42
1 43
M a4
I as
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b) Voittoja on 58,0 %, tasapelejd 14,0 % ja havioita 28,0 % pelatuista
otteluista.

Tyyppiarvo eli moodi on voitto, koska voittoja on eniten.
Tulokset voidaan ajatella laitettavan suuruusjérjestykseen voitto,
tasapeli ja hivio, jolloin keskimmaiset sijoittuvat voittoluokkaan.
Mediaani on siis voitto.

Keskiarvoa aineistosta ei voida laskea.

Voitot, tasapelit, tappiot

voitto
tasapeli

tappio

1017. a) Mediaani-iké eli ikd, jonka on saavuttanut 50 % suomalaisista, on noin
37 vuotta.

b) Enintddn 20-vuotiaiden osuus on noin 25 % suomalaisista.

¢) Enintddn 50-vuotiaita on 70 %, joten vdhintddn 50-vuotiaiden osuus on
30 % suomalaisista.

d) Enintdin 40-vuotiaita on noin 53 % suomalaisista ja enintdan 60-
vuotiaita on noin 83 % suomalaisista. Suomalaisista 40-60-vuotiaiden

osuus on tilloin 30 %.

e) Enintddn 44-vuotiaita on noin 60 % suomalaisista, joten véhintdén 44-
vuotiaita on 40 % suomalaisista.

f) Enintddn 30-vuotiaita on noin 40 % suomalaisista.
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1018. Muutetaan kaikki ajat sekunneiksi laskennan helpottamiseksi.
Petrin aika sekunteina ensimmadisill iltarasteilla on 54 - 60 + 10 = 3250.
Kaikkien osallistuneiden aikojen keskiarvo sekunteina on
72 - 60 + 43 = 4363 ja keskihajonta 17 - 60 + 26 = 1046.

Petrin tulos poikkeaa keskiarvosta % =-1,06... keskihajonnan
mittaa. Poikkeama on alaspiin, joten Petrin tulos on noin 1,1

keskihajontaa parempi kuin keskiméérdinen tulos.

Jalkimmaisilla iltarasteilla Petrin aika sekunteina on 61 - 60 + 11 =3671.
Kaikkien osallistuneiden keskiarvo sekunteina on 87 - 60 + 55 = 5275 ja
keskihajonta 22 - 60 + 13 = 1333.

Petrin tulos poikkeaa keskiarvosta % =-1,20... keskihajonnan
mittaa, eli tulos on noin 1,2 keskihajonnan mittaa parempi kuin

keskimédriinen tulos.

Petri menestyi paremmin jalkimmadiselld kerralla.
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Luvun 10 vahvistavat ja syventavat tehtavat

VAHVISTAVAT TEHTAVAT

1019. Puolisoilla on sama veriryhmi, kun molemmat kuuluvat ryhméén A, tai
molemmat kuuluvat ryhmédén B, tai molemmat ryhméin AB, tai
molemmat ryhmédén O. Ndmai tapahtumat ovat erilliset, joten
yhteenlaskusédnnon ja riippumattomien tapahtumien kertolaskusdannon
avulla saadaan

P(puolisoilla sama veriryhm4)
=P(AjaA)+P(BjaB)+P(ABja AB) + P(O ja O)
=0,44-0,44+0,17-0,17+ 0,08 - 0,08 + 0,31 - 0,31
=0,325

~0,33.

1020. Se, ettd henkild joutuu pysédhtyméén valoihin enintédén kerran, tarkoittaa,
ettd joko kaikki kolme valoa néyttavét vihredd tai yksi valoista ndyttad
punaista, muut kaksi vihreda.

Todennékdisyys, ettd kaikki kolme valoa néyttévit vihreédd, on
riippumattomien tapahtumien kertolaskusdédnnén mukaan
P(kaikki vihredd) = 0,30 - 0,40 - 0,20 = 0,024.

Todenndkdisyys, ettd yksi valoista ndyttdd punaista ja muut vihredd, on
yhteenlaskusdannon mukaan
P(yksi pun, muut vihreid)

=P(PVV tai VPV tai VVP)

=0,7-0,40-0,20 + 0,30 - 0,60 - 0,20 +0,30 - 0,40 - 0,80
=0,188.

Kysytty todennikoisyys on yhteenlaskusdénnon mukaan
P(pyséhtyy vain kerran)

= P(kaikki vihredd) + P(yksi pun, muut vihredé)

=0,024 + 0,188

=0,212

~0,21.
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1021. Satunnaismuuttujan X mahdolliset arvot ovat 1, 2, 3, 4, 5 ja 6.

Alkeistapauksia ovat kaikki kahta noppaa

Wlwlw| |0
P SR Y ] )]
wnjulwv|o|lv| o
||| || D

. N e o . 6]6|6
heitettdessa saatavat silmilukuparit, joita on 36. [5T5
Esitetéén silmdlukuparit ruudukossa ja merkitdén
. . [ . 414 (4
jokaisen silmélukuparin kohdalle

. . . . . 31313
satunnaismuuttujan X arvo eli suurempi saaduista
- . e 2122
silmiluvuista. Tdimén perusteella saadaan laskettua e
eri arvojen todennakdisyydet. 1
X PX=x)
1 1/36
2 3/36=1/12
3 5/36
4 7/36
5 9/36 =1/4
6 11/36

Satunnaismuuttujan X odotusarvo (eli kysytty keskiarvo) on

1 3 5 7 9 11
EX 36 1+36 2+36 3+36 4+36 5+36 6
_lel
36
=4,4722...

~4,5

ja keskihajonta

w
iy
[%)]
o

D(X):J%.(1_%)2+%.(z_ﬂ)2+m+i (5- ) 11
2555
36
=1,4040...
~1,4.
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1022.

1023.

Piirretddn mallikuva. Olkoon tikkataulun sdde
R, jolloin koko taulun pinta-ala on nR*. Tikka
osuu ldhemmas keskipistettd kuin reunaa, jos

se osuu ympyradn, jonka sdde on % ‘

Suotuisan alueen pinta-ala on siis

R\ _ nR?
7t(2) T4

7R’

et & _ 1
Kysytty todennékoisyys on n; T

Kahdeksan henkilon joukosta voidaan valita kolme (8) =56 eri tavalla.

3

Kaksi miesté viidestd voidaan valita (;) =10 eri tavalla ja yksi nainen
kolmesta (‘;’) =3 eri tavalla. Lisdksi kolme miestd viidestd voidaan valita

(g) =10 eri tavalla.

P(ainakin kaksi miestd)
= P(kaksi miesté ja yksi nainen) + P(kolme miesti)

LI

1
Bl
=
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1024.

1025.

1026.

a) Viiden kilpailijan joukosta voidaan valita kultamitalin, hopeamitalin ja
pronssimitalin saaja (5); =5 - 4 - 3 = 60 eri tavalla. Néisti vain yksi on

oikea tapa, joten kysytty todennékdisyys on 610

b) Kolme mitalin saajaa voidaan valita viiden kilpailijan joukosta

(;) =10 eri tavalla, joten P(kolme parasta saa mitalit) = 10 0

Toinen tapa:

a-kohdassa laskettiin, ettd kolme mitalia voidaan jakaa viidelle
kilpailijalle 60 eri tavalla. Néisté sellaisia, joissa mitalikolmikko on
oikea, mutta jarjestys mahdollisesti véddra, on 3! = 6. Niinp4 kysytty

6 _1
todennikoisyys on — 50 °-10"

Luvun 5-kantainen logaritmi on kokonaisluku, jos luku on muotoa 5",
missd 7 on kokonaisluku. Koska 5° =1, 5' =1, 52 =25 ja 5° = 125 > 100,
luettelon luvuista kokonaislukuja ovat vain luvut logs 1 =0, logs 5=1ja
logs 25 = 2, yhteensé kolme lukua.

Kaikkiaan Iukuja on 100, joten kysytty todenndkdisyys on 1(3) 0 =0,03.

Piste (a, b) on suoralla y = 2x, jos luvut a ja b toteuttavat yhtdlon b = 2a.
Nopanheitossa mahdolliset tulokset ovat silmiluvut 1, 2, 3,4, 5 ja 6.
Silmélukupareista yhtdlon b = 2a toteuttavat parit (1, 2), (2, 4) ja (3, 6).

Kaikkiaan silmélukupareja on 6 - 6 = 36, joten kysytty todennékdisyys on
3_1
36 12°
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1027. a) Yhdelld arvalla voi voittaa yhden lahjakortin, jonka arvo on 30 euroa
tai yhden lahjakortin, jonka arvo on 10 euroa. Arpa maksaa 3 euroa
voitosta riippumatta, joten satunnaismuuttujan X mahdolliset arvot
ovat 30 — 3 =27 (euroa), 10 — 3 =7 (euroa) ja 0 — 3 = —3 (euroa).

Lasketaan eri arvojen todennékdisyydet.

1
PX=27)= 550 200 100
—7ny= 10 _ 1
PX=7)=200~20
_ _ay_ 200-2-10 _47
P(X=-3) 200 50
Odotusarvo on
E(X)—m 27+— 7+— (- 3)_— L= 2.2 (euroa).
b) Keskihajonta on
D(X)
100 (27 -(=2,2))° +— (7-(-2,2))° + ( -3-(-2,2)°
~3,6551..

~ 3,66 (euroa).
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1028. Lasketaan tapahtumien "ainakin yksi ykkdnen" ja "ei yhtddn ykkosta"
todennékoisyydet.

Yhdell4 heitolla saadaan ykkonen todenndkoisyydelld % ja muu kuin

ykkdnen todennédkoisyydelld 1 —% = % Riippumattomien tapahtumien

kertolaskusddnnon mukaan

10
P(ei yhtiitin ykkostd) = (%) ~0,16150...

Tamén vastatapahtuman todennékdisyys on

10
P(ainakin yksi ykkonen) = 1 — P(ei yhtdén ykkostd) 1— (%) =0,83849...

X:n voiton odotusarvo on

—2000 - P(ainakin yksi ykkonen) + 10000 - P(ei yhtdédn ykkosti)
—2000 -0,838... + 10000 - 0,161...

=-61,93...

~—62 (markkaa).

1029. Oppilaan rapéaytyksiin kdyttdmé aika minuutissa on 15 - 0,1 = 1,5
sekuntia, joten todennikdisyys, ettd yksittdinen oppilas rapayttia silmidin
L5 1

kuvanottohetkelld, on 60 = 20"

Oppilaat rapayttelevit silmidén toisistaan riippumatta, joten
riippumattomien tapahtumien kertolaskusddnnolla saadaan

25
P(kukaan ei ripiyts silmisidn) = (2—3) ~0,5310...~0,53.
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1030.

1031.

Merkitdan M = "epdonnistuu matematiikan kokeessa" ja F = "epdonnistuu
fysiikan kokeessa", jolloin P(M) = 0,25 ja P(F) = 0,17 seki
P(M ja F)=0,10.

Koska P(M ja F) =P(F ja M) = P(F) - P(M | F) saadaan

P(M tai F) = P(M) + P(F) — P(M ja F) = 0,25 + 0,17 — 0,10 = 0,32.

a) Toistokokeessa, jossa toistoja on nelja ja onnistumisen todennidkdisyys
jokaisella kerralla 0,9, saadaan yksi epdonnistuminen
todennikoisyydelld

(;‘)-0,1-0,93 =0,2916~0,29.

b) Onnistumisten lukumééra noudattaa binomijakaumaa parametrein
n=4jap=0,9, joten odotusarvo on np = 3,6.

¢) Merkitddn pelattujen pelien lukumaaraa n, jolloin onnistuneiden pelien
lukumaéirin odotusarvo on # - 0,9. Etsitddn siis luku n, jolle

10

n - 0,9 > 10. Tdémén epédyhtdlon ratkaisu on n > 9= 11,11...

b

Annin on siis pelattava véhintdin 12 kertaa.
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1032. Olkoon X satunnaismuuttuja, joka kuvaa yhden lampun kestoikié. Télloin
X ~N(1500, 180).

Etsitdédn ensin kestoikd a, jonka ylittdd 90 % lampuista eli jolle
P(X=a)=0,9. Ohjelmalla saadaan a = 1269,3... (tuntia).

1 Normaalijakauma v
p | 1500 a (180

4/HH
P(|1269.3200<X)= 08

Koska lamput palavat 60 tuntia viikossa, 1269,3... tuntia tarkoittaa

% =21,155...~ 21 viikkoa.

Lamput on siis vaihdettava 21 viikon vélein.
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1033. Tapahtuma "joukkue B on voittanut ottelun vapaaheittojen jilkeen" on
sama kuin "kolmesta vapaaheitosta kaksi tai kolme onnistuu". Koska
jokaisen vapaaheiton onnistumisen todennakdéisyys on sama, tilannetta
voidaan ajatella toistokokeena, jossa toistojen lukuméérd on kolme ja
onnistumisen todennékdisyys kullakin kerralla 0,75. Télloin onnistumisten
lukumaird noudattaa binomijakaumaa parametrein 3 ja 0,75.

Todennékoisyyslaskurilla saadaan
P(kaksi tai kolme onnistuu) = 0,843... = 0,84

/] Binomijakauma v

n 3 p |0.75
1/H[H

P(2 = X)= /08438

Toinen tapa:

Tapahtuma "joukkue B on voittanut ottelun vapaaheittojen jilkeen" on
sama kuin "kolmesta vapaaheitosta kaksi tai kolme onnistuu". Koska
jokaisen vapaaheiton onnistumisen todennakdisyys on sama, tilannetta
voidaan ajatella toistokokeena, jossa toistojen lukuméadra on kolme ja
onnistumisen todennékdisyys kullakin kerralla 0,75.

P(kaksi tai kolme onnistuu)

= P(kaksi onnistuu) + P(kolme onnistuu)
= (3) -0,75%-0,25+0,75

=0,84375

~0,84.
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1034.

Nimetéédn pysdkointipaikat ja merkitién 4 ja B.

Nyt P(A4 varattu) = 40 2 , P(B varattu) = 28 g ja
32 _8

P(A varattu ja B varattu) = w=1s5

Molemmat paikat ovat vapaina, kun kumpikaan ei ole varattuna. Kysytty
todennékdisyys on

P(4 vapaa ja B vapaa)

=1 — P(4 varattu tai B varattu)

=1 — ((P(4 varattu) + P(B varattu) — P(4 varattu ja B varattu))

2 2 8
-G+3715
_1
5
~0,2.

Toinen tapa:

Nimetddn pysédkointipaikat ja merkitdén niittd kirjaimilla 4 ja B.
Molemmat paikat ovat yhté aikaa varattuja 32 minuuttia tunnista.
Témén lisdksi paikka 4 on yksin varattu 8 minuuttia tunnista ja paikka B
on yksin varattuna 8 minuuttia tunnista.

Yhteensé toinen tai molemmat paikat on varattuna 32 + 8 + 8 = 48
minuuttia tunnista.

Molemmat paikat ovat siis yhtd aikaa vapaana 60 — 48 = 12 minuuttia
tunnista.

P(molemmat paikat vapaana) = % = % =0,2.



Juuri Kertaus ¢ Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 20.9.2019

1035.

Todennikoisyys, ettd nolla valittyy oikein, on 1 — 0,005 = 0,995 ja
todennikoisyys, ettd ykkonen vilittyy oikein, on 1 — 0,010 = 0,990.

Sanassa 0010111 on 3 nollaa ja 4 ykkosti, jotka vilittyvét oikein tai
vidristyvit toisistaan riippumatta. Todenndkoisyys, ettd sana vilittyy
tiysin oikein, on 0,995 - 0,990* = 0,946258...

Todennékdisyys, ettd yksi kolmesta nollasta on vaéristynyt, ja muut

merkit oikein, on (f) - 0,005 - 0,995% - 0,990 = 0,014265...

Todenndkoisyys, ettd yksi neljastd ykkdsestd on vaaristynyt, ja muut

merkit oikein, on (f) -0,010 - 0,995 - 0,990° = 0,038232...

Néama tapahtumat ovat erillisid, joten

P(enintdédn 1 merkki vdérin)

= P(ei yhtdén vairin) + P(1 nolla vairin) + P(1 ykkdnen véérin)
=0,946... +0,014... + 0,038...

=0,99875...

=~ 0,999.
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1036.

a) Koska arvosanan 9 ylittavid arvosanoja on selvésti enemman kuin sen

alittavia arvosanoja, keskiarvo on yli 9. Toisaalta koska arvosanaa 9 on
hiukan enemmaén kuin arvosanaa 10, keskiarvo on alle 9,5. Alempia
arvosanoja 7 ja 8 on yhteensi niin merkittdvd maara, ettd keskiarvo
pyOristyy neljdsosan tarkkuudella arvosanaan 9+.

Toinen tapa:

Kuviossa pystyakselin asteikkoviivat nayttdisivit olevan noin 5
prosenttiyksikon vilein, jolloin arvosanojen 10, 9, 8 ja 7 osuudet
olisivat noin 45 %, 46 %, 7 % ja 2 %, misti tulee yhteensa noin 100 %.
Muiden arvosanojen osuudet ovat niin véhéiset, ettd ne voidaan jattaa
huomiotta. Arvosanojen painotettu keskiarvo on
0,45-10+0,46-9+0,07-8+0,02-7=9,34

eli noin 9+.

b) Jos esimerkiksi 99 % kuljettajista arvioi arvosanakseen 10 ja loput 1 %

arvosanakseen 9, keskiarvo on 0,99 - 10 + 0,01 - 9 =9,99. Tall6in 99 %
kuljettajista on antanut itselleen keskiarvoa 9,99 paremman arvosanan
10.
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1037. a) Olkoon X satunnaismuuttuja, joka kuvaa mittaustuloksia. Talldin
X ~N(50, o) tuntemattomalla keskihajonnalla o.

Koska P(48 < X< 52) = 0,80, symmetrian
vuoksi P(X < 52) = 0,90.

Tamaén perusteella ohjelman avulla
saadaan keskihajonnaksi o = 1,560...

1 Normaalijakauma(50, x, 52)=0.9
RatkaiseNumeerisesti. {x = 1.5606082921}

Nyt ohjelman avulla saadaan P(X > 53) = 0,0272... = 0,03.

/1 Normaalijakauma w
p |50 o |1.560608
1 HH
P( 3 < X)=[0.0272822

b) Olkoon X ~ N(100, 15). Etsitddn a, jolle
P(X<a)=0,50+0,25=0,75.

25 % 25%
Ohjelman avulla saadaan ¢ = 110,117... 100 a

1 MNormaalijakauma(100, 15, x):0.75|
RatkaiseNumeerisest- {x = 110.1173462529}

Tarkistetaan, ovatko rajat 90 ja 110 vai 89 ja 111.
P(O0<X<110)=0,49...<0,5
P89 <X<111)=0,53...>0,5

Kysytty kokonaislukuvali on siis [89, 111].
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1038. Tapahtuma "X = 0" on sama kuin "molemmat nostetut pallot ovat
valkoisia". Jos ensimmdiinen nostettu pallo on valkoinen, jéljelld on nelj
palloa, joista yksi on valkoinen.

Yleisen kertolaskusddnnon mukaan P(X =0)= 21_1_ 0,1.

54 10

Yksi musta pallo voidaan saada nostamalla ensin valkoinen ja sitten
musta, tai ensin musta ja sitten valkoinen. Namé tapahtumat ovat erilliset,
joten

23,3
P(X=D)=%-5+5

P(X=2)=2.2=220,3.

Satunnaismuuttujan X odotusarvo on

1 3 3 6 .1
EX100+ 1+10251 =1,2.
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1039. a) Vektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan tdsmaélleen silloin, kun
niiden pistetulo on nolla. Vektoreiden ai +5bj ja 2i —j pistetulo on

2a—b.
2a—b=0
2a=b

Nopanheitossa mahdolliset silméluvut ovat 1, 2, 3,4, 5 ja 6.
Alkeistapauksia eli silméilukupareja (a, b) on 6 - 6 = 36.
Silmélukupareista (a, b) ehdon 2a = b toteuttavat parit (1, 2), (2, 4) ja
(3, 6). Suotuisia alkeistapauksia on siis kolme, joten kysytty

i 3_1
todennikoisyys on w12

b) Vektorit ovat yhdensuuntaiset tdsmaélleen silloin, kun toinen saadaan

kertomalla toinen jollain luvulla # # 0.

ai +bj =t(3i +2j)
ai +bj=3ti +2tj
Koska kantavektorit i ja j ovat erisuuntaiset, yhtilo toteutuu vain,
kun a = 3¢ ja b = 2t. Jalkimmadisestd yhtdlosti saadaan ¢ = %, joka
voidaan sijoittaa ensimmadiseen yhtdloon, jolloin saadaan
_3.b_3
a=3 2=3 b.
Tamén yhtélon toteuttavat silmélukupareista (a, b) vain parit (3, 2) ja

(6, 4). Niinpé kysytty todenndkoisyys on % = %
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1040. Ennen uudistusta 7 numeron lottoriveja oli (39

7 ) erilaista.

Sellaisia 7 numeron rivejé, joissa oli 6 seitsemésti varsinaisesta numerosta

ja 1 kahdesta lisénumerosta, oli tuloperiaatteen mukaan (2)(?) =14

erilaista.

Niinpi todenndkdisyys, ettd pelaajan tdyttiméassd 7 numeron rivissé oli
oikein 6 varsinaista ja yksi lisinumero, oli ennen uudistusta

(7)(2)
6 1 — 14 —_— ~ . _7
(39) _15380937—0,000000910...~9,1 107",

7

Uudistuksen jalkeen 7 numeron lottorivejé on (40) erilaista. Sellaisia 7

7

numeron rivejd, joissa on 6 seitsemésté varsinaisesta numerosta ja

lisinumero, on tuloperiaatteen mukaan (Z)(}) =7 erilaista. Ndin ollen

todennékoisyys, ettd pelaajan tiyttdméssi 7 numeron rivissd on oikein 6
varsinaista ja yksi lisinumero, on uudistuksen jélkeen

(7)(1)
o\t) 7 ~3.8.107
(40) = sciaseg = 0-000000375...x3,8-107.

7
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1041.

1042.

Alkeistapauksia ovat lukuparit (a, b), joissa 0 <a <2 ja 0 < b <2. Kaikki
alkeistapaukset muodostavat nelion, jonka sivun pituus on kaksi ja pinta-
ala 2> =4,

Suotuisa alue on se osa nelioté, jossa Ao
lgla+b)>0clia+b>1elib>—a+1.

Suotuisan alueen, joka kuvaan on merkitty 1
punaisella, pinta-ala saadaan vihentdmalla
koko nelion pinta-alasta sen alueen pinta-ala, 0:5 \\
jossa b <—a + 1. Tama alue on kolmio, jonka

1 of 05 1 15 2

E.

pinta-ala on %Jol =

Kysytty todennékdisyys on siten T

o=
|

a) Lukujono on aritmeettinen, jos sen kahden perdkkéisen jésenen erotus
on vakio. Nopanheitossa mahdolliset silméluvut ovat 1, 2, 3,4, 5 ja 6.

Lukujonoista (a, b, c¢) aidosti kasvavia ja aritmeettisia ovat jonot
(1,2,3),(2,3,4),(3,4,5) ja(4, 5, 6), joissa perdkkiisten jasenten
erotus on yksi, sekd jonot (1, 3, 5) ja (2, 4, 6), joissa perdkkéisten
jasenten erotus on kaksi, yhteensd kuusi jonoa.

Lukujonoja (a, b, ¢) on tuloperiaatteen mukaan 6 - 6 - 6 =216 erilaista,

. I 6 _ 1

joten kysytty todennékdisyys on 21636

b) Lukujono on geometrinen, jos sen kahden perdkkéisen jasenen suhde
on vakio. Lukujonoista (a, b, ¢) geometrisia ovat vakiojonot (1, 1, 1),
(2,2,2),...,(5,5,5) ja(6, 6, 6), joissa perikkdisten jdsenten suhde on
yksi; jono (1, 2, 4), jossa perakkdisten jasenten suhde on kaksi; sekd
jono (4, 2, 1), jossa perdkkéisten jasenten suhde on puoli; yhteensé
kahdeksan jonoa.

1

. L. 8 1
Kysytty todennikoisyys on siksi 216-27"
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1043.

1044.

Olkoon X satunnaismuuttuja, joka kuvaa haastattelun kestoa minuutteina.
Talloin X ~ N(15, o) tuntemattomalla keskihajonnalla o.

Ehdon P(X < 18) = 0,95 perusteella 16ydetéén ohjelman avulla
keskihajonnaksi ¢ = 1,8238...

Mormaalijakauma(15, x, 18)=095
RatkaiseNumeerisestic {x = 1.8238704957}

Keskihajonnalla on sama yksikkoé (minuutteja) kuin haastattelun kestolla.
Muutetaan desimaaliosa sekunneiksi: 0,8238... - 60=494. ..

Keskihajonnan kasvaessa kasvaa todennékoisyys saada kaukana
odotusarvosta olevia arvoja. Keskihajonnan pitiisi siis olla korkeintaan
1 minuutti 50 sekuntia.

Suoran ax — by = 0 kulmakerroin nihdéén ratkaistusta muodosta y =% x

b
. .. a
jaonsiis -
Alkeistapauksia ovat lukuparit (a, b), joissa 0 <a <1ja 0 <bh < 1. Kaikki
alkeistapaukset muodostavat nelidn, jonka sivun pituus on yksi ja pinta-
alal-1=1.

acl g A
b =3 eli b

b > 3a. Tama alue on kolmio, jonka pinta-ala on
11

= _.1:l 2/3

23 6

Suotuisa alue on se osa nelioté, jossa

173

v

;—Alo\._.

Kysytty todennékdisyys on

N | —

=—_. 0 2/3
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1045.

Olkoon X kahvin méérd (grammoina), jolloin X ~ N(x, 10)
tuntemattomalle odotusarvolle x. Odotusarvo tulisi madréta niin, etté
P(X <500) <0,02.

Ohjelman avulla saadaan
w=>520,537... = 521 (grammaa).

Mormaalijakaumal(x, 10, 500)=0.02
RatkaiseNumeerisesti-  {x = 520.5374891055 }

Toinen tapa:
Normeerataan satunnaismuuttuja X ja kirjoitetaan ehto odotusarvolle
standardinormaalijakauman kertyméfunktiota ® kayttden.

P(X <500)

o X=u 500—pu
=P <"1
_ _HM
=P(Z <50 10)

u
= < _—
P(Z<50-45)

— _H
= B(50—5)

Néin ollen P(X < 500) < 0,02 tdsmaélleen silloin, kun ® (50— %) <0,02
eli kun CD(% -50)>1-0,02=0,98. Taulukoitujen arvojen perusteella

niin on, kun % —502>2,0538. Ratkaistaan p.

Y7
= -50>2,0538
10 ’

H )
£5252,0538 || 10

1> 520,538

Odotusarvon tulee siis olla véhintdén 521 grammaa.
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1046. a) Piirretddn mallikuva.

Ay (4, 4)
4

3

2
A=(-2,1) (1, 1)

Koska koko nelié on pisteen 4 oikealla puolella, vektorissa
AP =ai+bj kerroin a on valttaimétté positiivinen eli
P(a>0)=1.

b) Nelion pinta-alasta tdsmilleen puolet on koordinaatistossa ylempén4,
puolet alempana kuin piste A.

Ay (4, 4)
4

3

2
A=(-2,1) 1,1)

Niinpi P(b > 0) = %
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¢) Merkitddn P = (x, y), jolloina=x—(-2)=x+2jab=y— 1.
Tapahtumalle "a > 7 ja b < 1" suotuisa alue on se osa nelidté, jossa
x+2>T7jay—1>1lelix>5jay<2.

tv (4,4)

Jaetaan suotuisa alue puolisuunnikkaaksi ja kolmioksi ja lasketaan sen
pinta-ala kahdessa osassa.
Ay @, 4)

L
- =
—
-2
_2+3,_5
4 =55 1= >
2-1
Az_T_l
. . 5 7
Suotuisan alueen pinta-ala on 4, + 4, = 5t 1= 3

Koko nelién pinta-ala on 18.

L

Siis P(a>7jab<1)= 36

—_
ool""\’
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d) Tapahtumalle ‘Z" <~/45 suotuisa alue on se osa neliti, joka jad

sellaisen ympyran sisiin, jonka keskipiste on 4 ja side ~/45.

ﬂy @, 4)

4
3

A=z 1 (1,1 1)
a 1

X

3 2 10 1 2 3 4 5 6 7

b
-1
2 @, -2)

Pisteiden 4 = (=2, 1) ja (4, 4) vilinen etdisyys on
\/(4 —(=2))* +(4—1)* =+/45, samoin pisteiden 4 ja (4, —2) vilinen
etaisyys.

Niinpd suotuisan alueen pinta-ala saadaan véhentdmalld kuvassa
nékyvén sektorin pinta-alasta nuolimaisen nelikulmion pinta-ala.

Madritetdén sektorin pinta-ala. Sitd varten tarvitaan keskuskulma o.
Kulma a on pisteiden (=2, 1) ja (4, —2) seké pisteiden (-2, 1) ja (4, 4)
kautta kulkevien suorien vélinen kulma.

-2-1 1

k=322
4-1 _1
k2‘4—(—2)‘2
bk | | 377
tang =2 || 2 2 |_4
1+ -k, | ‘ 1 1‘ 3
1+( 2) >
a=531.°

Asektori = ﬁ T (\/B)2 = 20,8
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Jaetaan nuolimainen nelikulmio kahdeksi kolmioksi.

Ay 4 4)

4

3

AEIEZ, 1) (1) 7, 1)

=2 (4,-2)

Kolmiot ovat yhtenevit. Jos kannaksi ajatellaan pisteiden (-2, 1) ja
(1, 1) vélinen 3:n pituinen jana, niin niiden korkeus on 3.

3-3
Akolmiot = 2 . T = 9
Kysytty todenndkoisyys on siis

20,8..-9 ~
TS =0,659...% 0,66
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1047. Alkeistapauksia ovat lukuparit (p, ¢), joissa luvut p ja g tayttavit ehdot
lpl<1jalg|<1eliehdot—1<p<1ja—1<gqg<1. Nima lukuparit
muodostavat nelion, jonka sivun pituus on 2.

Yhtilolld x* + px + g = 0 on kaksi ratkaisua eli juurta, jos diskriminantti
D=p*—4q>0c¢lijos g<ip’

—p-NP =44 . _ PP —4q

Juuret ovat télloin x, = > jax,=

Molemmat juuret ovat positiivisia tdsmélleen silloin, kun juurista
pienempi on positiivinen eli kun x; > 0.

Jos p > 0, niin —p < 0. Koska nelidjuuren arvo on aina positiivinen tai

58 —
2
nolla, niin tallgin x, = —2 VP 44 g

On siis oltava p < 0.

Jos nyt ¢ <0, niin —4¢ > 0, jolloin p* — 4¢q > p*. Tilldin

2[p|
L o"P=NP =4
1~ 2 - Y-
“Ip] <l
—p—\pP’—4q
On siis oltava p <0 ja g > 0. Télloin x, =———-—>0.

2
Tapahtuma "molemmat juuret positiivisia" tarkoittaa siis sité, ettd p <0,
q>0jag<ip’.

Suotuisa alue neliotéd on siis kuvassa
kdyrin ¢ =1 p® ja vaaka-akselin viliin

jaava alue pystyakselin vasemmalla 05
puolella. s

41 -05 0
-0.5




Juuri Kertaus ¢ Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 20.9.2019

0
Tadmén alueen pinta-ala on J‘% pldx = % Koko nelion pinta-ala on
-1

1

48

Llw‘—‘

2? =4, joten kysytty todennikdisyys on

1048. Lasketaan ensin, kuinka suuri on alue, jolle
pistetty neula osuu yhteen palloon. Koska pallon
sdde on 2,5 cm, pallon poikkileikkauskuvassa
suorakulmaisen kolmion hypotenuusa on 2,5 cm
ja pystykateetti 2,5 cm — 2,0 cm = 0,5 cm. 25

Pythagoraan lauseen mukaan toinen kateetti on

V2,57 —0,5% =6 = 2,449... (cm).

Alue, jolle pistetty neula osuu yhteen palloon, on ympyré, jonka pinta-ala

on n(\/g)z =6m (cm?).

Palloja on 25 ja laatikon kannen pinta-ala on 25 - 25 cm?, joten kysytty

25:-6m _ 67 _() 7539 ~0,75.

todenndkdisyys on 7525 = 25
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SYVENTAVAT TEHTAVAT

1049. Kaksitoista henkil6d voi muodostaa 12! erilaista jonoa.

Kahdentoista paikan jonossa sellaisia paikkapareja, joissa paikat ovat
perdkkéin, on 11 erilaista;

XX0000000000

0XX000000000

0000000000XX

sellaisia, joissa paikkojen vilissa on yksi paikka, on 10
X0X000000000
0X0XO00000000

000000000X0X

ja sellaisia, joissa vélissd on kaksi paikkaa, 9
X00XO00000000
0X00X0000000

00000000X00X

Henkil6t A ja B voivat olla ndilld kahdella heille valitulla paikalla
kahdessa jarjestyksessa, ja muut 10 henkilod muilla paikoilla 10! eri
jérjestyksessa.

Tuloperiaatteen mukaan suotuisia jonoja on
(11+10+9)-2!-10!'=30-2! - 10! erilaista.

21,101
Kysytty todennikoisyys on % = %
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Olkoon X satunnaismuuttuja, joka kuvaa kivien oston ja hionnan
vaikutusta kultasepén varallisuuteen. Lasketaan satunnaismuuttujan X
odotusarvo kummassakin tilanteessa.

1) Kultaseppé ostaa yhden suuren jalokiven ja maksaa siitd 12 000 mk:

- jos hionta epdonnistuu, kivi on arvoton ja hankintahinnan liséksi myos
hiontakulu 1000 mk jé& tappioksi eli X =0 — 12 000 —1000 = —13 000
(mk)

- jos hionta onnistuu, kiven arvo on 1,3 - 12 000 mk = 15 600 mk ja
siten X =15 600 — 12 000 — 1000 = 2 600 (mk)

Hionnan onnistumisen todennékdéisyys on 0,9, joten odotusarvo

tilanteessa 1 on

EX=0,1-(=13000) + 0,9 - 2 600 = 1040 (mk).

2) Kultaseppé ostaa kaksi pienempéd jalokived ja maksaa niistd yhteensa
12 000 mk:

- jos molempien kivien hionta epdonnistuu, kivet ovat arvottomia ja
hankintahinnan liséksi mys niiden yhteenlaskettu hiontakulu
2 - 800 m = 1600 mk jai tappioksi, eli
X=0-12000— 1600 =-13 600 (mk)

- jos yhden kiven hionta onnistuu ja toisen epdonnistuu, kivien
yhteenlaskettu arvo on 0 + 1,3 - 6000 = 7800 (mk) ja siksi
X=7800— 12 000 — 1600 =—5800 (mk)

- jos molempien kivien hionta onnistuu, kivien yhteenlaskettu arvo on
2-1,3- 6000 =15 600 (mk) ja siksi
X=15600-12 000 — 1600 =2 000 (mk)

Lasketaan ndiden tapahtumien todennékoisyydet ja X:n odotusarvo
tilanteessa 2.

P(kummankin kiven hionta epdonnistuu) = 0,08 - 0,08 = 0,0064

P(yhden kiven hionta epéonnistuu ja toisen onnistuu)
=0,08-0,92+0,92-0,08=0,1472

P(kummankin kiven hionta onnistuu) = 0,92 - 0,92 = 0,8464

EX=0,0064 - (~13600) + 0,1472 - (~5800) + 0,8464 - 2 000
= 752 (mk).

Tilanteessa 1 odotusarvo on suurempi (1040 > 752), joten kultasepén
kannattaa ostaa yksi suuri kivi.
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Toinen tapa:

Olkoon X satunnaismuuttuja, joka kuvaa kultasepin ostamien kivien
yhteisarvoa kaupan ja hionnan jélkeen, kun my6s hiontakulut on
huomioitu. Lasketaan satunnaismuuttujan X odotusarvo kummassakin
tilanteessa.

1) Kultaseppi ostaa yhden suuren jalokiven:
- jos hionta epédonnistuu, kivi on arvoton ja hiontakulu 1000 mk jaa
tappioksi eli X =—1000 (mk)
- jos hionta onnistuu, kiven arvo on 1,3 - 12 000 mk = 15 600 mk ja
siten X'= 15 600 — 1000 = 14 600 (mk)
Hionnan onnistumisen todennékdoisyys on 0,9, joten odotusarvo

tilanteessa 1 on
EX=0,1-(-1000)+ 0,9 - 14 600 = 13 040 (mk).

2) Kultaseppa ostaa kaksi pienempéé jalokived:

- jos molempien kivien hionta epdonnistuu, yhteenlaskettu hiontakulu
2 - 800 m = 1600 mk jaa tappioksi eli X =—1600 (mk)

- jos yhden kiven hionta onnistuu ja toisen epdonnistuu, kivien
yhteenlaskettu arvo on 0 + 1,3 - 6000 = 7800 (mk) ja siksi
X=7800— 1600 = 6200 (mk)

- jos molempien kivien hionta onnistuu, kivien yhteenlaskettu arvo on
2-1,3-6000 =15 600 (mk) ja siksi X =15 600 — 1600 = 14 000 (mk)

Lasketaan ndiden tapahtumien todennékoisyydet ja X:n odotusarvo
tilanteessa 2.

P(kummankin kiven hionta epdonnistuu) = 0,08 - 0,08 = 0,0064
P(yhden kiven hionta epéonnistuu ja toisen onnistuu)
=0,08-0,92+0,92 - 0,08 =0,1472

P(kummankin kiven hionta onnistuu) = 0,92 - 0,92 = 0,8464

EX=0,0064 - (~1600) + 0,1472 - 6200 + 0,8464 - 14 000
=12 752 (mk).

Tilanteessa 1 odotusarvo on suurempi (13040 > 12752), joten kultasepin
kannattaa ostaa yksi suuri kivi.
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Kolmas tapa:

Jos kultaseppé ostaa yhden suuren jalokiven, sen hionta maksaa 1000 mk.
Hionta onnistuu todennékoisyydelld 0,9 ja onnistuneesti hiotun kiven arvo
on 1,3 - 12000 mk = 15600 mk.

Varallisuus koostuu kivestd mutta siti rasittaa hiontakulu 1000 mk, joten
varallisuuden odotusarvo on

0,1-0+0,9 15600 — 1000 = 13040 (mk).

Jos kultaseppé ostaa kaksi pienempéi jalokived, niiden hionta maksaa
yhteensé 2 - 800 mk = 1600 mk.

Kumpikin hionta onnistuu todennékdisyydelld 0,92 ja yhden onnistuneesti
hiotun kiven arvo on 1,3 - 6000 mk = 7800 mk.

Varallisuus koostuu kummastakin kivesta ja siti rasittaa hiontakulu 1600

mk, joten varallisuuden odotusarvo on
(0,1 -0+0,92 -7800) + (0,1 - 0+ 0,92 - 7800) — 1600 = 12752 (mk).

Odotusarvo on ensimmaéisessi tilanteessa suurempi, joten kultasepén
kannattaa ostaa yksi suuri kivi.
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1051. Todennikoisyyslaskurilla saadaan P(X'>5) =0,184... = 0,18, kun X
noudattaa Poissonin jakaumaa parametrilla 3.

/7| Poisson v
po3

185
P(5 < X)= 01847

Toinen tapa:

Tapahtuman “’keskukseen tulee minuutissa ainakin 5 puhelua”
komplementti on “keskukseen tulee minuutissa korkeintaan nelja
puhelua”. Lasketaan komplementin todennakdisyys.

P(nolla tai yksi tai kaksi tai kolme tai nelja puhelua)

=PotpPtPtPt D,

3% 3le? 32?3 e? 37
S T VR, TR TRRY
_131

8¢’

~0.8152...

Nyt saadaan

P(vdhintdén viisi puhelua)

= 1 — P(korkeintaan nelja puhelua)
=1-0,8152...

=0,1847...

~0,18.
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1052. Olkoon X satunnaismuuttuja, joka kuvaa pussissa olevien makeisten
yhteispainoa (grammoina). Makeisten lukumééré on 23, ja yhden
makeisen painoa kuvaava satunnaismuuttuja on normaalisti jakautunut
odotusarvolla 2,1 (grammaa) ja keskihajonnalla 0,25 (grammaa).

Tehtédvanannon alkuosan merkinnéilla siis » = 23 ja lisdksi
wi=2,1jao:=0,25 jolloin o> = 0,25 kaikillai = 1, 2, ..., 23.

Tehtdvéssad annetun tiedon perusteella pussissa olevien 23 makeisen

yhteispaino X on normaalisti jakautunut odotusarvona u =23 - 2,1 = 48,3.
Keskihajontojen nelididen summa on nyt 23 - 0,25%, joten keskihajonta on

o =+23-0,25 zgzl,l%...

Ohjelman avulla saadaan P(X > 50) = 0,0781... = 0,08.

-/ Normaalijakauma ~

g 483 o 1.199
1H[H

P(|50 = X)= 0.0781

V23

(Huom. keskihajonnaksi on syotetty luku 1 ohjelma ei osaa nayttda

tdssd muuta kuin desimaaleja, vaikka laskeekin tarkemmilla arvoilla.)
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Kokoavia tehtavia

YLIOPPILASKOKEEN A-OSAN OHJELMAT SALLITTU

1.

A-1T
Perustelu: kiyri y = 1 — x* on alaspiin aukeava paraabeli.

B-IV
Kéyrd y = sin x on aaltomainen kéyré, joka kulkee origon kautta, koska
sin 0=0.

C-v
Luonnollinen logaritmi In x on mééritelty vain positiivisille luvuille ja on
kasvava.

D-I
Eksponenttifunktio ¢* on méadritelty kaikille luvuille x ja saa vain
positiivisia arvoja.

E-VI
Kéyréd y= cos x on aaltomainen kéyr4, joka ei kulje origon kautta, koska
cos 0=1.

E-III

Nelidjuuri on médritelty, kun juurrettava on positiivinen tai nolla. Koska
1 — x> 0 tdsmalleen silloin, kun x < 1, saadaan funktion v1-—x
maédrittelyjoukoksi x < 1.
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a) f()=5-1-1"=5-1=4

ffx)=5-2x

ff(H=5-2-1=3

Arvo f(1) = 4 tarkoittaa, ettd funktion kuvaaja y = f(x) kulkee pisteen
(1,4

Arvo f'(1) = 3 tarkoittaa, ettd kuvaajan tangentin kulmakerroin

kohdassa x =1 on 3.

b) Paraabelin huippu sijaitsee derivaatan nollakohdassa.
flx)=5—-2x
5-2x=0

-5
73

Huipun y-koordinaatti on
_p5y-5.5_ (50 _P25_25_50_25_25
S N U S S

Paraabelin huippu sijaitsee pisteessd (%, 25 )
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¢) Kuten a-kohdassa laskettiin, funktion kuvaajalle pisteeseen (1, 4)
piirretyn tangentin kulmakerroin on 3.
Tangentin yhtil6 on siis

y—4=3x—-1)

y—4=3x-3
y=3x—-3+4
y=3x+1.

Normaali on tangenttia vastaan kohtisuorassa. Suorat ovat
kohtisuorassa, kun kulmakerrointen tulo on —1 tai suorat ovat eri
koordinaattiakseleiden suuntaiset.

Normaalin kulmakerroin on siis & = —% ja yhtdlo

—4:—%@—1)

y—4——%x+%
y=—%x+%+4

1 13
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a) Lasketaan muutamia ensimmaisié tulon tekijoita:

Huomataan, ettd jokainen tulon tekijé on kahden perédkkaisen
kokonaisluvun osamairé, jossa osoittaja on toisesta tekijésti alkaen
sama kuin edellisen tekijan nimittdjd. Nama luvut supistuvat tulossa
pois, joten tulon arvoksi saadaan

(1=2)(1=3)0=2)- =561 5o5)
7% o

1 4 L4 1
b) Kun ¢ * =2, niin a3 =a 3 )=(a 3)‘4:2_4:%=L,
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a) Lavennetaan murtolausekeet samannimisiksi.
3+43) 1 V3) o)

B 34D
3443 N 23

_\/§(3+\/§) V3(3++3)
_3+3+2V3

V3(3+43)

_3+3V3
3V3+3
=1

b) Poistetaan sulut ja ratkaistaan epéyhtalo.
(x=32>(x-D(x+1)
X —6x+9>x" -1
—6x>-1-9
—6x>-10 [:(—6)
10

xX<—

6

3
x<3
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X, Y_
¢) Suorien leikkauspiste on yhtidloparin 1 3 + 2 =1 ratkaisu.
3x-2y+3=0

3 2—1|| 18
3x-2y+3=0]-(-2)

+{ 6x+9y—18=0

—6x+4y-6=0
13y-24=0
_24
SE

Sijoitetaan saatu y toiseen yhtéloon ja ratkaistaan x.
3x-2:2243=0
48 39

3x—§+§_0
9
3x—13 -3
x=i
13
3 24
Suorien leikkauspiste on (1 3’13 )
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a) ax— (8 —6a)=2(a+x)
ax— 8+ 6a=2a+2x
ax—2x=2a+ 8 —6a

x(a—2)=-4a+8 |:(@a=2), a=—2+#0
P
a-2
_—Aa-2)
o a-2
x=-4

Jos a # 2, niin yhtdlon ratkaisu on x = —4.

Josa=2,niina—2=0ja—4a + 8 =0 eli yhtilo toteutuu kaikilla
muuttujan x arvoilla.

b) Nelidjuuren mairitelmian mukaan luvun 3 —+/8 nelidjuuri eli V3 —+/8
on se ei-negatiivinen luku, jonka nelié on 3 —+/8.
Luku v2 —1>0. Tulee siis olla (v2 -1)* =3-+/8.

(V2-1) =(v2) ~2v2 +1=2-242 +1=3-242.
3-/8=3-V4-2=3-22
Saadaan siis (\/5—1)2 =3-/8.

¢) Erotetaan ensin yhteinen tekija x.
2x° + x> — 6x = x(2x* + x — 6)

Jaetaan sitten 2x* + x — 6 tekijdihin nollakohtien avulla.

2 +x—-6=0
Lo T1EIP-42:(-6) 14449 _-1%7
B 2.2 4 4
_=1=7_ 5 .. _—1+7_3
X = 1 =-2 tal x= )

Niinpa
257 +x—6=2(x—(—2))(x—%)=(x+2).2-(x—%)=(x+2)(2x—3)
ja siksi 2x° + x* — 6x = x(x + 2)(2x — 3).
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! 1 1
—2 _'3—2 —
a) f'(x)=2x 3 X

Iy L1y 5
(=23 1-2=-1

N\»—-l»—a

b) jcos—dx 2j2cos—dx 2/s1n——2(sin%—sin0)=2(1—0)=2
0

1 1
72 1,2 -3 1 X
¢) DVX*+3=D(x*+3)2==(x"+3) 2-2x= X =
2 Vx*+3 Vx*+3

a) Maédritetddn ensin funktion f'kaikki integraalifunktiot.

J.f(x)dxzj(cos2x—2sinx)dx
= [cos2xdx +2[ (~sin x)dx

=%J-2cos2xdx+2j(—sinx)dx
=sin2x+2cosx+C, CeR

Etsitdaédn sellainen vakio C, ettd integraalifunktion arvo kohdassa x :g

onl.

sin(2-%)+2cosg+C=l

sinn+2cos%+C:1

0+2-0+C=1
c=1

Kysytty integraalifunktio on F(x)=sin2x+2cosx+1.
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b) Hahmotellaan ensin tilanteesta mallikuva. ~
Suora y = 0,64 on vaakasuora suora.

Paraabeli y = 1 — x* aukeaa alaspdin ja / \

leikkaa y-akselin kohdassa y = 1. / \

Selvitetddn paraabelin ja suoran
leikkauspisteet ratkaisemalla yhtilopari.

y=1-x
y=0,64
1-x*=0,64
1-0,64=x"
x> =0,36

x=4/0,36 tai x=-4/0,36
x=0,6 tai x=-0,6

Leikkauspisteiden vililld paraabeli kulkee suoraa ylempéna, joten

paraabelin ja suoran véliin jddvén alueen pinta-ala on
0,6

[ (a=x")-0,64)dx

:(0,36-0,6—%-0,63)—(0,36-(—0,6)—%-(—0,6)3)

=0,288.

b 4
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8.

a) Lukujen In x ja In 3 keskiarvo on % Ratkaistaan yhtdlo

Inx+In3 _\ ¢ logaritmin laskusdéantojen avulla.

2
Inx+In3=2In6

Inx=2In6-1n3
Inx=1n6*-1n3
Inx=In36-1In3

—n 30
Inx=In 3

Inx=1In12
x=12

b) Kiytetiiin apuna muistikaavaa (a + b)(a — b) = a* — b

Ja+v2)' (V2 -1
=JA+V2)* (1 +2)(2 - 1)
=JA+2) (V2 + D)2 -1)
=J(1++2)'(¥2) - 1)

=J(1++2)
=|1+2|

=1+2
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a) Selvitetdisin ensin kidyrin y = x* In x ja x-akselin leikkauspiste.

X*Inx=0
X*=0tailnx=0
x=0tan x=1

Koska x > 0, vain x = 1 kelpaa. Leikkauspiste on siis (1, 0).
Kayri leikkaa x-akselin kulmassa, joka on kéyrille leikkauspisteeseen
piirretyn tangentin suuntakulma. Lasketaan kiyrin y = x* In x tangentin

kulmakerroin kohdassa x = 1 derivaatan avulla.

Derivaatan lauseke on
D(x*Inx)=2xInx+x’ % =2xIlnx+x.

Kohdassa x = 1 derivaatanarvoon2-1-In1+1=0+1=1.

Kéyrin tangentin suuntakulmalle a on siis voimassa tan a = 1, josta
saadaan o = 45°.

Kiyri y = x* In x leikkaa x-akselin pisteessé (1, 0) 45 asteen kulmassa.

b) Koska y-akselilla x = 0, kilyriin y = x° — 3x° — 2x +3 ja y-akselin
leikkauspisteessd y = 3. Siis leikkauspiste on (0, 3).

Lasketaan kiiyrin y = x® — 3x° — 2x +3 tangentin kulmakerroin
kohdassa x = 0 derivaatan avulla.

Derivaatan lauseke on D(x® — 3x° — 2x +3) = 6x° — 15x* — 2
ja kohdassa x = 0 sen arvo on —2.

4

o =—2, josta saadaan a = —63,43...°. Néin ollen kiyran
tangentin ja y-akselin vélinen kulma on
90° — (—a) = 26,56...° = 26,6°. Sl

Kéyrin tangentin suuntakulmalle o on siis voimassa tan i /

Kiyri y = x® — 3x° — 2x + 3 leikkaa y-akselin pisteessi
(0, 3) 26,6 asteen kulmassa.
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10.

11.

Mitka tahansa kolme perdkkéisté kokonaislukua voidaan kirjoittaa
keskimmdisen avulla: n — 1, n ja n + 1. Néiden lukujen kuutioiden
keskiarvo on

(n=1Y +n’ +(n+1y

3
:n3—3n3+3n—1+n3+n3+3n3+3n+1
3
=3n3+6n
3
=n'+2n.

Toisaalta lukujen » — 1, n ja n + 1 summa on
m—-D+n+m+1)=3n

jatulo
m—1-n-(m+D)=nm—-Dn+1)=nm*—1)=n"—n.

Kun summaan lisitién tulo, saadaan 3n + n* —n =n’ + 2n, joka on edelld
lasketun mukaan lukujen n — 1, n ja n + 1 kuutioiden keskiarvo.

a) Lukujono on geometrinen, jos sen perdkkiisten jdsenten suhde on
vakio. Lasketaan lukujonon perdkkaisten jasenten suhde
rekursiokaavan avulla.

Koska suhde &y

ei riipu luvusta n vaan on vakio, lukujono on

n—1

geometrinen.

Geometrisen lukujonon ensimmaéinen jésen on 3 ja suhdeluku —2, joten
lukujonon 7:s jisen on a, =3 - (—2)""".

b) Summan termit ovat geometrisen jonon jdsenid, joten summa on
geometrinen summa. Geometrisen jonon suhdeluku laskettiin a-
kohdassa ja se on —2. Ensimmaéinen yhteenlaskettava on
a3 =3 - (—2)* = 12 ja yhteenlaskettavia on yhteensi 8, joten summa on

12-(1-(=2)%)

=22 =-1020.
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12. a) (P +ax+1)P°=1
XA+ax+1=1 tai X +4x+1=-1

Ratkaistaan nima yhtalot.
¥ +d4x+1=1
X +4x=0
x(x+4)=0
x=0 tai x+4=0

X +4x+1=-1
X +4x+2=0
2
(o AEVA 412 =—4i\/§=—4i22\/§ =-2+2

2-1 2
x==2+2 tai x=-2-2

Yhtilon (x> + 4x + 1)* = 1 ratkaisu on
x=—4, x=-2-+2, x=-2+2 taix=0.

b) Merkitiin f(x) = —3x* + 2x° + 9x* — 6x, jolloin ratkaistavana on
epayhtalo f(x) < 0. Koska f'on polynomifunktio, se on jatkuva

kaikkialla ja voi vaihtaa merkkidén vain nollakohdissaan. Etsitédén
nollakohdat.

3xt 20 + 9 —6x =0
—x*Bx—2)+3x3x—2)=0
(X +3x)3x—2)=0
x(—=x*+3)3x—2)=0

x=0 tai —x*+3=0tai3x—2=0
x*=3 3x=
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Laaditaan merkkikaavio

x*+3 - |+ + + — _\/5/;\\/5

J) - |+ - |+ -

Funktion arvot ovat negatiivisia, kun x < —/3, kun 0<x <% ja kun

x >/3. Epiyhtilon ratkaisu on siis x < —/3, 0<x< % tai x >+/3.

13.  Koska sin’x + cos*x = 1, niin

(—ﬁr + (cosx)2 =1

1 + (cosx)2 =1

10
2 1
= 1 _——
(cosx) 0
2_9
(cosx) =10
/9
=+ [=
cosx =+ 10
cosx = ii
V10
o e . 3
Kaikilla 180° < x < 270° cos x on negatiivinen, joten cosx = ———.
g J 0
Lasketaan viela tan x.
. __L
tan x = 20X J?O -1
cosx — = 3
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14. a) Funktion P(x) = x* + 3x + a kuvaaja on ylospiin aukeava paraabeli.
Funktio P ei saa negatiivisia arvoja, jos kuvaaja on kokonaan x-akselin
yldpuolella tai vain sivuaa x-akselia, eli jos diskriminantti

D=3*-4a<0.
9-4a<0
—4a<-9 |:(-4)
9
>2
=%

b) Tarkastellaan erikseen tilanteet a > 0 ja @ < 0. Tapaus a = 0 ei tule
kysymykseen, koska talloin kéyré ei ole paraabeli.

Jos a > 0, paraabeli aukeaa yldspéin, joten huippu on x-akselin
alapuolella tismilleen silloin, kun yhtildlld ax* — 2x + a = 0 on kaksi
ratkaisua eli diskriminantti D = (—2)> — 44> > 0.

(-2 —4a*>0
4—4a*>0
—4a> >4 ||:(-4)
a<1
-1<a<l1

Ehto a > 0 huomioiden saadaan siis 0 < a < 1.

Jos a <0, paraabeli aukeaa alaspéin, joten huippu on x-akselin
alapuolella tismélleen silloin, kun yhtilélld ax* — 2x +a =0 ei ole
yhtiin ratkaisua eli diskriminantti D = (—2)* — 4a* < 0.

(—2)*—4a*<0
4-44><0

—4* <-4 |:(—4)
a*>1

a<-1 tai a>1
Ehto a < 0 huomioiden saadaan siis a <—1.

Paraabelin huippu on x-akselin alapuolella, kun a <—1tai 0 <a < 1.
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15. a) Ratkaistaan yhtdlo. Huomataan, ettd on oltava x # 0, jotta yhtdlo on
médritelty.
x+2=3
X
Iy Z_93-0
X
2
LHX =0, kun
X
x> =3x+2=0
e 3+4(-3) -4-1-2 341

2 2
x=2 tai x=1

Kun x = 2, lausekkeen x > + 2™ arvo on
a2 1,1 _1,1_1
2742 _22+22 4+4 ok

Kun x = 1, lausekkeen x > + 2™ arvo on
2ypt=t g 1.3
+ 2 + S + )
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b) Ratkaistaan jalkimmaisestd yhtdlostd y ja sijoitetaan ensimmaéiseen.

ax+y=1
x+y=2
x+y=2
y=2—-x
ax+y=1 ly=2-x
ax+2-x=1

ax—x=1-2
xa—1)=—-1 J:(@—1), a—-1#0eclia#l
-1 1

a-1 1-a

1 _2(0-a)-1_1-2a
l-a l-a l-a

y= 1711)2_

1 1-2a

K 1, yhtdloparin ratkai = = .
un a # 1, yhtdloparin ratkaisu on x o V=14

. Télla yhtiloparilla ei ole

_ g x+y=2
Kun a = 1, yhtilopari on {x Lo

ratkaisuja, silld ei ole olemassa lukuja x ja y, joille molemmat yhtélot
toteutuisivat eli x + y olisi sekd 1 ettd 2.

16. Funktio g on kaikkialla derivoituva. Tutkitaan, onko g '(x) = fix) kaikilla x.

2'(x) = (cosx)-e" : (zsinx) e
(e)
_e'(cosx—sinx)
- (ex )2
_ cosx—sinx
o
=¢ "(cosx —sinx)

Tamai on funktion flauseke, joten g on funktion f'erds integraalifunktio.
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17.

Viittdmadn A sopivat kuvat I ja II.

Perustelu: funktio fon kasvava vililld [1, 4], mikéli sen derivaatta /' on
talla valilld positiivinen tai mahdollisesti yksittdisissd kohdissa nolla.
Kuvissa I ja I on f"(x) > 0 vélilld ]1, 4[ ja f(1), '(4) > 0, mutta kuvassa
I on f"(x) < 0 valilld ]1, 4].

B-III:
Kuvassa IIl on f'(x) > 0 vélilla -2, 1[ jaf'(-2) =f'(1) = 0, mutta
kuvissa I ja Il on f"(x) < 0 valilla -2, 1].

C-ljall:

Kuvissa I ja Il on f"(x) <0 valilld [-1, 1] jaf"(1) = 0, joten f on viheneva
valilla [—1, 1]. Koska /(1) = 0 ja fon vdheneva vililla [-1, 1], on f(—1) >
0. Sen sijaan kuvassa III on f”(x) > 0 valilla [-1, 1] ja f'(1) = 0, joten f on
kasvava vililld [—1, 1] ja siksi f(—1) <f(1) = 0.

D-II:

Derivoituvalla funktiolla dériarvoja 18ytyy niistd derivaatan nollakohdista,
joissa derivaatan merkki vaihtuu. Kuvassa I derivaatalla ' on vain yksi
nollakohta, joten se ei kdy. Kuvassa II derivaatan merkki vaihtuu kahdessa
kohdassa ja kuvassa III derivaatan merkki vaihtuu kolmessa kohdassa.

E-II:

Funktion muutosnopeuden kertoo derivaatta. Funktion arvot kasvavat
nopeimmin sielld, missd derivaatta on suurimmillaan. Kuva II on ainoa,
jossa derivaatalla f” on suurin arvo kohdassa 2,5.

F-III:

Funktiolla on paikallinen maksimi kohdassa, jossa se muuttuu kasvavasta
véheneviksi eli derivaatan merkki muuttuu positiivisesta negatiiviseksi.
Naéin kdy vain kuvassa III.

G-ljall:

Suora on laskeva, jos sen kulmakerroin on negatiivinen. Funktion f
kuvaajalle kohtaan x = 0 asetetun tangentin kulmakerroin on derivaatan
arvo tédssi kohdassa eli f”(0). Kuvissa I ja Il on f"(0) < 0, kuvassa III ei.
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18.

Funktion f(x) = Ae* + Be > derivaatta on
f'(x)=Ae" + Be ™™ - (=2) = Ae" — 2Be ™, joten
f(0)=A4e”—2Be’ =4 —2B.

Ehdosta f'(0) = 13 saadaan siis yhtélo 4 — 2B = 13.

Toisaalta
f(n2)=Ae™ +Be?™ =4-2+B(™)*=24+B-27=24+1B, joten

chdosta f(In 2) = —8 saadaan yhtdlo 24+ B =-8.

Ratkaistaan saatu yhtalopari.
{A -2B=13
1
24+--B=-8

"3

Ratkaistaan ensimmaisestd yhtélostd 4, jolloin saadaan 4 = 13 + 2B ja
sijoitetaan tima toiseen yhtaloon.

2(13+2B)+%B -8
1

26+4)4B+ZB=—8
16 1
2B+-B=-8-26
4°7%

17 17
—B=-34 ||:—
8- [

B=-8

NytA=13+2B=13+2-(-4)=13-16=-3.
Vakiot ovat 4 =—3 jaB=-8.
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19.

a) Vileilld ]-1, 1] ja 14, 6[ on kuvan perusteella /'(x) > 0, joten fon
kasvava vileilld ]-1, 1] ja [4, 6[. Vililla [1, 4] fon vdheneva, koska
f'(x)>0valilla |1, 4].

Koska f'on koko vililld ]-1, 6[ derivoituva, se on tilld vililla jatkuva ja
siksi kasvavuus/viahenevyys on voimassa osavilien paitepisteisiin
saakka niissé pisteissd, jotka kuuluvat funktion méérittelyjoukkoon.

b) Funktio f'on kasvava vililld [0,2; 0,7], koska sen derivaatta f” on tilla
valilla positiivinen; niinpa £(0,2) < £(0,7).

¢) Funktion kuvaajalle kohtaan x = 3 piirretyn tangentin kulmakerroin on
1'(3), joka kuvan perusteella on —1.

d) Kuvan perusteella /'(x) =2, kun x =0 ja kun x = 5.

e) Derivoituvan funktion d4riarvot 16ytyvit kohdista, joissa derivaatta
vaihtaa merkkidan. Kohdassa x = 1 derivaatta ' muuttuu positiivisesta
negatiiviseksi, joten funktio f muuttuu kasvavasta vihenevaksi ja siksi
kohdassa x = 1 funktiolla f on paikallinen maksimi.

Kohdassa x = 4 derivaatta /" muuttuu negatiivisesta positiiviseksi, joten
funktio / muuttuu véhenevésti kasvavaksi eli x =4 on funktion f
paikallinen minimikohta.
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20.

a) Kun a ja b ovat positiivisia, niin my0s tulo ab on positiivinen ja siksi

kaikki kolme nelidjuurta Va, b ja Vab on midritelty ja arvoltaan
positiivisia. Nelijuuren mééritelméan mukaan luvun ab nelidjuuri v ab
on se ei-negatiivinen luku, jonka nelié on ab. Nyt</a~/b >0, koska

Ja>0 ja Vb > 0. Riittéd siis osoittaa, ettd (\/E Jb )2 =ab.

Potenssin laskusddntdjen mukaan (\/Z Vb )2 = (\/E )2 (\/l; )2
ja nelidjuuren méaéritelmén mukaan (\/E )2 =a ja (\/E )2 =b,

joten (\/E\/Z)f = (\/5)2 (\/l;)2 =ab.

b) Kun a ja b ovat positiivisia, niin myos summa a + b on positiivinen ja

siksi kaikki kolme nelidjuurta Ja, Vb ja va+b madritelty. Riittda
osoittaa, etti lukujen va+b ja va +~/b neliot eivit ole samat.

(Va+b) =a+b
(Va +3b) =a+2Javb +b

Koska a > 0ja b >0, myds Va >0 ja v/b >0 ja siksi
(x/Z+«/E)2=a+b+2«/5«/E>a+b.
%,—/

>0
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21.

a) Olkoon myyntihinta 100a, jolloin tuottaja saa aluksi 23a, kauppa ja
teollisuus 65a ja veroa on 100a — 23a — 65a = 12a.

Noston jélkeen tuottaja saa 1,05 - 23a = 24,15a. Kun myyntihinta

pysyy samana, myds vero pysyy samana eli kaupan ja teollisuuden

saama osa olisi 100a —24,15a — 12a = 63,85a. Tama on

63,85a
65a

teollisuuden tulo pienenisi 100 % — 98,2 % = 1,8 %.

=0,9823...98,2% alkuperiisestd, joten kaupan ja

b) Olkoon veden méérd a ja 5-prosenttisen liuoksen maira b, jolloin
valmiin liuoksen kokonaisméérd on a + b. Suolan méard valmiissa
liuoksessa on 0,055. Halutaan, ettd valmis liuos on 3-prosenttista, joten

on oltava % =0,03. Ratkaistaan tastd b.
0,056
P =0,03 |-(a+b)

0,056 =0,03(a+b)

0,056 =0,03a+ 0,03

0,025 =0,03a |:0,02
bzga

Veden ja liuoksen sekoitussuhde on siis 4 =-4 = % =% eli 2:3.
2
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22,

Olkoon vajan seinustalla olevan sivun pituus a ja
sitd vastaan kohtisuoran sivun pituus b. Aidan Vaja
pituus on tilldin a + 2b. Koska aidan
kokonaispituus on 10 metrié, saadaan h
a+2b=10

a=10-2b a
jalisdksi 0 <a <10ja0<b <5, koska pituus ei
voi olla negatiivinen.

Alueen pinta-ala on 4 = ab = (10 — 2b)b = 10b — 2b°.

Etsitdén funktion f{x) = 10x — 2x? suurin arvo, kun 0 <x < 5. Koska fon
jatkuva koko vililld 0 <x <5 ja vili on suljettu, suurin arvo varmasti
16ytyy. Koska f'on derivoituva, suurin arvo 18ytyy joko vilin
péétepisteestd tai derivaatan nollakohdasta.

Lasketaan funktion f derivaatta.
f'x)=10—22x=10—4x

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

10—4x=0
—4x=-10 || :(-4)
x=2,5

Lasketaan vield funktion arvot vilin péaatepisteissé ja derivaatan
nollakohdissa.

f(0)=10-0-2-0°=0
f(5)=10-5-2-52=0
f(2,5)=10-2,5-2-2,5=125

Suurin arvo 12,5 saavutetaan, kun x = 2,5. Alueen mitat ovat siis b = 2,5
(metrid) ja a = 10 — 2b = 5 (metrid).
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23. Tarkistetaan ensin, etti piste 4 todella on funktion f(x)=+/2sin(%)

kuvaajalla.

f (%) =2 sin(%) =2 % =1 (ok, piste 4 on kuvaajalla)

Lasketaan halutun tangentin kulmakerroin eli f”(Z).

f(x)= \/—cos( ) \/_cos( )

Ty _ N2 _J— 1 _1
F =g =53

Koska tangentin kulmakerroin on +, sen suuntaisen vektorin ai +5 7

kertoimet toteuttavat yhtélon b :% eli a = 2b. Jotta vektorin pituus olisi
a

yksi, on oltava va* +b*> =1. Sijoittamalla tihin a = 2b saadaan yhtild
J(2b)* +b* =1. Ratkaistaan tdmi yhtilo.

J@2b) +b7 =1

V4b* +b* =1
V5b* =1
5b° =1
2 _ 1
b =3
1 - 1
b=—— tai b=——F
J5 J5
1 _2 _ 1 2 .
Kun b_f’ =7 jakun b= 5 on a——ﬁ. Kysytty vektori

on\/_z+\/_] \/_(21+]) tai — \/g \/gj \/5(21+]).
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24, a) Funktio g saa joka kohdassa kahta suuremman arvon kuin funktio f,
joten funktion g kuvaaja kulkee joka kohdassa kaksi yksikkoa
korkeammalla kuin funktion /" kuvaaja.

b) Funktion g arvot ovat kaksinkertaisia funktion " arvoihin ndhden eli
kuvaajaa on venytetty pystysuunnassa kaksinkertaiseksi. Nollakohdat
sdilyvit.

&HO
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¢) Funktion f kuvaajan x-akselin alapuoliset osat on peilattu x-akselin

yldpuolelle.

&HO

d) Funktio g saa samat arvot kuin f, mutta vasta kaksi yksikkoa
"my6hemmin" eli kuvaajaa on siirretty kaksi yksikkod oikealle.
Funktio g on médéritelty, kun x — 2 kuuluu funktion f'
madrittelyjoukkoon [—3, 7] eli kun x on vililld [-1, 9].

y=fz-2)




Juuri Kertaus ® Tehtdvien ratkaisut ¢ Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 26.10.2018

e) Funktion g kuvaaja saadaan, kun funtion f kuvaajaa ensin pudotetaan
yhdella yksikolld alaspéin ja sen jidlkeen x-akselin alapuolelle
padtyneet osat peilataan x-akselin yldpuolelle.

y=[f(x)-1]
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a) Kulman sini on kulmaa vastaavan kehipisteen y-koordinaatti. Vililla
[0, 27t] on sin x = 1 tdsmaélleen silloin, kun x = %

b) Funktion f(¢) = cos ¢ derivaattafunktio on f'(¢) = —sin().
Ratkaistaan yhtélo f7(¢) = 0, kun ¢ on vililld [0, 2m].

—sin() =0
sin(£) =0
t=0 tai tr=m tai t=2n

¢) Kirjoitetaan yhtdlon oikea puoli muistikaavan
(a + b)(a — b)=a* — b* avulla.

sinz=(1+cosz) (1 —cosz)
sinz=1—cos’z

Trigonometrian peruskaavan mukaan sin’z + cos’z = 1, joten
1 — cos’z = sin’z.

sinz=1— cos’z
sin z = sin’z
sinz — sin’z =0
sinz (1 —sinz)=0
sinz=0 tai 1—sinz=0
sinz=1

Vililla [0, 2z] on
sin z = 0 tdsmélleen silloin, kun z = 0 tai z = &t tai z = 2m, ja

sin z = 1 tismilleen silloin, kun z =T

X
Yhtilon sin z = (1 + cos z) (1 — cos z) ratkaisu on siis

z=0, z:%, z=mtalz=2m.
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26.

27.

Huomataan ensin, ettd on oltava x # 2, koska epayhtdldssa esiintyva
2
rationaalilauseke *—

ei ole médritelty, kun nimittdja x — 2 on nolla eli

kun x = 2.

Sievennetdin itseisarvojen sisdlld olevaa lauseketta.

x*—4 (x+ 2)9’/‘45
—4= —4=x42-4=x-2,k +2.
P 4 =7 4=x+2-4=x-2, kunx

Ratkaistaan epayhtald |x — 2| < 0,01.
|x—2|<0,01
-0,01<x-2<0,01

2-0,01< x <2+0,01

1,99 < x <2,01

< 0,01 ratkaisuksi saadaan

Koska taytyy olla x # 2, epayhtalon

-4
—4
-2

1,99 <x<2tai2 <x<2,01.

1 1
- 4
a) j13+xdx:_/lln(3+x):1n4_1n2=1n§=1n2

b) Jaetaan integroimisvali [—1, 1] paloihin [-1, 0] ja [0, 1], joissa
itseisarvot osataan poistaa
1

.“Z‘X‘dx J Zde+jezxdx —%j. 2)e2xdx+ .[ *dx

-1 0

.‘_.\O'

1
1
gl

(@ —e)+L(e

(e
=—%(1—ez)+§(e 1)

=e’ -1

N — | —

_eo)
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28.

Vasemman puolen lausekkeessa osoittaja on perdkkiisten parittomien
kokonaislukujen 1, 3, 5, ..., 2n — 1 summa. Téssi lukujonossa
perdkkdisten jdsenten erotus on aina 2, joten jono on aritmeettinen.
Yhteenlaskettavia on n kappaletta, joten aritmeettisen summan kaavalla
saadaan

n(1+2n-1) n.2n )

1+34+5+...+2n—-1= > > =n".

14+3+5+...+2n-1_n" _4

2 2
n n

Niinpa
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29. a) Jotta yhtéld on médritelty, on oltavax+1>0jax—1>0elix> 1.

In(x+1)—In(x-1)=In4+In2|Ina—Inb=m<%  Ina+Inb=In(ab)

b’
lnx—+1=1n8
x—1
X8 (r=1)#0
x+1=8(x-1)
x+1=8x-8
7x=9
x=2
7

Loydetty ratkaisuehdokas x = % toteuttaa médrittelyehdon x > 1, joten

se on yhtilon ratkaisu.

b) Etsitdén polynomia g, joka saa arvot [0, 25]. Valitaan polynomiksi
g(x) =25 — x%. Perustellaan vield, etti niin valittu g sopii pyydetyksi
esimerkiksi.

Yhdistetty funktio f(x)=+/g(x) on mairitelty, kun g(x) > 0 eli kun

x? <25 eli vililli =5 < x < 5. Funktio f on jatkuva, koska siséfunktio g
on jatkuva ja ulkofunktio nelidjuuri on myos jatkuva.

Funktion f pienin arvo on 0, koska nelidjuuren arvo ei ole koskaan
negatiivinen ja arvo nolla saavutetaan: esimerkiksi

7(5)=+/g(5) =v25-5 =0 =0.

Funktion f'suurin arvo on £ (0) =+/g(0) =+/25 =5, koska sisifunktion
g suurin arvo on g(0) = 25; timi niihdén siitd, ettd x* > 0 kaikilla x.

Koska f on jatkuva, se saavuttaa kaikki arvot pienimman ja suurimman
arvonsa vililtd, ja siksi sen arvojoukko on [0, 5].
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30.  a) Tutkitaan, miti arvoja funktio f(x) = (1 — cos’x)’ saa.
Tiedetiin, ettd —1 < cos x < I, joten —1 < cos’x < 1 ja siksi
—1 <—cos’x <1 ja edelleen 0 < 1 — cos’x < 2, josta saadaan lopulta
0 < (1 — cos’x)* < 8. Varmistetaan vield, etti arvot 0 ja 8 saavutetaan:

f(0)= (1 = (cos 0)°)’ = (1 - 1)’ =
f@ =1~ (cosm)’)’ =(1-(= 1))3

Siis funktion /" suurin arvo on 8 ja pienin arvo 0.

b)
(sinx+\/§)2=277
sinx+\/§=4/2747 tai sinx++3=- 2747
sinx+x/§=% sinx+\/_=_ﬂ
sinx:ﬂ—x/g smx——i—\/g
2
.3 o _ .
sinx == sinx =—2+/3 (e ratkaisua, —2~/3 < —1)

tai x=n—%+n2n, ner

2—n+n2n,neZ.

Yhtdlon ratkaisu on x = % +n2n,ne’Z tai x= 3
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31.

Piirretddn mallikuva tilanteen hahmottamiseksi. 1

Pisteen A kautta kulkevan, vektorin 7 + j B

suuntaisen suoran kulmakerroin on 1 ja yhtélo
y—l=1-x—2)eliy=x—1.

Pisteiden B ja C kautta kulkevan suoran

2—-4 2 . et
= -2 jayhtil
6-1 5 Ja yntalo

y—4=—%(x—1).

kulmakerroin on

Merkitdan suorien leikkauspistettd kirjaimella P ja ratkaistaan sen
koordinaatit yhtdloparista. Aloitetaan sijoittamalla jalkimmaiseen
yhtédloon y =x — 1.

(x—l)—4=—%(x—1)

x—5=—%(x—1) |5

5(x=5)=-2(x-1)
5x=25=-2x+2

Tx=27
2
7
Ensimmiiisesti vhidlosts 27 .20 .
nsimmaéisestd yhtilostd saadaan nyt y = = 1= EE joten
27 20
r=(3.7)

Lasketaan sitten vektorit BP ja BC.

_ (27 720 4720~ 8-
BP—(7 1)z+(7 4)j Tl
BC=(6-1)i +(2-4)j =5i -2

Huomataan, ettd BP = %BC eli ettd piste P jakaa janan BC suhteessa

43,

¥
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32.

Funktio /" on derivoituva valilld x > 0, joten tutkitaan kasvavuutta
derivaatan merkin avulla. Kirjoitetaan derivointia varten juuri

potenssimuotoon.

f(x)= x% +Inx

) 1 51,1 1 1 .1 1 1
X)=——Xx 4+ —=——- + —=— + =
S) 2 X 2 x1+% X 2xJx X
Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.
1
- + —==0
2x/x X
1, 2vx
2xf 2xf
2Wx-1_
2xv/x
2Ux-1=0
2Jx =1
1
*/;‘2
_1
7%
Koskaesim.f’(l)z— 1 +%= }1+9 1 +9=-27 9.0
97 24 s 253 37 2
< 1 1 1 . . . I
a )=-— +-=—=+1>0 ja derivaatta /' on jatkuva valilld
I ] J'onj
1

x>0, onf"(x) <0 vililld 0<x <% jaf'(x)> 0 vililld x>

Niinpi / on kasvava vililld x > % eli vililli [%, oo ja vihenevi vililli

| I, 1
<= 1
0<x_4 eli valilla ]0,4].
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Koska funktio vihenee valilld 0 < x S% ja kasvaa vililld x > % , silld on

pienin arvo f (%) =L im

1
I
4

voidaan kirjoittaa myds muodossa 2 — 2In 2.

=2+ln%=2+lnl—ln4=2—ln4, joka

Suurinta arvoa funktiolla ei ole, silld olipa @ miké luku tahansa, 16ytyy
funktion /" arvo, joka on lukua a suurempi:

f(e”)=L+lne” >Ine’ =a.

Je'
—_—

>0
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33.  a) Yhtilon x° + x = 9 ratkaisut ovat samat kuin yhtilon x* +x—9=10
ratkaisut eli samat kuin funktion £(x) = x* + x — 9 nollakohdat.

Funktio f on polynomifunktio, joten se on jatkuva kaikkialla. Koska
f(0)=-9<0jaf(2) =2°+2-9=1>0, funktiolla on Bolzanon
lauseen mukaan ainakin yksi nollakohta vililla [0, 2].

Funktion f derivaatta on f"(x) = 3x* + 1 > 0 kaikilla x, joten f on
kasvava koko reaalilukujen joukossa. Niinpa silld ei voi olla enempéa
kuin yksi nollakohta.

Niin on osoitettu, ettd funktiolla f(x) = x* + x — 9 on tismilleen yksi
nollakohta eli ettd yhtilolld x° + x = 9 on tismilleen yksi ratkaisu.

b) Epéayhtdlé on méaritelty, kun x > 0.

x? >lnx+l
e

X —lnx—l>0
e

Tutkitaan funktion f(x)=x>—Inx —% kulkua. Funktio on

derivoituva, kun x > 0, ja sen derivaatta on f'(x)=2x— L
X

Etsitddn derivaatan nollakohdat.

9x L=
X
2
2x _1_
X X
2
2 =1 _ ¢ kun
X
2x*—1=0

2
X ==

2

1
x=1=0707... tai x=—\/I (ci kiy)
2= 2
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Koska f'(x)=2x —% on jatkuva ja esim.

f’(0,1)=2-0,1—ﬁ=0,2—10<0 ia f’(1)=2-1—%=1>0,

niin f'(x) <0 vélilld 0<x < \/g jaf'(x)>0 valilla x> \/g
Funktio /" on siis vihenevi vililld 10,/1] ja kasvava vililld [/1, oo[.

Niinpad silld on pienin arvo kohdassa x = \/g Téma pienin arvo on

b= ﬁ “in F——

2_ Iy
2 In(2 2?) >
1Lyl
=5 (21n2) -
1. 1.,_1
_2+21{1,Og £>0,

1
2

joten f(x) > 0 kaikilla x > 0.

Niin on osoitettu, ettd x* —Inx — 1 >0 kaikilla x > 0 eli ettd epayhtdlo
e

X >Inx +é on tosi kaikilla x > 0.
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34.

Sievennetéddn yhtilon vasen puoli.
cosh(a + b) + cosh(a —b)
1

:E(ea+b +e—(a+b))+%(ea—b +e—(a—b))

:%(ez”b 4ol | pab +e—(a—b))

= %(e”eb +e ‘et +e'et + e’”eb)

Sievennetddn yhtélon oikea puoli.
2coshacoshb

=2 -%(e” + e’”)%(eb +e™’)

= %(e“ +e )(eb + e’b)

= %(e“eb +e'e’ +e e + e"“e_b)
= %(e”eb +e et +ee + e’”eb)

Tamé on sama kuin yht&lon vasen puoli. Yhtilo siis toteutuu kaikilla
reaaliluvuilla « ja b.
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35.

36.

a) f'(f) = cos(af) - a = a cos(at)
[f'(®] = la cos(at) - a| = |al|cos(a?)|
Kaikilla a ja # on 0 <|cos(af)| < 1 ja arvo 1 saavutetaan esim. nollassa:
|cos(a - 0)] = |cos(0)|=|1|=1.

Talloin lausekkeen |a||cos(at)| suurin arvo on |a|.

ja| =2
a=2 taia=-2

Koska haluttiin a > 0, valitaan vain a = 2.
b) Yhdistetyn funktion derivointisiinndn mukaan D(e¢™) = 5™ - g'(x).

Etsitdén siis funktio g, jolle g'(x) = 6x + 1 ja g(0) = 3.
g(x) = [(6x+1)dx=3x" +x+C

2(0)=3-0>+0+C=C

Ehdosta g(0) = 3 saadaan C = 3 eli g(x) = 3x* + x + 3.

Sijoituksella ¢ = cos x yhtélé muuttuu toisen asteen polynomiyhtéloksi.
2cos’ x—3cosx—2=0 || (merk. cosx=1¢)

2t°-3t-2=0
o (DEN(3) -4-2:(D) 3425 345
22 4 4
. 1
tr=2 t t=——
al )

Siis cos x =2 tai cosx = —%. Yhtélolla cos x = 2 ei ole ratkaisuja, silld
kaikilla x on cos x < 1. Ratkaistaan yhtild cosx = —%.

COSX = —l

x=2Tn+n2n tai xz—zTn+n2n, neZ
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37. a) Koska seki osoittaja ettd nimittdjd 1ahestyvéat nollaa, osaméérin raja-

arvoa ei voida péételld suoraan vaan lauseketta on muokattava.
Lavennetaan lausekkeella v2x—1+1.

P yoi-1_ (V2x-1-1)(V2x-1+1)
x-1 (x=D(V2x-1+1)
(vax=T"-1)

S (x—D(N2x-1+1)

_ 2x-1-1

S (x—D(N2x-T1+1)

_ 2x—2

S (x-D(N2x-1+1)
2(x~T)

(-1 (V2x—1+1)

)
V2x—1+1
i Y2x—1-1_ 2 2

lim = =1
-l x—1 >l 2x—1+1 ~2-1-1+1

b) Seki osoittaja ettd nimittdjd ldhestyvat nollaa, joten osamaérin raja-

arvoa ei voida tdstd suoraan paitelld. Huomataan, ettd In 1 =0 ja ettd
Inx _Inx—Inl
x—1 x—1
S(x)—fA)

x—1

lauseke

on funktion f(x) = In x erotusosamaéra

Funktio f'on derivoituva, kun x > 0, joten erotusosamairén raja-arvo,
kun x ldhestyy lukua 1, on funktion derivaatta kohdassa x = 1.

Funktion f* derivaatan lauseke on f'(x)= %

lim In x —1lim Inx—Inl _
x—1 x—l x—1 x—l
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YLIOPPILASKOKEEN B-OSAN OHJELMAT SALLITTU

38.

39.

Merkitdan Helsingin ja Lappeenrannan vélimatkaa kirjaimella s ja matka-
aikaa vuonna 1960 kirjaimella z. Matka-aika on lyhentynyt 37 prosenttia,
joten matka-aika on 63 prosenttia alkuperiisestd, eli 0,63t.

Keskinopeus vuonna 1960 on %

Kasvanut keskinopeus on 0. 2 T 1,587...-% .

Keskinopeus on noussut 59 prosenttia.

a) Olkoon nelion sivun pituus a. Nelion siséén piirretyn ympyrin
halkaisija on a, joten sen sédde on %.
1) Nelion piiri on 4a. Ympyrén piiri on wta.
Ympyrén piiri on 4‘14;;“ =0,214...~ 21 % pienempi kuin nelion.

2) Nelién pinta-ala on a?.

2
Ympyrén pinta-ala on - (%)2 = %.
g _Ta
Ympyrén pinta-ala on —24 =0,214...~21% pienempi kuin
a

nelion.

b) Yhdenmuotoisten kappaleiden pinta-alojen suhde on mittakaavan nelio.
Kutistuneen ja alkuperdisen liinan mittakaava on 140:150 = 14:15.
Pinta-alojen suhde on 14%:15% = 196:225 = 0,8711...

Kukan pinta-ala on 87% alkuperéisestd, eli se pieneni 13 %.
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40. Hahmotellaan tilannetta kuvan avulla.

| \

_____

30°

Piste O on sen ympyran kehilld, jonka keskipiste on P ja séde 5.
Kulma QOP on suurin, kun piste O on ympyrille pisteestd O piirretyn
tangentin sivuamispiste. Talldin kulma PQO on suora.

0P| =6* +8% =10

[PQJ=5

Kulma saadaan suorakulmaisesta kolmiosta.

ing=-—
sing =5
o =30°

Lasketaan vektorin O_Q pituus Pythagoraan lauseella.
10° =5 +|0g[
00| =53
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41.

Tiedetdén, ettd kaikki paraabelit kulkevat saman pisteen kautta.
Kuna=0,yo(x)=x*jakuna=1, yi(x) =x* —x + 2.
Madritetddn paraabelien yo ja y; leikkauspiste.

X=x>—-x+2
x=2

yo(2)=2°=4

Piste on (2, 4).

Osoitetaan, etti kaikki paraabelit y,(x) = x> — ax + 2a, @ € R kulkevat
tdmaén pisteen kautta.

Vl2)=2*—a-2+2a=4

Piste (2, 4) on paraabelin kuvaajalla a:n arvosta riippumatta.
Tangentin kulmakerroin on derivaatan arvo y,'(2).

vi(x)=2x—a
vi(2)=2-2—-a=4-a.
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42. Kun sovitetaan pisteisiin toisen asteen polynomifunktio
g(x) = ax® + bx + c, saadaan yhtiloryhmi
c=3
4a+2b+c=0
4a-2b+c=0

jonka ratkaisu on a = —% ,b=0jac=3ja

funktio g(x)= —%xz +3.

Kun sovitetaan funktio f{x) = AcosCx, saadaan yhtaloryhma
Acos0=3
Acos2C =0
Acos(-2C)=0

jonka ratkaisuon 4 =3 jaC= %-ﬁ- nm . Valitaan C:n arvoksi %

f(x)= 3cos(%x)

Funktio hy
™
@ f(x) =3 cos(z x)
~® g(x) = —0.75x>+3
Piste
~® A=(-2,0)
~®B=(20) 1
~® C=(0,3)

=¥

Poikkileikkauksen pinta-ala saadaan maérittyna integraalina.

2
[ (—3 %2 +3)dr =8
5 4

2
Geos(Ex)dr=2%=7,63...
4 T
2

Pinta-alat ovat 8 m” ja 7,6 m®.
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43, a)My=69: E=10"9132 = 10135
MW — 8,8 E — 101,5'8,84-3,2 — 1016,4

Voimakkuudeltaan suuremman jéristyksen energia on
1016471355 = 10285 = 707,9... eli noin 700-kertainen pienempéin
verrattuna.

b) Merkitdan ensimmaisen maanjéristysten energiaa E ja toisen E» seké
ensimmadisen voimakkuutta My, ja toisen My, .

L

—==5000

£

Kaavan mukaan E, =10""n1*32 joten

E, =5000E, =5000-10""*71*>? =5.10% .10MMm 32 = 5.1 013 6.2,

Téstd saadaan voimakkuuksille M, ja My, yhtilo, josta ratkaistaan
voimakkuuksien erotus My, — My,,.
E2 —1055Mw2*32 _ 5. 10"5Mn+6.2
105 Mw2#32 _ 105 .10\ SMwm+6:2
101,5MW2+3,2 _ 101g5+1,5MW|+6,2
L5SM,,+3,2=1g5+1,5M,,, +6,2
L5SM,,,-1,5M,, =6,2-3,2+1g5
L5(M,,,—M,,)=3+1g5
M,,-M, =2,46..

Erotus on noin 2,5.
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Toinen tapa:
Merkitéddn ensimmaéisen maanjéristysten energiaa £, ja toisen E» sekéd

ensimméisen voimakkuutta M, ja toisen M, . Ratkaistaan
voimakkuudet energioiden suhteen.

E _101’5MW1+3’2
1=
IgE, =1,5M,, +3,2

IgE, —3,2

E —101’5MW2+3’2
h =
1,5My,, =1gE, - 3,2

MW2: L5

Lasketaan voimakkuuksien erotus kdyttien tietoa F2 =5000.
1

1,5 L5

MW2_MW1:

Erotus on noin 2,5.
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44,

c) El — 10155MW1+332

1, +1,5+3,2
E, — 1055 Mm+D+32 _ 1 SMw 113 — 10 Mm+32 105 —101° 'E,

10 =31,6...
Energia kasvaa noin 32-kertaiseksi.

Lentorataa kuvaa paraabeli, eli lentokorkeutta kuvaava funktio on muotoa
fix)=ax*+bx+c.

Asetetaan léhtdpiste origoon. Télloin f{0) = 0, eli ¢ = 0 ja paraabelin
yhtild on f{x) = ax* + bx.

Liséksi tiedetddn, ettd f{30) =0, eli 900a + 305 = 0.

Lentoradan tangentin suuntakulma 1&htopisteessd on 30°, joten tangentin
kulmakerroin on tan 30° = ? .
Pitéa siis olla f'(0) = g

f'(x)=2ax+ b, joten b= g

Ratkaistaan yhtélostd 900a + 305 = 0 kerroin a.
V3

a= ——

90

V3 2 3

Paraabeli on f(x)= 90" + I

Lentoradan lakipiste on funktion derivaatan nollakohdassa.

=B 3

fas5) =23 SI —433..

Kivi kéy 4,3 metrin korkeudessa.
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45.

Nimetdin kolmion kirjet ja samalla kulmat 4, B ja C. Jatketaan kolmion
sivuja suoriksi AB, AC ja BC.

Lisdtéén vield neljés suora, joka kulkee pisteen C kautta ja on
yhdensuuntainen suoran 4B kanssa. Nyt kolmion kulmien 4 ja B kanssa
samankohtaiset kulmat kérjessa C sekd kolmion kulman C ristikulma
muodostavat yhdessé oikokulman 180°.
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46.

Piirretddn kuva.

Kaéyrille y = P pisteeseen (1, 2) asetetun tangentin kulmakerroin saadaan
X

derivaatan avulla.

p2_-_2

X x2
Kun x = 1, tangentin kulmakerroin on —1% =-2.
Tangentin yhtdlo on y —2 =—-2(x — 1), eliy = —2x + 4.
Normaalin kulmakerroin on %, koska normaalin ja tangentin

kulmakertoimien tulo on —1.
Normaalin yhtdlé on y — 2 = %(x —1),eliy= %x + %

Tangentin ja x-akselin leikkauspiste:
-2x+4=0
x=2.

Normaalin ja x-akselin leikkauspiste:

1.3

L2y+ 2=

PR
x=-3.

Kolmion kannan pituus on 2 —(—3) = 5 ja korkeus pisteen (1, 2) y-
koordinaatti 2.

Kolmion pinta-ala on % =5.
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47.

Vektori AB on kohtisuorassa vektoria O4 vastaan, joten se on muotoa
t(9i —-77).

Koska vektorin 4B pituus on puolet vektorin 04 pituudesta,
E:%@T—ﬁ) tai E:—%@?—ﬁ).

AD — NA L AD _ AT =1 11—
OB=0A+AB=7i +9j +—(9l 7])——1 +-—=7 tai

ﬁ=77+97—%(9z 7])_—1 +%
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48.

Piirretddn kuva.

Tangentin sivuammispisteeseen piirretty ympyran sdde on kohtisuorassa
tangenttia vastaan.

Kolmiot ABD ja ACE ovat yhdenmuotoiset, koska niissé on yhteinen
kulma 4 ja suora kulma.

Yhdenmuotoisuudesta saadaan

3__4
X x+5
x=15

Suorakulmaisesta kolmiosta voidaan ratkaista kulma A4, merkitian sitd o.
sing=—-=1
15 5°

Tangenttien vilinen kulma on 2¢.
sin2 = 2sin & cos

Lasketaan kolmiosta ABD sivun AD pituus.

15*=3%+ 4D’
AD = 636

N _ 5 1 2J6 _46
cosoz——15 = 5 , 8in 2a = 2sin cosa = 2 575 — s
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49.

Kosini- ja sinifunktio ovat molemmat jaksollisia funktioita, jaksona 2.
Funktio f'saa suurimman ja pienimmén arvonsa mill4 tahansa 2 pituisella
valilld. Tarkastellaan vilid [0, 2x].

Suljetulla vélilld jatkuva ja derivoituva funktio saa suurimman ja
pienimmaén arvonsa vélin péétepisteissd tai vililld olevissa derivaatan
nollakohdissa.

£0)=f2m)=0-1=—1

f'(x)=~/3cosx+sinx
J3cosx+sinx=0,0<x<2n

21 o 0T
X = 3 talr x = 3

rE5H=2
FeE ==

Funktio f'suurin arvo on 2 ja pienin arvo on —2.
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50. Piirretddn kuva.

ok

Miéritetdfin suoran y = x + b ja paraabelin y = x* + x leikkauspisteet.

Y¥+x=x+b

x=+/b taix= /b
Adrellinen alue muodostuu vilille, jolla suora on paraabelin ylipuolella.

Alueen pinta-ala saadaan méaréttyna integraalina.

f«x+b) (o + )k = 423D
4sz7_
3 %6

b=9
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Piirretddn kuva. Merkitddn kolmatta sivua kirjaimella x.

2

5
xr
(0%
8
5 __ 8
sina sin2a
S 8 |-sina#0
sina 2sinacosa
__4
cosa
cosozzi
5

o =36,86...°~36,9°

Ratkaistaan sivun x pituus kosinilauseella.
55=x"+8 -2-x-8-cosa

25=x +64—16x~%

Cgiar 39
x=5taix= 5

Ratkaisu x = 5 ei kelpaa, koska tdll6in kolmio olisi tasakylkinen ja olisi
4a=180° eli =45 36,86...°.

Kolmannen sivun pituus on % = 7% jakulma o =36,9°.
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52.

Merkitdan kolmion korkeutta kirjaimella 4.

s
/

h

Kolmion korkeusjana on kohtisuorassa kantaa vastaan. Korkeusjana jakaa

tasakylkisen kolmion edelleen kahdeksi tasakylkiseksi kolmioksi.

Ratkaistaan korkeus 4.

a=nr+n
h=-4
V2

Olkoon kérkeen jadvin kolmion korkeus x. Talldin kanta on 2x.
Punaisen kolmion kanta on siis myos 2x ja korkeus z — x.

A B
/ X
Punaisen kolmion pinta-ala on

A =125 (h=x) =

a

V2

—x)=-x*+-Lx.

1 a
2ox(-2
PR

Pinta-alafunktion kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli, jonka suurin
arvo saavutetaan paraabelin huipussa, eli derivaatan nollakohdassa.

A'(x)=-2x+-%
(x) NG
2x+-L =0
V2
x:L
242

a_yp,da . _a_ _da
2

227 N2 22 8

Suurin pinta-ala on —(
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Piirretddn kuva.

Pienemman kartion pohja erottaa isommasta kartiosta osan, joka on
yhdenmuotoinen ison kartion kanssa. Olkoon isomman kartion sisélld
olevan pienemmaén kartion korkeus x ja pohjan side a.
Poikkileikkauskuvan yhdenmuotoisista suorakulmioista saadaan
h=-x_nh
a r
_r(h-x)
- h

Ison kartion tilavuus on %nrzh .

Pienen kartion tilavuus on
; natx = n( (h—x))x= n(%)z(h _x)?

Tilavuuksien suhde on

FGro-9x x)x
Z/h
-x)%x

Lasketaan suhteen ilmoittavan funktion f{x) = (hh—3

suurin arvo, kun

0<x<h.
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Suljetulla valilld jatkuva ja derivoituva funktio saa suurimman arvonsa
vilin paitepisteissd tai vélilld olevissa derivaatan nollakohdissa.

AO)=fh) =0

2
f’(x) — (h h;c) X — (x—h) th;h
f'(x)=0

i
x—htalx—3

hy_ 4 -
f (g) =57 (suurin)

Tilavuuksien suhde on enintdin 4 : 27.

Jos korissa olevien omenoiden mééra on neljélla jaollinen, jokaiselle tulee
yhtd monta omenaa. Oletetaan, ettd todenndkdisyys, ettd omenoita on

neljilli jaollinen mérd, on %.

Laaditaan satunnaismuuttujan ”A:n saama rahamééri euroina” jakauma.

rahamiird | todenndkdisyys
—150 (€)

75 (€)

ENI[SE N

A:n saaman rahaméiérédn odotusarvo on —150 -%+ 75 % = 18,75 (€).
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Kaikki kuvan kolmiot ovat yhdenmuotoisia keskenéén.
Olkoon kolmion 4, pidemmaén kateetin pituus a. Timé on samalla
kolmion A, hypotenuusan pituus.

Periikkiisten kolmioiden mittakaava on 4.
s

cos30° =

a

s

V3
2

a
s

Perédkkéisten kolmioiden pinta-alojen suhde on mittakaavan nelid, eli %

Kolmion 4, pidempi kateetti on % kolmion 4; pidemmaén kateetin

B BB
2

pituudesta a, eli S a="5 s = (73)25 .
Kolmion 4, pidemmén kateetin pituus on (%)” s . Tdma on samalla

jéljelle jadvén kolmion lyhyempi kateetti, kun on poistettu # kolmiota.
Jéljelle jaava kolmio on yhdenmuotoinen alkuperdisen kanssa

(ﬁ)" s
. 2 V3
mittakaavassa —=——=(-=)".
N 2
Pinta-alojen suhde on ((?)” ) = (%)2” = (%)”.
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Jéljelle jadvan kolmion pinta-alan tulee olla vihemmain kuin 3 %
alkuperdisen kolmion pinta-alasta, jotta poistettujen palojen pinta-ala olisi
vahintdan 97% alkuperdisesta.

Saadaan epayhtélo (%)” < 0,03, jonka ratkaisu on n > 12,18...

Kolmioita tulee olla vahintdan 13 kappaletta.

a) Esimerkiksi jos f'(x) =x — 3, niin f"(3) = 0.
fx) = %xz _3x+b

Tulee olla f{1) = 2, eli %—3+b =2, josta b= 4%.

Esimerkiksi sopii siis vaikkapa f(x) = %x2 3y +% tai £ (x) = 2
(vakion derivaatta on nolla kaikkialla).
b) Rationaalifunktio, joka ei ole médiritelty, kun x = 1, on esimerkiksi

1

X —

Esimerkiksi funktio f(x)=

. Funktion arvon tulee kuitenkin olla aina positiivinen.

x #1 on téllainen.

2’

¢) Esimerkiksi funktio, jonka lauseke on muotoa a(x — 1)(x — 3), tayttda
ehdot nollakohdista.

3 4
Ja(x=3)(x—1)dx= —34
I

—%ale

_5
2

a=

Esimerkiksi sopii funktio f(x)= —%(x =3)(x-1).
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Noppia on yhteensa viisi kappaletta.

P(samanviriset)

= P(molemmat mustia TAI molemmat valkoisia)
21,32 _8_2

T35 4T54T207s
P(silmilukujen summa on véhintédn 10) = 3_66 =%
6 |7 8 9 10 11 12
5 |6 7 8 9 10 11
4 |5 6 7 8 9 10
3 |4 5 6 7 8 9
2 |3 4 5 6 7 8
1 |2 3 4 5 6 7
1 2 3 4 5 6

Nopat ovat vérid lukuun ottamatta samanlaiset, joten viri ei vaikuta
silmilukujen tai niiden summan todennédkoisyyteen. Riippumattomien
tapahtumien kertolaskusédannolld saadaan

P(nopat ovat samanvdériset ja niiden silmélukujen summa on véhintéén 10)

2.1_1
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58. Piirretddn kolmiulotteista tilannetta havainnollistava kuva.

Olkoon piste O kohtisuorasti vuorenhuipun alapuolella samassa tasossa
kuin 4 ja B.

Talldin kulma AOH ja kulma BOH on suora.

Koska huippu H nékyy pisteestd 4 suoraan linnessé ja piste B on pisteesté
A suoraan pohjoiseen, myds kulma BAO on suora.

Merkitéén kirjaimella x huipun korkeutta havaintopisteiden 4 ja B tasolta
eli pisteiden H ja O etdisyyttd. Suorakulmaisista kolmioista saadaan

yhtélot
tan17,4° =<
a
tan14,5° ==

b
a® +3000° = h*
Ratkaisemalla yhtdloryhma saadaan x = 1373,6 (m).

Vuoren korkeus on 1373,6 m + 200 m = 1572,6 m =~ 1570 m.
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59.

Funktio g on derivoituva kohdassa x = 0, jos erotusosamééralla

% on raja-arvo kohdassa x = 0.
Tiedetédn, ettd f'(0)= 11m f(x) f(O) lim f(x) £(0) -2

x—0
Koska funktio fon der1v01tuva kohdassa x =0, se on myos jatkuva
kohdassa x =0 ja lim f(x)= f(0).
x—0

g'(0)
= 1imM
x—0 x—0

f(x)* = £(0)°

- —
- i U0 SONS /O
x—0

AC fKO)(fo)+f(0D
= PO @)+ £(0)
~3(2+2)

=12
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60.

Tarkastellaan funktiota f(x)=(1+x)Inx+2(1-x),0<x<1.

I+x 1
'xX)=Inx+——-2=—+Inx-1
f'(x)=Inx . nx

1 imx-1=0
X

el ratkaisua

Derivaatalla ei ole nollakohtaa, joten derivaatta ei vaihda merkkiéén.

Varmistetaan tdma vield tutkimalla derivaatan kulkua toiseen derivaatan
f"avulla.
£ = Lox=l oo uno<x<l
X X o x

Toinen derivaatta on negatiivinen vélilld 0 <x < 1, joten derivaattafunktio
/" on vidhenevi ja saa pienimmaén arvonsa vililld 0 <x < 1 kohdassax = 1.

f'M)=0

Koska derivaattafunktion pienin arvo on 0, on derivaatta ei-negatiivinen
valilld 0 <x < 1, joten funktio f on kasvava.
Vililld 0 < x < 1 kasvava funktio f'saa suurimman arvonsa kohdassa x = 1.

f(1)=0.

Koska funktion f'suurin arvo on 0, on véite f{x) <0 tosi, kun 0 <x < 1.
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61.

Olkoon kaaren piste (x, y) = (x, 3x — 5x%).
Pisteen etéisyys origosta on

Jxr=0)% + Bx—5x%)% =10x2 —30x° +25x*.

Etiisyys on suurin, kun juurrettava 10x*~30x” + 25x* on suurin.
Merkitiin f(x) = 10:*-30x + 25x%, 0< x < %

Suljetulla vélilld jatkuva ja derivoituva funktio saa suurimman ja

pienimmaén arvonsa vilin péatepisteissa tai vililla olevissa derivaatan
nollakohdissa.

f(0)=0
1\_5
/=15
f(x) =20x — 90x* + 100x°

20x — 90x* + 100x° = 0
10x(2 — 9x + 10x*) = 0
—0 x=2 taix= 1L
x=0,x 5tau)c >
2,_8
f(s)_zs

Etiisyys on pienin, kun x = % jay= %

Piste on (2 2

5757
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62.  a) Annukka: @-b =a b, + a,b,
Fareed: @ -b =|al|b|cos(a,b)

b)
shy
4
T
34[5 U
1 3 {/in
J A
o2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
=
¢)

_-_= E_ . E_ . B_n:_ - ﬂ_.
u-7 ?[msﬂz +s1n51] 3((9515 i +S'I.1115}]

Vektoreiden komponenteista on otettu yhteinen tekija 7 ja 3.

— ;8L . - 8B
—21(c055c0515+sm55m15]

Vakiokertoimet on kerrottu keskenéén ja vektoreiden pistetulo on
laskettu kaavalla a-b =a,b, +a,b,.

= Elcns{:?—g - %}

Lausekkeen sieventdmisessd on kdytetty kaavaa
cos(x —y) = cos x cos y + sin x sin y.

- E_21
—Elms3 5

Lauseke on sievennetty ja kiytetty tietoa cos% =% .
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63. a) Olkoon f{x) = sin x.
f(—=x) = sin(—x) = —sin x = —f(x) kaikilla x, joten
sin x on pariton funktio.

Olkoon g(x) = cos x.
g(—x) = cos(—x) = cos x = g(x) # —g(x) esimerkiksi kohdassa x = 0,
joten cos x ei ole pariton funktio.

b) Oletetaan, ettd f on kaikilla reaaliluvuilla mééritelty pariton ja jatkuva
funktio. Tall6in fon jatkuva kohdassa x = 0 ja siksi liII(l) f(x)=1(0).
x—

Tama tarkoittaa, ettd linol f(x)=£(0) ja lil’{)l f(x)=£(0).
x—0+ x—0—
Kun x - 0—,niin —x -0+ , joten
lim f(x)= lim f(x)= lim (f(-x)).
x—>0- —x—>0+ x—>0+
Koska f'on pariton, niin
lim (f(-x))= lim (- f(x))=— lim f(x). Siis
x—0+ x—0+ x—>0+
lim f(x)=- lim f(x), josta saadaan f{0) =—£0).
x—0- x—0+

Ainut reaaliluku a, jolle @ = —a eli luku on itsensé vastaluku, on 0.
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64.

Piirretddn poikkileikkauskuva.

kaantopiiri

paivantasaaja

Merkitdan napapiirid vastaavan kalotin korkeutta kirjaimella H ja
kéantopiirid vastaavan vyohykkeen korkeutta kirjaimella /.
Olkoon maapallon siade R.

Kalotin korkeus H voidaan ratkaista suorakulmaisesta kolmiosta.
c0s(90° — 66,5°) = & }H
H =R(1-co0s23,5°)

Napa-alueiden yhteenlaskettu pinta-ala on .
2-2n-R-H =4m-R-R(1-c0s23,5°) = 4nR*(1-c0s23,5°)

Napa-alueet ovat koko maapallon alasta
4nR*(1-c0s23,5°)
47R?

1-c0s23,5°=0,0829...~ 8,3 %.

Kéaantopiirid vastaavan vyohykkeen korkeus saadaan yhtalosta
c0s(90° — 23,5°) = %
h=Rcos66,5°.

Trooppisen alueen pinta-ala on
2-2nRh =47R-Rc0s66,5° = 47R? cos 66,5°.

Trooppiset alueet ovat koko maapallon alasta
4AnR? cos 66,5°

5 =¢08606,5°=0,3987...~ 39,9 %.
47R
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65.

n 2 n 2 2 2 n n 2
XxX—a = X —4xa a =nx - a,) X a
2 ( ) =2 ( 2xay, +a;”) 2Xa)x+ X a
k=1 =1 =1 k=1

Lausekkeen kuvaaja on ylospéin aukeava paraabeli (# on positiivinen

kokonaisluku), joka saa pienimmén arvonsa huipun kohdalla, eli
derivaatan nollakohdassa.

D(nx* - (23 ay) - x+ 2, ak2)=2nx—2z a
k=1 k=1 k=1
n
2nx—-2% a, =0
k=1

n
2nx=23% a;||:2n
k=1

Viite on osoitettu.

.. .o . 1z
Pienin arvo saadaan, kun sijoitetaan x == >’ @, lausekkeeseen.
UyE

1 n n 1 n n
n—Ya)-QYa)(—Xa)+Ya’
n = k=1 n = k=1

1 n 2 n n
= (X ) -2(Xaq) + X a’
n g n g k=1

n 2 1 n 2
=2 a ——(X a)
k=1 n =
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66.

Olkoon tangentin sivuamispiste (a, fla)) = (a,(1— Ja )2) ,a>0.
Tangentin kulmakerroin on f"(a).

Fe ==

fa=Ye=!

Tangentin yhtélo on
y--vay = (F4=h-a)

y=_\/:le—x/E+1

x-akselin leikkauspiste:
%x —Ja+1=0
x=+a

y-akselin leikkauspiste on y =1—+/a.
Piste P=(~a , 0)japiste Q= (0,1-~a).

Pisteen P x-koordinaatin ja pisteen Q y-koordinaatin summa on

Ja+1-+Ja=1.

Summa on kaikilla a:n arvoilla vakio.
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67. Koska f'on derivoituva, derivaatta nollassa on olemassa.

f(0)= llmM: 1imw

x—0

Tama tarkoittaa, ettd lim M = £'(0) ja
x—0-
S (x) - f(0)
X

lim
x—>0+

=f'(0)-

Kun x - 0—, niin —x — 0+, joten

10y f(x) /()
f(x) /()

—x—>0+
)

x—>0+ —X

— lim f(—X)—f(O)

x—0+ X

Koska f'on parillinen, niin

Cim LED=SO) oy S-S0

x—>0+ X x—>0+ X

Siis £7(0) = —f"(0).

=/ '(0).

Ainut reaaliluku a, jolle a = —a eli luku on itsensé vastaluku, on 0.



Juuri Kertaus ® Tehtdvien ratkaisut ¢ Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 26.10.2018

68.

69.

Funktio on kasvava, kun sen derivaatta on positiivinen.

f'x)=[f"(x)dx=¢"—-e " +C

r=3
—et+C= %
=
Derivaattafunktio on f'(x)=¢"—¢ " + %
Ratkaistaan epéayhtdlo f'(x) > 0.
et —e " +% >0
x>-In2

Funktio f'on kasvava, kun x > —In 2.

Ehdosta fla + b) = fla) + f(b) saadaan f2) = (1 + 1) =f(1) + (1) =2 A1),

cli f(1)=3 /().

Ehdon £(2) = 3 avulla edelleen f(1)= % r@)=L3= %

1.
2
Samoista ehdoista saadaan néin ollen myds

f3)=f2+ 1) =A2) + A1) =3+%=%

Toisaalta f(3) = f(%+%) - f(%)+ f(%)=2 f(%), josta lopulta

3,_1 _19_9
f&=1re=35-7.
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70.

Ympyroiden yhtdlot voidaan kirjoittaa muodossa
(x—a)*+)y*=d*jax*+ (y— b)* = b

Toisen ympyréan keskipiste on (a, 0) ja sdde |¢| ja toisen keskipiste on
(0, b) ja side |b|.

shy

Ympyrit leikkaavat origossa O = (0,0), koska tdma piste toteuttaa
molemmat ympyrdiden yhtilot. Toisen ympyrén keskipiste on x-akselilla
ja toisen y-akselilla, joten niiden sdteet ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan
origossa. Tdlloin myds tangentit ovat kohtisuorassa, joten ympyrat
leikkaavat toisensa kohtisuorasti.

Kolmio OAB on suorakulmainen ja a* + b> = AB>.

Kolmiossa APB sivu AP = |a| ja sivu PB = |b|.

Kolmioissa OAB ja APB on yhta pitkét sivut, joten kolmiot ovat
yhtenevit. Télldin myds kulma P on suora ja ympyrit leikkaavat pisteessd
P kohtisuorasti.
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71.

Ympyrd sivuaa kiyrdd y = % pisteessd (a, %) . Olkoon ympyrén séde r.

Madéritetdén kiyrédn y = 1 pisteeseen (a, l) asetetun tangentin
x a

kulmakerroin derivaatan avulla.
1 1

Di=-——
X X2

Tangentin kulmakerroin on —Lz.

a
Samaan pisteeseen asetetun normaalin kulmakerroin on ¢*. Normaali on

sdteen suuntainen ja kulkee siten ympyréan keskipisteen (7, 0) kautta.

Normaalin kulmakerroin voidaan esittdd myos muodossa

1

PR

a=r g’ —ar

Saadaan yhtild a” = 21 )
a’—ar

Toisaalta suorakulmaisesta kolmiosta saadaan yhtilo
(%)2 ta—r)? =2,

Ratkaistaan yhtélopari, jolloin saadaan

. 2
a=+%3 jar=-—2-=0,8773...~0,88.
! 27

- 2
Ympyran sidde on —=— =~ 0,88.
Py 7
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72.

Piirretddn kuva.

Tetraedrin pohjakolmion eli origon vastaisen tahkon sivut ovat
Ja + b2 , N ja Vot +¢2.

Merkitdan pohjakolmion korkeutta kirjaimella % ja korkeuden kannasta
erottamaa osaa kirjaimella x.

Talloin saadaan suorakulmaisista kolmioista:
{xz +h?=b + 2

(\la2 +b? —x)2 +h? =a® +c?

2

2 2,2 22 2
Saadaan X=b—jaedelleen h:\/a b +£) c 2+a c
612+b2 a“+b

Nyt pohjakolmion ala on
D=%\/a2 +b> -h =%\/a2b2 +b2ct v atct.

Muiden kolmioiden alat ovat 4 = %bc, B=Yac jaC= %ab , joten

2

A>+ B>+ (C? =%(bzc2 +a’c? +a2b2)=D2.
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Paraabelin yhtdlo on x = ZL y?, p>0. Olkoon paraabelin ja normaalin
p

leikkauspisteessd y = b. Selvitetdén x:n muutosnopeus tdssd kohdassa

laskemalla lausekkeen ZL y? derivaatta muuttujan y suhteen.
p

b

Sivuamispisteeseen piirretylle paraabelin tangentille patee siis Z‘—x -b
y p

joten kulmakerroin Z\_y on % Normaalin kulmakerroin on -2,
X p

2
Normaali kulkee pisteiden (a, 0) ja (é)_p’b) kautta, joten normaalin

— 2b
kulmakerroin on 172 0 = P .
b 4 b™ —2ap
2p
Saadaan yhtilo
b _ 2bp
P b 2ap

—b® + 2apb = 2bp*
—b*+(2ap-2p*)b=0
b(=b* + (2ap-2p*)) =0
b=0taib> +(2ap-2p*)=0

b* =2p* —2ap
b* =2p(p-a)
Jotta yhtilolla _b_ 22& olisi kolme ratkaisua, tulee olla
P b"-2ap

2p(p —a)>0. Koskap >0, tulee ollap —a >0, elia <p.

Jos 2p(p — a) <0, eli a > p, yhtildlld on vain yksi ratkaisu b = 0.
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74.

Esimerkiksi f{x) = x on injektio, koska jos x # y, niin f{x) # fAy).
Kuvaus f{x) = x° ei ole injektio, koska esimerkiksi f{2) = {—2) = 4.

Kuvaus f{x) = x’ —6x* + 12x + 1 on mééritelty kaikilla muuttujan x
arvoilla.
f(x)=3x*—12x+ 12 =3(x — 2)°

Derivaatan merkki on kaikkialla muualla paitsi yksittdisessd kohdassa
x =2 positiivinen.

Funktio f on kasvava funktio, joka saa jokaisen arvonsa kerran.
Kuvaus f{x) = x* —6x* + 12x + 1 on siis injektio.

Esimerkiksi kuvaus f{x) = 2" on kaikilla reaaliluvuilla mééritelty injektio,
mutta ei surjektio, koska esimerkiksi y:n arvoa —1 ei saada funktion
arvona f{x) milldén luvulla x.
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75. a) Ympyrén keskipiste on y-akselin ja \ W f

sivuamispisteeseen piirretyn séiteen \ /f = f
\

. iirretyn Ny

suuntaisen suoran leikkauspiste. / \

Sivuamispisteeseen (¢, £%) piirretyn \ “

paraabelin tangentin kulmakerroin voidaan / (t, t*)
—

Dx* = 2x, joten tangentin kulmakerroin on / ¥

on 2¢.

madrittdd derivaatan avulla. \

Normaalin, eli sdteen suuntaisen suoran, kulmakerroin on silloin —2%.

Normaalin yhtilo on y — > =—%(x—t) eli y=—%x+%+t2.

Normaalin ja y-akselin leikkauspiste, eli ympyrén keskipiste on

(0,%”2).

Ympyréin sdde on keskipisteen etdisyys sivuamispisteestd, eli

r= \/ (t—0)2 + (2 - (% 1)) = \/t2 +% . Ratkaisemalla tistd 2

saadaan ympyrin keskipisteelle y = £ +

1 _ 2 1 1_ 1
E—I" 4+2 I’+4.

b) a-kohdan mukaan ympyrin C; keskipisteen y-koordinaatti on
1_5

=1 +o=2
N +4 4

Ympyrin C; keskipisteen y-koordinaatti on y, = r22 +%.
Keskipisteiden etdisyys on y, — y; = r22 -1.

Keskipisteiden etdisyys on my0s siteiden summa r + 7, =1 + 7.
Télloin

Sade on positiivinen, joten r, = 2.
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¢) a-kohdan mukaan ympyrin C, keskipisteen y-koordinaatti on

Y=t +% ja ympyrin C,+ | keskipisteen y, ., =72 + %
Keskipisteiden vilimatka on 7, +12 + % - (rn2 + %) = n+12 - rnZ_
Vilimatka on myos 7, +7,,;.
Talloin
rn+1 - rnz = }"n + Vn“
rn+12 rn+1 = rn2 + l/;z
d) Tt T =1+,
Tl A Rl 4 —rn:0
1£\1-4-1-(-r, = 1))
Ths1 = 2
1+(2r, +1)°
=T 5
1+£(2r, +1)
Tl =75
1+2r, +1 1-(2r +1
[ =+=rn +1 tairn+1 =—( ;” ) =—

Siteen tulee olla positiivinen, joten r,,, =7, +1.
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